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Glosario de términos

Uy Valor exacto de la funcién en el nodo central de la estrella.

U; Valor exacto de la funcién en el nodo j de la estrella.

h; Coordenada x del nodo

k; Coordenada y del nodo j respecto del nodo central.

o Coordenada x del nodo central de la estrella.

Yo Coordenada y del nodo central de la estrella.

xj Coordenada x del nodo j de la estrella.

y; Coordenada y del nodo j de la estrella.

upValor aproximado de la funcién en el nodo central de la estrella.
u; Valor aproximado de la funcién en el nodo j de la estrella.
w(h;) Funciéon de ponderacion de los nodos de la estrella en 1D.
w(h;, k;) Funcién de ponderacién de los nodos de la estrella en 2D.
Bs(u) Funcional de la estrella hasta 22 orden en x.

Bs(u) Funcional de la estrella hasta 22 orden en x e y.

By(u) Funcional de la estrella hasta 4° orden en z.

Bis(u) Funcional de la estrella hasta 4° orden en z e y.

A Matriz de los coeficientes.

D, Vector de las derivadas parciales incognitas del problema.

b Vector de los términos independientes.

L Matriz resultante de la descomposicién de Cholesky de A .

ug Valor aproximado de la funcién en el nodo central en el paso temporal n.
u? Valor aproximado de la funcién en el nodo j en el paso temporal n.
At Paso temporal.

E Mobdulo de elasticidad.

v Coeficiente de Poisson.

I Momento de inercia.



Glosario de términos

m Masa.
p Densidad del medio.

G Modulo de corte.
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TFE,; Error cometido en la parte temporal de la aproximacion.

TFE, Error cometido en la parte espacial de la aproximacion.
TTFE Error total cometido con la aproximacion.

e Coeficiente de amplificacion del anélisis de Von Neumann.
k Ntmero de onda.

kVector niimero de onda.

Xo Vector de las coordenadas del nodo central de la estrella.

x; Vector de las coordenadas del nodo j de la estrella.

h; Vector de las coordenadas del nodo j respecto del nodo central de la estrella.

I1S Indice de regularidad de la estrella.
I1C Indice de regularidad de la malla.
a Velocidad de propagacion de las ondas P.

[ Velocidad de propagacion de las ondas S.



U, Desplazamiento exacto de la onda en la direcciéon x.
U, Desplazamiento exacto de la onda en la direccién y.

u?, Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo central en la direccién x para
el paso temporal n.

uyo Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo central en la direccion y para
el paso temporal n.

uy; Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo j en la direccion z para el
paso temporal n.

uy; Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo j en la direccion y para el
paso temporal n.

w Frecuencia angular.

i=v-1

d.(x) Factor de amortiguamiento en la direccién x.
d,(y) Factor de amortiguamiento en la direccién y.

o, Valor aproximado del esfuerzo normal en el nodo central en la direccién de z,
en el paso temporal n.

0,0 Valor aproximado del esfuerzo normal en el nodo central en la direccién de y,
en el paso temporal n.

0,0 Valor aproximado del esfuerzo cortante en el nodo central en el plano zy, en el
paso temporal n.

n

04, ; Valor aproximado del esfuerzo normal en el nodo j en la direccién de z, en el
paso temporal n.

n

o,,; Valor aproximado del esfuerzo normal en el nodo j en la direcciéon de y, en el
paso temporal n.

oy,.; Valor aproximado del esfuerzo cortante en el nodo j en el plano zy, en el paso
temporal n.
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1 Introduccion

Cada dia son mas variados y complejos los problemas de mecanica cuyo analisis
se trata de abordar utilizando métodos numéricos. Entre ellos hay algunos en los
que la geometria se ve muy afectada, como por ejemplo en fundicién, donde es muy
importante la propagaciéon de la interfase liquido — sélido, en la propagacion de
grietas, y se precisa la simulacion de su complejo y arbitrario camino de crecimien-
to, los problemas de extrusion y moldeo, que implican la consideracion de grandes
deformaciones, etc.

Otro ejemplo en el cual la geometria del problema es determinante son los problemas
de excavaciones subterraneas, en concreto la excavacién de tuneles, la cual se realiza
por etapas de excavacion, debiéndose comprobar la estabilidad de cada etapa, en
estos problemas el dominio de calculo varia de una etapa a otra.

Estos problemas no se resuelven sin grandes dificultades con los métodos numéri-
cos mas convencionales, tales como elementos finitos, voliimenes finitos o diferencias
finitas, y una de las razones es la dependencia de una malla o la exigencia de re-
gularidad en la disposicién de los nodos. La modificacién de la geometria o de las
discontinuidades, obliga a remallar en cada paso de la evolucién del problema de
forma que al hacerlo, ademas, se respeten las irregularidades y caracteristicas pro-
pias del proceso. Todo esto introduce numerosas dificultades, como es por ejemplo
la relacién entre mallados sucesivos, que afectan a la precision, tiempo de ejecucion,
complejidad de los programas informéticos, etc.

A la vista de lo expuesto, uno de los objetivos fundamentales de los denominados
métodos sin malla, es eliminar en parte las dificultades apuntadas realizando una
aplicacion en términos nodales tinicamente.

1.1. Antecedentes

Los métodos sin malla han aparecido recientemente con el objetivo de evitar las
dificultades computacionales que presentaban los métodos numéricos basados en la
existencia de una malla.

Son muchos los trabajos publicados sobre propagacién de ondas sismicas, incluso
centrandonos en los relativos a la utilizacion del método de Diferencias Finitas (FD)
y dentro de ellos los que tratan aspectos relativos al tipo de malla, la estabilidad y
dispersion, que son los aspectos en que fundamentalmente se centra la presente tesis.
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Asi, durante mas de diez anos se utilizaron mallas convencionales en FD, pudiéndose
destacar los trabajos de Altermann y Karal [2] y Kelly et al [47].

Los esquemas Staggered-grid (S-G) en FD fueron introducidos por Madariaga [59],
popularizandose su uso en problemas de propagacion de ondas con los trabajos de
de Virieux [100], [101] en los que se usa un esquema de segundo orden para la
formulacién en velocidad-tension con ondas SH y P-SV respectivamente.

Otros esquemas han sido presentados por Levander [53] para una formulacién en
cuarto orden para ondas P-SV, Graves [41], Graves et al. [42], Ohnimato and Chovet
[73] que lo aplican en un esquema de segundo orden en la formulacién desplazamiento-
tensién. También pueden destacarse los trabajos de Kristek et al. [48], [49].

A pesar de los trabajos citados de Virieux y Levander sobre dispersién y Crase et
al. [24] que obtienen condiciones de estabilidad para ondas P-SV para un orden
arbitrario de aproximacion, Moczo, Kristek y Halada [65], se dan cuenta de que
la dispersién de los esquemas S-G en 3-D no estan suficientemente investigados y
lo estudian para esquemas de cuarto orden en el espacio y segundo orden en el
tiempo con validez para formulaciones en desplazamiento-tension, velocidad-tension
y desplazamiento-velocidad-tensiéon. También Graves et al. [42] han estudiado la
estabilidad y Mozco et al. [66], [66] presentan trabajos recopilatorios de gran interés.

Las mallas parcialmente escalonadas (staggered P-S-G) fueron utilizadas por pri-
mera vez por Andrews [3] para medios anisétropos y Zhang [104] las utiliza para la
formulacién velocidad-tensién en 2-D. Cruz Atienza y Virieux [25] las utilizan para
la simulacion de una rotura de falla en 2-D.

El primero en utilizar una malla con espaciado variable fue Boore [19] para un caso
vertical 1-D, Mikuano y Miyatarke [62] usan un espaciado variable en un medio
elastico en 2-D para analizar el proceso de rotura de falla. Pitarka [83] presenta un
esquema de cuarto orden para la formulacién en velocidad-tensién sobre una malla
rectangular con espaciado variable y Wang et al [103] combina mallas con diferentes
espaciados.

Los métodos que en general se pueden denominar métodos sin malla, surgieron hace
aproximadamente treinta anos, aunque el interés y el esfuerzo investigador ha sido
minimo hasta hace poco tiempo. Asi pues, la referencia mas alejada en el tiempo y
que puede considerarse como punto de partida es el método de particulas (SPHM)
que fue desarrollado por en 1977 por Lucy [58]. En 1982 y 1988 Monaghan [69] y
[70] desarrolla una explicacion més rigurosa del método.

Una camino paralelo al indicado en el desarrollo de aproximaciones sin malla, se
basa en la idea de realizar una aproximacion local mediante el método de minimos
cuadrados moviles de Lancaster y Salkauskas en 1981 [52] Nayroles, Touzot y Villon
en 1992 [71] fueron los primeros en utilizar una aproximacién de este tipo en un
método de Galerkin, denominado método de los elementos difusos (DEM).

Belytschko, Lu y Gu (1994) [8] refinaron y desarrollaron una implementacién al-
ternativa del método de los elementos difusos, que mejord la precision al utilizar
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multiplicadores de Lagrange para imponer las condiciones de contorno esenciales
y un orden de cuadratura mayor en la integracién. Ellos denominaron al método,
Galerkin libre de elementos (EFG).

Un salto importante en el desarrollo de estos métodos se ha producido a partir de los
trabajos de Duarte y Oden (1995) [13] y de Babuska y Melenk en 1995 [5] que reali-
zan una generalizacion muy interesante de la aproximaciéon por minimos cuadrados
moviles usando el concepto de particion de la unidad, que los primeros denominaron
nubes hp (hp clouds) y de particion de la unidad (PUFEM) los segundos.

Otro camino en la evoluciéon de los métodos sin malla se ha constituido median-
te el desarrollo del método de diferencias finitas generalizadas (GFDM) que surge
como consecuencia de la evolucién del método de diferencias finitas clasicas. Los
trabajos de Jensen (1972) [43] y Perrone y Kao (1975) [82] pusieron las bases del
método. Liszka y Orkisz (1980) [55] y Orkisz (1998) [79] han realizado importantes
contribuciones a la mejora y desarrollo del método.

Caben destacar los articulo de E. Onate et al. [74], [76] y [77] en los cuales se analiza
el método sin malla de los Puntos Finitos (Finite Point Method FPM) aplicado a la
resolucion de problemas de conveccion, mecdnica de fluidos y mecanica estructural.
El FPM es una efectiva técnica sin malla que se basa en el empleo de minimos
cuadrados moviles.

El método de diferencias finitas generalizadas DFG, se basa también en la utilizacion
de minimos cuadrados madviles, lo que permite aplicar esquemas en diferencias finitas
en dominios irregulares. Al desarrollo de este método han contribuido los trabajos
de F. Urena, J.J. Benito y L. Gavete. Asi, se han obtenido férmulas explicitas en
diferencias para el caso de estrellas irregulares, analizandose la influencia de los
pardametros fundamentales que aparecen en la formulacién [13], se ha obtenido un
método adaptativo para la mejora de la soluciéon aproximada utilizando DFG [15],
en [17] se muestra la aplicacién del método adaptativo en DFG a la resolucién de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden y [14] es un resumen
global de DFG que incluye las aportaciones realizadas por los autores y su aplicacion
a problemas elasticos.

Ademaés también ha sido aplicado el método para la resoluciéon de problemas de
adveccién-difusion como se puede encontrar en las referencias [38] y [39].

El articulo [98] presenta la aplicacién del MDFG a la resolucién de la placas delgadas

y gruesas en régimen elastico, asi como la resoluciéon de EDP“s de 32 y 4° orden a
través del MDFG.

Los articulos [16] y [93] muestran la aplicacion del método de diferencias finitas
generalizadas a la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales dependientes del
tiempo.

Por otro lado hay que destacar el articulo [96] en donde F. Urena, J.J Benito, L.
Gavete, E. Salete y A. Casasus aplican el MDFG a la resolucién de la ecuacion de
ondas en 2 D, analizando la estabilidad y dispersion del método.



Capitulo 1 Introduccion

Igualmente en [97] los autores utilizan el método de la diferencias finitas generaliza-
das para el estudio de la propagacion de ondas sismicas en 2D.

Los métodos numéricos constituyen una herramienta irremplazable en la investiga-
cion de los movimientos sismicos y entre ellos el actualmente dominante es el DF, es
méas Moczo et al. [66] opinan que estd por llegar el mejor momento de la aplicacion
del método DF en sismologia. Tras estas consideraciones parece oportuno presentar
la aplicacion del DFG a este tipo de problemas.

1.2. Ajuste de curvas mediante minimos cuadrados

Entre los métodos que existe a la hora de aproximar una funcién esta el método
de interpolacion, en este método partiendo de una funciéon cuyo valor, o el de sus
derivadas, se conoce en un nimero finito de puntos, se crea otra, facil de construir y
evaluar, cuyo valor coincide con los de la funcion a interpolar en los puntos conocidos.
Asi pues se substituye la funcién a aproximar por esta tltima, cometiéndose un error
cuyo valor se encuentra acotado. En general la interpolacion es un método sencillo y
econdmico, pero tiene un inconveniente y es que sus resultados son muy sensibles a la
eleccion del soporte de puntos de interpolacion. Por este motivo surge el interés por
la busqueda de métodos de ajuste que sean poco sensibles a la eleccién de los puntos
de soporte, ya que estos en general vendran definidos “a priori”. Cabe destacar la
diferencia entre el concepto de ajuste y el de interpolacién, la diferencia reside en que
la curva que se ajusta a una serie de puntos no tiene porque pasar por ellos, mientra
que la curva que los interpola si debe pasar por ellos. En el caso que nos ocupa, el
método de minimos cuadrados, lo que se realiza es un ajuste a los puntos conocidos y
no una interpolaciéon. El planteamiento unidimensional del problema es el siguiente,
dados los n + 1 puntos de abcisas xg,x1, -, 2, y conocidos sus correspondientes
valores de una funcién fy, f1,- -, f, se trata de ajustar un polinomio p(z) de grado
m < n . Sise considera la funcién p(z) perteneciente al conjunto de polinomios P,
tales que m < n, y se llama a (p (z;) — f;) la desviacién de p(x) sobre el valor de la
funcion en los puntos z;, se puede minimizar el valor:

mazi—o 1. {|p(z:) — fil} (1.1)

Problema comiinmente denominado minimax cuyo inconveniente es que no se puede
manejar con técnicas elementales. Otra posibilidad es hacer minima la desviacién
absoluta, esto es:

min {z p () — fi|} (1.2
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Lo que presenta la dificultad de que la funcién valor absoluto no es diferenciable en
el cero, lo cual se puede resolver haciendo la suma de las desviaciones cuadraticas,
obteniéndose el siguiente funcional:

i=n

E(p) =" Ip(w:) = fil” (1.3)

1=0

Asi pues el problema se reduce a encontrar el polinomio p(z) que minimiza el funcio-
nal E(p) de la suma de las desviaciones cuadraticas. Si designamos a los coeficientes
del polinomio como ag, aq, - - - , a,, resulta que las condiciones necesarias para que el
funcional sea minimo es que su derivada parcial respecto de estos coeficientes sea
igual a cero, lo cual nos ofrece un sistema de ecuaciones del cual podemos despejar
los valores de los coeficientes , esto es:

IE(p) oplai) _ = 5
—— = 2plzi) — fi| 5 — =2 Hp(w:) — fil =
5a = 2 2Ip(w) — £ 75 =23 ol pled) ~ )
=2 ng(a0+a1x1+---+amxm)—Zm{fi =0 (1.4)
i=0 i=0
Operando y teniendo en cuenta que 5 = 0,1,--- ,m se llega al siguiente sistema de
ecuaciones:

i=n =n =n i=n
aon? -I—ale} + ---+an2x§” = Zm?fi
=0 =0 =0 =0

aoix}+alix?+...+anix?”1:im}fi (15)
i—0 i=0 i=0 :

=0
1=n 1=n =n 1=n
apy i —i—alZa:;”H + e —i—aan?m =Y a"fi
=0 =0 =0 =0

Este sistema de ecuaciones siempre tiene solucion y esta serd tinica siempre y cuando
los z; puntos conocidos sean distintos. Es claro que si m coincide con n el nimero
de coeficientes coincide con el nimero de puntos a ajustar y el valor minimo del
funcional es igual a cero, esto es debido a que el polinomio que minimiza el funcional
E(p) coincide con el polinomio interpolador y las desviaciones son nulas.






2 Objetivos de la tesis

Con la presente tesis se pretende establecer una base solida en el desarrollo y aplica-
cién del método denominado Diferencias Finitas Generalizadas!que presenta grandes
posibilidades en la aplicaciéon ofreciendo ciertas ventajas, que se irdn mostrando a
lo largo del desarrollo del trabajo entre las que, como ya se ha indicado inicialmente
hay que destacar la capacidad de utilizar mallas irregulares directamente, evitando
artificios en la realizacion de algunos modelos hibridos. Se desea hacer hincapié en la
solidez metodoldgica puesto que no solo se presenta la formulacién en DFG para la
aplicacion indicada, sino que por ejemplo se estudia de forma rigurosa su estabilidad
y se analiza detalladamente la dispersion.

Asi pues se comenzara por exponer los fundamentos tedricos del método de las DFG,
para después obtener las expresiones que permiten la aproximacion de las derivadas
espaciales de hasta 2° y 4° orden en x e y.

Se muestran algunos ejemplos académicos de resolucion de EDP “s de hasta cuarto
orden asi como sistemas de EDP “s.

Una vez obtenidas las expresiones aproximadas de las derivadas parciales estas se
van a aplicar a la resolucién de la ecuacion de la viga de Euler sometida a cargas
estaticas y dinamicas y de placas delgadas. En ambos casos se va a obtener el
esquema explicito en DFG y se va a comprobar su convergencia, estableciendo la
consistencia del método y, puesto que se trata de un método explicito, se obtendra
ademas un criterio de estabilidad para el paso temporal, esto ultimo se realizara
mediante un anélisis de Von Neumann.

Posteriormente se aplicard el método de la DFG a la resolucién de la ecuacién de
ondas en dos dimensiones, de igual forma se obtendra el esquema explicito compro-
bando la consistencia y obteniéndose un criterio de estabilidad para el paso temporal.

También se obtienen las relaciones de dispersion en la estrella de las velocidades de
fase para las ondas P y S, asi como las de las velocidades de grupo.

Dada la importancia que en la aplicacién del método tiene el control sobre la irregu-
laridad de la malla, se definen unos indices de irregularidad para la estrella 775 y la
malla [1C, analizandose su relacion con la dispersion y el paso de tiempo utilizado
en los calculos. Por ultimo se analizara la probleméatica de la resolucién numérica del

IDFG es la denominacién habitualmente utilizada por nuestro grupo de investigacién, aunque
Orkisz y su grupo prefieren utilizar la denominaciéon de Meshless Finite Difference Method
con objeto de afianzar su clasificaciéon dentro de los denominados Métodos sin Malla (Meshless
Methods).
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problema propagacion de ondas en espacios infinitos, en los que el dominio se debe
truncar de manera que esto no afecte a la solucién en la zona de interés, para ello se
introduciran como contornos absorbentes Perfect Matched Layers PML, siendo otro
de los objetivos de la tesis, plantear de forma rigurosa la formulacién en diferencias
finitas generalizadas de la ecuacién de ondas en este tipo de dominios, con objeto
de su inmediata aplicaciéon a problemas sismicos.

Esta aplicacién tiene un singular interés, ya que actualmente es habitual el uso del
método de diferencias finitas en sismologia y el trabajo desarrollado en esta tesis
doctoral puede resultar muy util para la modelizacion eficaz de dichos problemas.

Ademas se completara cada capitulo con aplicaciones numéricas que constataran
el buen funcionamiento del método y permitiran ir desgranando conclusiones sobre
diferentes aspectos de su utilizacion.



3 El Método de Diferencias Finitas
Generalizadas (MDFG)

A continuacién se va a presentar el fundamento tedérico del método de Diferencias
Finitas Generalizadas, para ello se va a comenzar por exponer el método de ajuste
de curvas mediante minimos cuadrados méviles.

3.1. Ajuste de curvas mediante minimos cuadrados
moviles

3.1.1. Conceptos basicos

En capitulo 1.2 ya se ha hecho una breve descripcién del método de ajuste de curvas
mediante minimos cuadrados, aqui se va a introducir una nueva idea que ofrece una
variante de gran interés del método de minimos cuadrados ya expuesto.

Con el método de minimos cuadrados se obtiene una aproximacion global de una
nube de puntos dada, sin embargo si lo que se necesita es una informaciéon mas
local que global de un cierto punto este método puede ser modificado de la siguiente
forma. Si se llama g(x) a la funcién asociada a la curva que ajusta una serie de
puntos, parece logico que el valor de la funcién en un punto x se encuentre mas
influido por los valores f; correspondientes a los puntos mas proximos a x y menos
por lo mas alejados.

Una forma de conseguir esto es introduciendo unas funciones de ponderacién w; (z)
que hagan disminuir la influencia de los valores f; de a medida que aumenta la
distancia entre z y x; .

Asi pues introduciendo esta funcion en Ecuacion 1.3 el funcional de las desviaciones
cuadraticas queda de la siguiente forma:

E(p) = zw (2) p(z) — fi? (3.1)
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La funcién w; (x) es positiva y monétonamente decreciente al aumentar la diferencia
|z — x;|, considerando de nuevo el polinomio p(x) perteneciente a P, , esto es:

j=m
=Y a2’ (3.2)
=0

Introduciendo Ecuacién 3.2 en Ecuacion 3.1 se obtiene:

E(p) = Zwl [Z a;x’ —fZ] (3.3)

Y aplicando en Ecuaciéon 3.3 la condicién de minimo:

aa]’

Se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

i=n =n i=n i=n
GOZ wix? + CL1Z wile +---t+ay Z wixzm = Zwil’?fz‘
i=0 i=0

apy_ wiz} + ali wx? + -+ ay Z w T = Z w; T} f; (3.5)
=0 ’

1=0 i=0

i=n i=n i=n i=n
m m+1 2m __ m
aog w;r; + ap E wr, A+ +ay § w;x; " = E w;z fi
=0 =0 =0 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones Ecuaciéon 3.5 se obtienen los coeficientes ag, a, - - -

al ser las funciones de ponderacién positivas la unicidad de la soluciéon esta garanti-
zada y la curva de ajuste sera:

g(z) = p(x) (3.6)

Cabe destacar que la funciéon g(z) no serd en general un polinomio, ya que los
coeficientes a; dependen de z en virtud de las funciones de ponderacion w;(zx) .

Existen dos propiedades de interés de la funcién g(z) resultante del ajuste por mi-
nimos cuadrados moviles a saber:

10



3.1 Ajuste de curvas mediante minimos cuadrados moviles

» La funcién g(x) presenta la propiedad de reproduccion, es decir, si todos los
datos corresponden a una funciéon polinémica P,, y se utilizan polinomios
p(z) € P, en la obtencién de g(z), entonces dicha funcién g(x) es también
un polinomio de P,,.

» La funcién g(x) serd una funcién “suave” en el sentido de que podré ser deri-
vada tantas veces como la funcién de ponderacion w;(z).

El principal problema que presenta el método es que para la evaluacion de g(z) es
necesario resolver el sistema Ecuacion 3.5 para cada x.

3.1.2. Formulacién general de método

En el apartado 3.1.1 se ha presentado de forma elemental el método de minimos
cuadrados moviles, aqui se va ha profundizar en el método mostrando ademas cémo
se puede enmarcar dentro de los llamados métodos de particion de la unidad. El
analisis se va ha realizar para el plano, pudiendo hacerse este extensivo para el
espacio.

Sea una funcién u* de la que se quiere aproximar su valor en el punto (z,y) de su
dominio, para lo que se crea una funciéon u que la aproxima mediante:

u(z,y) = u(z,y) = jipj (,y)a; = pt(z,y)a (3.7)

En donde p es el vector de las funciones independientes, y a el vector de los para-
metros a determinar mediante el algoritmo de aproximacion.

Para abreviar la nomenclatura se va a llamar z = (z,y) y z; = (x4, ;). Asi pues el
funcional que define la suma de errores cuadraticos ponderados se puede escribir:

J(a) = iwi(z, zi) [ui — u(zi)]z (3.8)

Introduciendo Ecuaciéon 3.7 en Ecuacién 3.8 se obtiene:

J(a) = gwi(z, i) [ul - pT(zi)a}2 (3.9)

Lo cual se puede expresar en forma matricial como sigue:

J(a) = [u—Pa]" w(z, %) [u— Pa] (3.10)

11
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En donde u es el vector de los nzl valores nodales y P matriz de n x m siendo
n el nimero de puntos y m el nimero de términos del polinomio aproximador y
w la matriz diagonal de las funciones de ponderaciéon la cual se anula fuera de un
dominio denominado de influencia, en torno al nodo z; = (z;,y;), y cuyas condiciones
dependeran de los puntos situados en el dominio.

Aunque en general es posible utilizar diferentes funciones de ponderaciéon w; en cada
punto x; , de ahora en delante se considerara tinicamente el caso mas sencillo de que
se utilice siempre la misma funcion.

Asi pues segtin lo indicado anteriormente se tiene que la matriz de los polinomios
aproximadores y la de las funciones de ponderacion seran las siguientes:

P= | W= Y z (3.11)

pT<Zn> 0 s w(z, 2n)

Estableciendo la condiciéon de estacionariedad del funcional Ecuacién 3.10 respecto
de a se llega a la siguiente expresion:

Aa = Hu (3.12)

Por lo tanto despejando dentro de Ecuaciéon 3.12 se obtiene:

a=A"'Hu (3.13)

En donde la matriz A es simétrica y de orden man siendo igual a:

A :Ziélwi(z,zi)p(z)pT(zi) (3.14)

i=1

Y la matriz H de man es igual a:

H= ' (3.15)

12
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Finalmente la funcion que aproxima la variable de campo se puede expresar, en
virtud de Ecuacion 3.7 y Ecuacion 3.13, de la siguiente forma:s:

u(z) = pT(2)A'Hu = Zif ®;(2)u; = T (2)u (3.16)

i=1

En donde ®T(z) es el vector de las funciones de aproximadoras, llamadas funciones
de forma, para un punto z = (x,y). Como se puede ver es esencial que las funciones
que integran el vector p(z) sean linealmente independientes, es decir, que formen
una base, porque de lo contrario la matriz A estaria mal condicionada.

Teniendo en cuenta la propiedad de reproduccion, es decir, la propiedad de repro-
ducir exactamente cualquier funcién incluida como parte de la base, si se incluye en
ella los polinomios de grado cero, como por ejemplo la unidad, se tiene:

if;l@i(z) —1 (3.17)

Lo que se conoce como particiéon de la unidad dentro de la literatura matematica.
Tiene un especial interés la obtencion de los valores de las funciones de forma para
el caso particular de que m sea igual a 1, es decir, que la base de las funciones inde-
pendientes s6lo tenga un término, que se hara igual a la unidad, y que corresponde
a la aproximacion de minimos cuadrados méviles de orden cero, llamada funcién de

Shepard.

Teniendo en cuenta lo indicado anteriormente los términos que interviene en la
funcion de forma son, para este caso particular, los siguiente:

i=n

— pT — )
A =P"WP —; w(z, %) (3.18)
p(z) =1
Asi pues de la Ecuacién 3.15 se obtiene:

w(z,21)
w(z, z

g | V) (3.19)
w(z, z,)

13
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Por lo tanto el valor de las funciones de forma obtenidas de la Ecuacion 3.16 es:

T(z) = p(2)A'H = z::)('z’ a) i:fj(z’ 2) Z_qjj(z’ n) (3.20)
ZU)(Z7ZZ'> Zw(’ZWZZ) ZUJ(Z, Zl)
i=1 i=1 i=1
Por ultimo cada una de las funciones de forma resulta ser:
o, = ;”(Ziz) (3.21)

3.2. EIl Método de Diferencias Finitas Generalizadas
(MDFG)

En este apartado se estudia el MDFG para la resolucién de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales de cualquier orden con coeficientes constantes.

3.2.1. Fundamento teérico
A continuacion se van a exponer los fundamentos teéricos del Método de Diferencias

Finitas Generalizadas, el cual se basa en la aproximacion por minimos cuadrados
moviles ya vista.

Sea un problema gobernado por la siguiente ecuacién de orden n en derivadas par-
ciales:

L,[U=f en (3.22)

Y con las siguientes condiciones de contorno:

L,1[U=g en T (3.23)

En donde U es una funcién al menos n veces derivable, 2 C R™ en donde m = 2, 3,
dependiendo de si se estda en un dominio de 2 o 3 dimensiones, de ahora en adelanta
y sin pérdida de generalidad vamos a centrarnos en el caso de 2 dimensiones, por

14
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ultimo I" representa el contorno del dominio. Por otro lado L,, y L, _1 son operadores
lineales en derivadas parciales de orden n y n — 1 respectivamente, mientras que f
y ¢ son dos funciones conocidas.

Asi pues se procede a discretizar el dominio €2 en un ntimero finito de nodos, pudiendo
estar estos nodos colocados de manera irregular, tal y como se muestra en la Figura
3.1.

r

Figura 3.1: Dominio discretizado de forma irregular

A cada uno de los nodos del domino se le asocia un nimero de nodos de su entorno,
obteniéndose de esta forma lo que se conoce con el nombre de estrella, ver Figura
3.2, del nimero de nodos a asociar a cada estrella y del criterio de seleccién de dichos
nodos se hablard mas adelante.

r

Figura 3.2: Formacion de estrellas dentro del dominio

Se cumple que (xg, 7o) son las coordenadas del nodo central de la estrella y (x;, y;)

15
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son las coordenadas del nodo i de la estrella, asi pues se formaran tantas estrellas
como nodos contenga el dominio.

Se llama U(z,yo) = Uy al valor de la funcién a aproximar en el nodo central de la
estrella, y U(x;,y;) = U; a el valor de la funcién en el nodo i.

Si se hace el desarrollo en serie de Taylor de cada uno de los nodos de la estrella
alrededor del nodo central se obtiene:

oU, oUy  h?0%U, Uy k2 0%U, h 0™Uy kM 0"U
U; = Up+h; k; 2 hik; i e e
0t ox i dy 2 Ox? * 8x8y+ 2 0y? + +n! oxm + +n! oy"
(3.24)
En donde:
U; = U(z;,y;) representa el valor exacto de la funcién en el nodo 7.
Up = Ul(xg,yo) representa el valor exacto de la funcién en el nodo central de la

estrella.

h; = (Io - %)
ki = (yo —ui)

Truncando el desarrollo de Taylor en los términos de orden n se obtiene:

aUO aUQ h2 82U0 82U0 k’2 82U0 h? 8"u0 Kk 8”U0

= h; k; i hik i e i
ti = ot Ox + dy 2 0x? * 0xdy 2 0y? * n! dz™ + n! Oy»
(3.25)

En donde:
u; = u(x;,y;) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo i.

uo = u(wo, yo) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo central de la
estrella.

El error cometido en cada estrella con el truncamiento sera:

8u0 8u0 h2 62U0 82'&0 k2 82u0 h (9”u0 k 8"u0
E; = ug—u;+h; k; i hik; i ol o
Rl ox + oy 2 0%x + oxdy 2 0%y + +n! onx - n! oMy
(3.26)
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Realizando la suma de los errores cuadréaticos ponderados de cada uno de los nodos
de la estrella, se obtiene el siguiente funcional para cada estrella del dominio.

=N 8u0 i k’l aUO hj@zuo 4 hzkl 82u0 i kj@zuo o
ox dy 2 0x? oxdy 2 0y?

h' 8”u0 K 8"u0 2
i oo hi k;
i n! dxn L n! oy > w(hi, )]

Bn(n+3) (ZL) = [ <UO — u; + hl
2

—1

~

(3.27)

Siendo w(h;, k;) una funcion de ponderacién dependiente de la distancia de cada
nodo al nodo central de la estrella.

Asi pues estamos ante el esquema de minimos cuadrados moviles, en el que el vec-
tor a de los pardmetros a determinar mediante el algoritmo de aproximacion es
precisamente el vector que contiene las derivadas parciales, esto es:

(3.28)

aT _ DT . <8UO 8u0 82’1,60 821,60 82160 anuo anu())

dx’ dy’ 0x2 dxdy’ Oy2 T oxn’ T Qyn

Estableciendo la condicién de estacionariedad del funcional B.w+3 respecto de a se
2

llega a un sistema lineal de @ ecuaciones:
AD, = b (3.29)
La matriz A es una matriz simétrica v de orden ™73 x "(”; 3 ¢ invertible, por lo

cual se obtendra una soluciéon tnica para el sistema de ecuaciones.

Una vez obtenido el vector D, se substituyen en la Ecuaciéon 3.22 las derivadas
parciales por sus valores en diferencias finitas, substituyéndose de esta manera las
ecuaciones diferenciales por ecuaciones algebraicas en diferencias finitas, las cuales
se resuelven de manera recurrente a partir de los valores conocidos en el contorno
del dominio.

3.2.2. Funciones de ponderacion

La utilizacion de funciones de ponderacion o ventanas, es una caracteristica comin a
todos los métodos sin malla. Las funciones de ponderacion se usan para disponer de
un soporte compacto, definiendo un subdominio (disco, rectangulo, burbuja, etc. . .)
relativamente pequeno en el que su valor es distinto de cero, siendo nulo en el resto
del dominio.
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Figura 3.3: Superposicién de subdominios de funciones de ponderacion.

Asi pues cada funcién de ponderacion se asocia a un nodo, pudiéndose superponer
con otros subdominiosde tal y como aparece en la Figura 3.3, en esta figura por
claridad aparecen menos solapes de los que suelen presentarse en la practica, en
donde cada nodo suele pertenecer a entre 5 y 10 subdominios.

Se presentan a continuacion algunas de las funciones de ponderacion mas habituales,
las cuales han sido utilizadas en la tesis, asi pues un tipo de funciéon de ponderacion
utilizada es la fraccién potencial, esto es:

Potencial:
1
En donde d; es la distancia de cada nodo de la estrella al nodo central, es decir:

Otra funcién muy empleada es la funcién exponencial, esto es:

w(x,y) = exp (—k’d?)

Las spline también son funciones utilizadas como funciones de ponderacion, en con-
creto caben destacar la cibica:

(2 - ad? +ad2)” d; <2
wle,y) = § (4 - dd; + 42— 4a)° P <d; <rp
1010 d; > rp
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3.2 El Método de Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG)

Y la spiline cuartica:
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4 Formulas para la discretizacion
temporal y espacial hasta 4° orden

A continuacion se van a obtener las férmulas en diferencias finitas generalizadas para
la resolucién de problemas gobernados por ecuaciones diferenciales con derivadas
parciales de de hasta 4 © orden.

4.1. Discretizacion en x hasta 22 orden

Sea la ecuacion diferencial en derivadas parciales en un dominio {2 C R, con frontera

I

02U () oU(x)

Ay

Con la siguiente condicién de contorno:

0 U(x) + az agf) —glx) VYzel (4.2)

En donde U(x) es una funciéon al menos dos veces diferenciable en 2 C R y
Ay, As, a1, ay son constantes.

La condicion de contorno establecida es la que se denomina mixta. Por tanto si se
anula ay en la Ecuacion 4.2, se tienen las condiciones de contorno tipo Dirichlet y si
se anula el coeficiente a; , se tienen las condiciones de tipo Neumann.

Al realizar el desarrollo de Taylor de U(x) en torno al nodo central de coordenada
Tg, para cada nodo de la estrella de coordenada x;, se tiene que:

Uy h2 02U,

En donde:
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

U; = U(z;) representa el valor exacto de la funcién en el nodo i.
Up = Ul(xg) representa el valor exacto de la funcién en el nodo central de la estrella.

Si truncamos el desarrollo de Taylor en los términos de 2 orden, y realizamos la
suma de los errores cuadraticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella,
y en todas ellas, obtenemos el siguiente funcional para cada estrella:

2

=N 3u0 h? 62U0

=

En donde:
u; = u(x;) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo i.

uy = u(zg) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo central de la
estrella.

w = w(h;) representa una funcién de ponderacién dependiente de la distancia de
cada nodo al nodo central.

Si ahora se minimiza el funcional By (u) respecto de las derivadas parciales:

aBQ (U) =N aUO h2 82u0 2

0 (%) [; o T e T e | (45)

9Bs (u) =N Aug B Pug\ | b7

6%322{ o =i iy e ) 0 (4.6)
(8J:2) =1

Se obtiene el siguiente sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas:

=N 8u0 h2 82u0

— u; + hy L 2h; =0 4.7
2 (uo u; + o + 5 8x2>w (4.7)
=N 8u0 h2 82’&0 h2

—u; + hy i 270 4.8
= (uo it Ox * 2 8$2>w 2 (48)

Este sistema se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:

AD,=b (4.9)
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4.1 Discretizacion en x hasta 2° orden

Donde Dy, es el vector de incognitas, las cuales son precisamente las derivadas par-
ciales que buscamos sustituir en la Ecuacion 4.1:

2
DT = <3u0 0 u0> (4.10)

u Oz Ox2

Por otro lado b es el vector de los términos independientes del sistema y es igual a:

bt = i:N(u — w) w2h; - — 0. 2hj
- 0 u1>w i Z(Uo uz)w (411>

i=1 i=1 2

Por ultimo A es la matriz de los coeficientes cuya expresion es la siguiente:

A=| =L i=1 (4.12)

Se puede observar que la matriz A es una matriz simétrica, y para que esta no sea
singular la estrella debe poseer al menos 2 nodos sin contar el nodo central.

Para la resolucién de este sistema de ecuaciones, y dado que la matriz A es simétrica,
se puede aplicar la descomposiciéon de Cholesky, descomponiéndose esta matriz en
producto de dos matrices, una matriz triangular por su traspuesta, esto es:

A=LLT (4.13)

Quedando el sistema a resolver de la siguiente forma:

LL™D,=b (4.14)

El cual se puede resolver en dos etapas:

LY =b (4.15)

LD, =Y (4.16)
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

La matriz L se puede expresar de la siguiente manera:

L= ( b 0 ) (4.17)

121 l22

122

LT = < %1 Lo ) (4.18)

Se resuelve la Ecuacion 4.15 por descenso, con lo que se obtiene el vector Y . Una
vez hallado dicho vector es posible resolver la Ecuacion 4.19 y obtener las siguientes
formulas explicitas en diferencias finitas generalizadas:

Duk) = 1 kl 5 luo :i:M(k;, Des + J:Zl " (fjl Mk, z')dﬁ)] (4.19)

En donde:

1 k=i—1
M(i,3) = (D)7 s DAGRMKg)  i<j ii=12  (420)
) k=j
- 1 S
M(Z,j):l(i B i=j i,j=12 (4.21)
M(i,j) =0 i>j i,j=1,2 (4.22)

En la que §;; es la funcién delta de Kronecker y ademas:

j=N
j=1
h2
djl = hjw2 djg = ?JUJQ (424)

Por otro lado en la Ecuacion 4.19 los coeficientes de ug y u; verifican la relacién:

=2 j=N i=2
=1 j=11i=1
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4.1 Discretizacion en x hasta 2° orden

Substituyendo las formulas explicitas en diferencias finitas generalizadas de la Ecuacién 4.19
en la Ecuacion 4.1, se obtiene:

1(5412) o ZiM(W)Cz’ +]i u; (Z M(2>i)dji> +
| ‘72i:1 ‘:1521 ‘7;:1 (4.26)
+l(114721) luo ;M(l,i)ci + ; uj (; M(1, i)dﬁ> = G(xo)

Se pueden entonces reordenar los términos de la manera siguiente:
i=2 j=N =2
U Z%’Ci + Z U <Z ¢idji> = G(20) (4.27)
i=1 j=1 i=1
En donde:

W = M(2,9) + ———M(1,i) (4.28)

Pudiendo expresarse la Ecuacion 4.28 de la siguiente forma:

j=N
Uo)\o + Z uj)\j = G(l‘()) (429)

=1

VerificaAndose de nuevo:

j=N
M+ D X =0 (4.30)

j=1

Si despejamos ug en funcion u; de obtenemos lo que llamamos ecuacion de la estrella:

j=N i=2
G(zo) — ) uj (Z%dji)

j=1 i=1

1=2

> ici

=1

(4.31)

Uy =
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

Ecuacion en la que no se ha impuesto ninguna restriccion respecto al tipo de estrella,
regular o irregular, ni tampoco al nimero de nodos en la estrella salvo el niimero
minimo mencionado de 2 nodos por estrella, lo cual resuelve los inconvenientes que
se plantean en la utilizaciéon de diferencias finitas clasicas.

También el algoritmo seguido para la determinacién de la ecuacion de la estrella
permite una programacion sencilla y por lo tanto, su codificacién en una subrutina
que se aplique a cada nodo del dominio y, consecuentemente, a cada estrella.

Del examen de la Ecuaciéon 5.1 se desprende que dicha ecuaciéon depende de los
siguientes factores que se pueden denominar esenciales:

= El ntimero de nodos de la estrella.
= Las coordenadas relativas de los nodos de la estrella respecto del nodo central.
» La funciéon de ponderacion.

Si la Ecuacion 4.1 fuese homogénea, la Ecuacion 4.31 quedaria de la forma siguiente:

(4.32)

Finalmente se puede entonces expresar el valor de la solucion en el nodo central en
funcién de los valores de la solucion en el resto de nodos de la estrella, de la siguiente
forma:

j=N
Uy =Yy _ mju; (4.33)
j=1

En donde m; representaria las funciones de forma, siendo iguales a:

=2
Z djiv;
my == (4.34)
> e
i=1
Y teniendo en cuenta la Ecuacion 4.23 se llega a que:
j=N
> omyj=1 (4.35)
j=1

Siendo el conjunto de funciones de forma que representan una particion de la unidad.
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4.2 Discretizaciéon en x e y hasta 2° orden

4.2. Discretizacion en x e y hasta 22 orden

Sea la ecuacién diferencial en derivadas parciales en un dominio  C R? | con
frontera I':

PU(x,y)  , PU(xy) , 0U(xy) , OU(zy)  OU(z.y)
Ay O + A, 020y +A43 BIE +4,4 o7 +A45 oy G(z,y) Vr,yeR
(4.36)
Con la siguiente condicién de contorno:
aU(z,y) + azaU(;Z’ v, as aUéZ’ v _ g(x,y) Va,yel (4.37)

En donde U(z,y) es una funciéon al menos 2 veces diferenciable en @ C R? y
Ay, Ay, As, Ay, A, aq, as, az, son constantes.

La condiciéon de contorno establecida es la que se denomina mixta. Por tanto si
se anulan as y asz en la Ecuacion 4.37, se tienen las condiciones de contorno tipo
Dirichlet y si se anula el coeficiente a1, se tienen las condiciones de tipo Neumann.

Al realizar el desarrollo de Taylor de U(z,y) en torno al nodo central de coordenadas
(%0, Y0), para cada nodo de la estrella de coordenadas (x;,y;), se tiene que:

Ui:Uo+hi88[f+k,%[§)+}§6ggo+ i igj:[ajz l§8;;0+--- (4.38)
En donde:
Ui = Ul(wi, yi)
Uo = U(xo, yo)
hi = (zo — 951)
ki = (yo — yi)

Si truncamos el desarrollo de Taylor en los términos de 2° orden, y realizamos la
suma de los errores cuadraticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella,
y en todas ellas, obtenemos el siguiente funcional para cada estrella:

=N 8U0 aUO h2 82’&0 82UO /{2 82u0 2
By(u) = gt bk S0 g, l ik,
() pr l(uo Uit ox + dy 2 Ox? + 0xdy + 2 0y? ) wf )]
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Capitulo 4

Formulas para la discretizacién temporal y espacial hasta 4° orden

En donde:

(4.39)

u; = u(w;,y;) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo 1.

up = u(xg, yo) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo central de la
estrella.

w = w(h;, k;) representa una funcién de ponderacién dependiente de de la distancia
de cada nodo al nodo central.

Si ahora se minimiza el funcional Bj (u) respecto de las derivadas parciales:

835 (U) =NT 8u0 aUO h2 821,60 Uo k2 821,60
=2 —u; + h; k; — hik; hi =0
) (%) = | Yo — Uit ox + dy 2 Ox? + &an 2 Oy? w
835 (u) =NT 8u0 8u0 h2 82U0 QUO k’2 82u0
o(em) "\ thigy Thig, vy e thikiga 5 g |
OBs(u) =NT Oug Oug  h? 0%uy 0% k2 0%uy 1 n?
) (8;;20) = | o — Uit ox + Jy 2 Ox? * (’h@y 2 92 w 2
885(U) =N [( ou U aUO h2 82"&0 UO k2 82u0> ]
2 =2 up — u; + hy + k; — + hik; w =
0 ( gngy ) — 0 Ox oy 2 Ox? 8x8y 2 Oy?
635 (U) =N 8u0 8u0 h2 82U0 U/O k‘2 82U0
=9 —u; + h; k; — hik; =
P (882;30) —~ to — Ui + ox * oy 2 Ox? i Qxﬁy 2 9y? w*
(4.40)
Se obtiene el siguiente sistema de 5 ecuaciones con 5 incognitas
=N 8U0 6u0 h2 82u0 2U0 ]{72 82u0
- Wy hz kz =+ hzkz
Pt l(uo . ox + oy 2 Ox? * axay 2 Oy? )w]
=N auo 811,0 h2 62U0 UO k?2 62U0
—u; + h; k; — hik;
= Kuo Ut ox + dy 2 Ox? + 8x8y 2 Oy? )w]
=N 0u0 8U0 h2 82’&0 UO k?2 82
—u; + h; k; — hik;
= Kuo Ui+ ox * dy 2 Ox? + 0x8y 2 Oy? )w}
=N 8u0 8u0 h2 82’&0 UO k’2 02’&0
— s =+ hs k. il h ke =
= Kuo Uit " Oz + dy 2 0x? + l@x@y 2 Oy? )w]
=N 3u0 8u0 h2 62’&0 QUQ k2 62 2
—u;i+h ki - hik; g
= Kuo it ox + oy 2 Ox? + 8938y 2 Oy? ) v ] 2
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4.2 Discretizaciéon en x e y hasta 2° orden

(4.41)

Este sistema se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:

AD,=b (4.42)

Donde Dy, es el vector de incognitas, las cuales son precisamente las derivadas par-
ciales que buscamos sustituir en la Ecuacion 4.36:

D} =

<8U0 8’&0 82u0 82’&0 82160) (4 43)

Ox’ Oy’ 0x2’ 0xdy’ Oy?

Por otro lado b es el vector de los términos independientes del sistema y es igual a:

m
=

(U,O — UZ) U)Zhi

-
Il
A

=

™

s
Il
—

(UO — u1> kai

I
=

(o — ;) w? (4.44)

~.

o
I
Miri

(UO — ’UHL) thZk:z

<.
Il

l
=

9 k2

i

(ug — u;) w 5

1

.
Il

Por 1ltimo A es la matriz de los coeficientes cuya expresion es la siguiente:

i=N i=N =N =N =N

2792 2 2 hi 272 9 hik?

Yow?hi D wlhiki o Y wiy o Y whiks Y wttgE
i—1 i—1 i—1 i—1 i—1

i=N =N, i=N =N

27.2 2 kih? 27 1.2 2k

Y owiki D owrH Y wthiki Y w'
i—1 i=1 i=1 i—1

=N =N =N

A= S Zuﬁf sz—g : Zw2—i4 ; (4.45)

i—1 i—1 i=1

i=N =N

2727.2 9 hik?

I D wihik} Y w5
i1 i=1

=N

2R

M Zw i
i—1
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

Se puede observar que la matriz A es una matriz simétrica y para que esta no sea
singular la estrella debe poseer al menos 5 nodos sin contar el nodo central.

Para la resolucién de este sistema de ecuaciones, y dado que la matriz A es simétrica,
se puede aplicar la descomposicién de Cholesky, descomponiéndose esta matriz en
producto de dos matrices, una matriz triangular por su traspuesta, esto es:

A=LL"T (4.46)

Quedando el sistema a resolver de la siguiente forma:

LL™D,=b (4.47)

El cual se puede resolver en dos etapas:

LY =b (4.48)

L'D,=Y (4.49)

La matriz L se puede expresar de la siguiente manera:

lly 0 0 0 O
log lps O 0 O
L= l31 l32 l33 0 0
l41 l42 l43 l44 0
l51 152 153 154 l55

(4.50)

i o I3 Iy s
0y l3p lio s
LY = 0 0 Iz Ly s (4.51)
0 0 0 l44 l54
0 0 0 0 Is

Se resuelve la Ecuacion 4.48 por descenso, con lo que se obtiene el vector Y . Una
vez hallado dicho vector es posible resolver la Ecuacion 4.49 y obtener las siguientes
formulas explicitas en diferencias finitas generalizadas:

Dulk) = 1 kl 7 [ :ZIM(k,z')ci + J; ", (; Mk, z')dﬂ)] (4.52)
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4.2 Discretizaciéon en x e y hasta 2° orden

En donde:
k=i—1
M(i,j) = (=1)""% 10.1) Ui k)M (k,j)  i<j 4,j=1,---,5 (4.53)
) k=j
. 1 .
M(w)—l(l_ yooi=d i,j=1,---,5 (4.54)
M(i,j) =0 i>j i, j=1,---,5 (4.55)

En la que ¢;; es la funcién delta de Kronecker y ademas:

j=N

j=1
djl = h-w2 djg = kjw2
h2 2 2
djg = 5rw”  dju = hykyw (4.57)
k2
dj5 = ijz

Por otro lado en la Ecuacién 4.52 los coeficientes de ug y u; verifican la relacién:

i j=N i=5
Z (k,i)ei + > > M(k,i)dj (4.58)
i=1 j=1 =1

Substituyendo las férmulas explicitas en diferencias finitas generalizadas de la Ecuacion 4.52
en la Ecuacion 4.36, se obtiene:

i=5 j=N i=5
l(37 3) i=1 j=1 i=1
AQ i=5 j=N 1=5

15.5) UOZM (5,4)c; + Zu] <ZZM (5,4 ]2> + (4.59)

m _UO :ZIM<1,Z)C@ + ng U (;M(lj”dﬂ)_ +

As
1(2,2)

i=5 =N  /i=5
ug Y M(2,0)e; + ) uy (Z M(2, Z>dﬂ>] = G(z0,0)
i=1 j=1 i=1
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

Se pueden entonces reordenar los términos de la manera siguiente:

=5 j=N i—=5
up Y Wici + Y u; (Z widjz) = G(z0,Y0)
im1 = =1

(4.60)
En donde:
Ay . Ay . As . Ay
i M(3, M(4, M(5,
Vi= m MBIt g ME D+ 5 MG 0+

L As .
M+ g M 2.)

(4.61)

Si despejamos ug en funcion u; de obtenemos lo que llamamos ecuacién de la estrella:

j=N =5
G(zo,y0) — D uj <Z¢z‘dﬁ>
=1 i=1

P (4.62)
Z%’Ci
i=1

Ug =

Si la Ecuacién 4.36 fuese homogénea, la Ecuacion 4.62 quedaria de la forma siguien-
te:

i=1

j=N i=5
> uj (Z%‘dﬁ)
j=1

Uy =

=5 (463)
Z@/}z‘cz‘
=1

4.3. Discretizacion en x hasta 42 orden

Sea la ecuacion diferencial en derivadas parciales en un dominio €2 C R, con frontera
I

U () 03U (x) 0*U (x)
A Ox* + A ox? A3

o Aﬁ%ff) Glz) VzeR  (4.64)

Con la siguiente condicién de contorno:

oU (z) 02U (z) U (x)
arU(x) + as pe + as 92 U3 =g(x) VYxel

(4.65)
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4.3 Discretizacion en x hasta 4° orden

En donde U(x) es una funcién al menos 4 veces diferenciable en Q C R? y Ay, Ay, Az, Ay,
ai, as, as, @y son constantes.

La condicion de contorno establecida es la que se denomina mixta. Por tanto si se
anula as en la Ecuacion 4.37, se tienen las condiciones de contorno tipo Dirichlet y
si se anula el coeficiente aq, se tienen las condiciones de tipo Neumann.

Al realizar el desarrollo de Taylor de U(x) en torno al nodo central de coordenadas
(x0), para cada nodo de la estrella de coordenadas (z;), se tiene que:

OUy , W23y , iUy | i 9Ty

Ui=Uoth 87 2 022 ' 6 013 | 24 2t (4.66)
En donde:
Ui =Ul(zi, ;)
Us = U(xo, Yo)
h; = (ﬂUo - xz)

Si truncamos el desarrollo de Taylor en los términos de 2° orden, y realizamos la
suma de los errores cuadraticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella,
y en todas ellas, obtenemos el siguiente funcional para cada estrella:

i Oug | b} Puy | 1} DPuy | It 'y ’
- K“O_“ﬁh o V20 T 6 o ol ax4>w(h")l (4.67)

i=1
En donde:
u; = u(x;) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo i.

uy = u(xg) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo central de la
estrella.

w = w(h;) representa una funcién de ponderacién dependiente de de la distancia de
cada nodo al nodo central.

Si ahora se minimiza el funcional By (u) respecto de las derivadas parciales:

(‘3B4 (U) =NT 8u0 h2 82 h3 83’&0 h4 84160 2_
) (%) — to — Ui + " Ox 2 0x? 6 Ox3 24 Ox* 0
OBy (u) i uo h? %uy b} a3u0 ht0tug\ | A2
=2 —u; + b L L=

9 (%Qu;)) Pt Uo — Ui + 2 ox? 6 Ox® 24 ozt )" | 2 0
8B4(U) . 2i:N o — U; + h UQ h2 82 @83 h4 84@60 w2_ hi —0
0 (2 e A o9 T o T |6
8B4(U) =NT UO h2 82 h? 83 h4 84U0 h?

Pug 2 o = s + 2 or2 ' 6 O’ 24 ox* . 24 0
a ( B, ) =1 i
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

(4.68)
Se obtiene el siguiente sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas:
zi\f - h % L h2 82 @03 h4 84’&0 w
= ’ 2 0z2 6 0x3 24 Ozt
=NT + h UO h2 82’&0 h? 83’&0 h4 84UO h? 0
Uy — U; L w2 —
~ [\ T2 %2 T o T2 2
- - (4.69)
=g +hzm h? 0%uy kP ug mm% ,| b2 0
Uy — U; — w?| =L =
= |\ 202 6o 240t )|
=N a% h}Pug | b} &*ug | b} 0'ue\ L] hf
Ug — U; + h - 5 — 1 — =0
= | Ox 2 ox 6 O0x3 = 24 Ox 24

Este sistema se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:

AD,=b (4.70)

Donde D, es el vector de incognitas, las cuales son precisamente las derivadas par-
ciales que buscamos sustituir en la Ecuacion 4.36:

DY =

u

a’LLO 82U0 83160 84’&0
4.71
<8x’8x2’8x3’8$4 (4.71)

Por otro lado b es el vector de los términos independientes del sistema y es igual a:

i=N
(up — u;) w?h;

= h

Z (ug — uy;) wzé

> (uo — ) wQ%

. |
(ug — uy;) w22—jl
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4.3 Discretizacion en x hasta 4° orden

Por 1ultimo A es la matriz de los coeficientes cuya expresion es la siguiente:

i=N =Ny =N EN
272 9 hi o b 2 hf
Yowrhi Y owty Y wth Y wiy
i=1 i=1 i=1 i=1
=N B =N b i=N 16
2n; 2n; 2N
S Zw ] Zw 12 Zw 8
_ i=1 i—1 i—1
A = =N =N (4.73)
21 21
I Zw 36 Zw 144
i=1 i=1
=N
2y
M w* e
i—1

Se puede observar que la matriz A es una matriz simétrica y para que esta no sea
singular la estrella debe poseer al menos 4 nodos sin contar el nodo central.

Para la resolucién de este sistema de ecuaciones, y dado que la matriz A es simétrica,
se puede aplicar la descomposicién de Cholesky, descomponiéndose esta matriz en
producto de dos matrices, una matriz triangular por su traspuesta, esto es:

A=LL7T (4.74)

Siendo L una matriz triangular superior de dimension 4 x 4, y [;; los elementos no
nulos de dicha matriz, con 7,7 = 1,2, 3, 4.

Se resuelve el sistema de ecuaciones de pueden obtener las siguientes férmulas ex-
plicitas en diferencias finitas generalizadas:

1 i=4 j=N i=4
Lk, k) i=1 j=1 i=1
En donde:
k=i—1
) k=j
- 1 P
M(Z’j):l(l ’L) 1= Zaj:1774 (477)
M@i,j)=0 i>j dj=1,--,4 (4.78)
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

En la que ¢;; es la funcién delta de Kronecker y ademaés:

Jj=N
=y dj (4.79)
j=1
h?
djl = ]’ij2 djg = ?JQUQ
5 s (4.80)
djg = gjwz dj4 = in

Substituyendo las férmulas explicitas en diferencias finitas generalizadas de la Ecuacion 4.64
en la Ecuacion 4.64, se obtiene:

=4

Al j=N i=4
i=1 j=1 i=1

1(4,4)

+

+£
1(3,3)

+

i=4 Jj=N =4
i=1 j=1 i=1

As
1(2,2)

(4.81)

+

i=4 Jj=N i=4
i=1 j=1 i=1

Ay
1(1,1)

=4 j=N 1=4
i=1 j=1 i=1

= G(ﬂfm yo)

Se pueden entonces reordenar los términos de la manera siguiente:

=4

i=4 j=N
U Z%Ci + Z u; (Z 1/1idjz'> = G(xo, yo)
i=1 j=1 i—1

En donde:

(4.82)

' 2 ' As . Ay _
Vi = l(4,4)M(4’2) + a 3>M(3,Z) + l(2,2)M(2’Z) + 10 1)]\/[(172) (4.83)

Si despejamos ug en funcion u; de obtenemos lo que llamamos ecuaciéon de la estrella:

j=N i=4
G (0, 0) — Z U (Z%%z)
j=1 i=1

- (4.84)
Z%‘Cz‘
i=1

Ug =
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4.4 Discretizaciéon en x e y hasta 4° orden

Si la Ecuacion 4.64 fuese homogénea, la Ecuacion 4.84 quedaria de la forma siguien-
te:

(4.85)

4.4. Discretizacion en x e y hasta 42 orden

Sea la ecuacién diferencial en derivadas parciales en un dominio Q@ C R? | con
frontera I':

4 4 4 4 4
Ala U(x7y)+A 0*U(z,y) 1.2 Uz, y) 1,9 Uz, y) A (9U(x,y)+

ox?t 2 0x30y > 020> Y 0xoy? G
PU(x,y)  , PU@y)  , PUlxy)  , PU(,y) 0*U(z,y) 2
Ag—=—7++ A d A ’ A ; Ajg——-+ Vr,yeR
+4 ox3 + A 0x20y + s 0x0y? + 4 oy’ + 4o 0x? t VY
0*U(z,y) 0*U(z,y) oU (z,y) oU (z,y)
+A11Tay + Anz 012 + Ais o7 + AMT = G(z,y)
(4.86)

Con la siguiente condicién de contorno:

oU (x,y) N oU (z,y) +a402U(:v,y) N (92U(fc,y)+

aU(r,y) +a, Ox s oy Ox? 45 Oxdy
PUGy)  PUy) | PUy) | PUy) | PUEY) et
—l—agTyQ + az 53 + ag 9220y + ag 020 + aj o g(x,y)
(4.87)
En donde U(x) es una funcién al menos 4 veces diferenciableen Q C R® y Ay, Ay, As, -+, Awa,
ai,as, -+ ,a1p SON constantes.

La condicion de contorno establecida es la que se denomina mixta, por tanto si se
anula as en la Ecuacion 4.87, se tienen las condiciones de contorno tipo Dirichlet y
si se anula el coeficiente a1, se tienen las condiciones de tipo Neumann.
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

Al realizar el desarrollo de Taylor de U(x) en torno al nodo central de coordenadas
(x0,%0), para cada nodo de la estrella de coordenadas (z;,y;), se tiene que:

oU,  oU,  h?0%U, PU, KU,  h? U,
Uy = Uy + by i i hiki Ny hi
ot TR T e T, T2 e T 6 o

W2k, Uy hik? Uy KB OPU,  h9'U,
2 0x?0y 2 9z0y> | 6 Oy’ -+ 24 Ozt
Wk Uy h2k2 9y hikd 90Uy kM
6 0r3dy + 4 0x20y? 6 Oxdy3 + 24 Oyt

(4.88)

Si truncamos el desarrollo en el 4° orden y realizamos la suma de los errores cua-
draticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella, obtenemos el siguiente
funcional para cada estrella:

Bt =3 [(w—un G n G0 B0 g S
h2k; 9Pug N hik} Pug |k} 0Pug N @84%_’_
2 0x%0y 2 O0x0y*> 6 Oy3 24 0zt
Wk O'uo B3RP 0wy | Bk} O'uo | K} 84u0> o, k‘)r
6 0x30y 4 0x20y> 6 Oxdy3 24 Oyt v

82'&0 @ 63U0
0 6 Oz3

=1

(4.89)

En donde igual que antes U representa el valor exacto de la funciéon y u el valor
aproximado.

Si ahora se minimiza el funcional respecto de las derivadas parciales:

8.814 =N 8U0 8u0 h2 821,60 82U0 ]{72 821,&0 h3 33u0
— =2 i+ hi k; = hik; —+ —*
8(85”;’) ; Ut ox + dy + 2 Ox? + 8x8y+ 2 Oy? * 6 8m3+
h?kl 83u0 hzk,? (‘33u0 /{;j@Suo i hf?&zllbo_{_
2 0x20y 2 0x0y? 6 0y3 24 0zt
+h?l€1 84U0 h,?k?,? 83160 hll{?? 84U0 @84160 2 h =0
6 0230y 4 0x20y? 6 Oxdy® 24 Oyt L
OB i o) 0 h? 02 9 k2 02 h? 0°
P (ﬁ? =2 l( ot b kg b+ S
dy =1

Wk Duo ik Puo K e hiou
2 0x20y 2 O0x0y? 6 0y3 24 Ozt
h?kl (94160 h?k? (94’&0 hlklg 64U0 /{24 84’&0) ’LU2‘| k=0

6 0x20y 4 0x20y? 6 Oxdys = 24 Oy

+

_|_
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4.4 Discretizaciéon en x e y hasta 4° orden

8314 (U) =N 8u0 8%0 h2 82U0 82u0 k‘2 82U0 h3 63U0
=9 — h: k. _t h:k: v _t
o(zs) &\ i iy T o T iy T 2 a2 T 0

h?k’z 83u0 hzk/’g 63U0 @aSUO 2?84160_’_
2 0220y 2 Oxdy®> 6 Oy> 24 Ozt

h?kﬁl 84U() h?kﬁ? 04U0 hzk? (94u0 lﬁ@‘luo 2 h712 0
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdy® 24 Oy* 2
8314 (u) =N 0 811,0 h? 62U0 82u0 k?? 62U0 hf’ 83u0

Uo
k; e
ox * dy 2 Ox?

hik; Dug  hik? Oug k3 Puy  h O'ug
2 020y 2 oxoy? | 6 ogp 24 oxt
h3k; g n hk?  Oug hik3 0tug %‘84%) 2] Wk — 0
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdy® 24 Oyt o

+ h;k

=2 Kuo—uithi

i=1

Q
/~
2R
Qe
<o
~—

<

Il

"0rdy | 2 oy | 6 O’

8314 (U) =N 8u0 3u0 h2 62u0 82’&0 k?2 82u0 hd 83U0
8(862;0) P p — Uit ox v dy 2 Ox? * dxdy i 2 0y? 6 Ox? i

h?k’l 83U0 hlkZQ 83U0 ki’a?’lto hjaéllm
2 0x%0y 2 O0x0y®> 6 Oy3 24 Ox*
]’L?kjl 84U0 h,?k?lz 84U0 hll{?? 34u0 k‘;l 84U0> w2‘| ]{312

+

=0

6 0230y 4 0x20y2 6 Oxdyd | 24 Oy 2

[
2

8314 (u) : 8u0 8”0 h2 82u0 82u0 ]{?2 82u0 h3 83160
2 —u; + hy ki - hik . !
h?kl 83u0 hzkf 83U0 kf?&%ﬁo @841“]_'_
2 0220y 2 Jxdy?: 6 Oy 24 Ox*
h?kl 84U0 h?kf 84UO hlk? 84'&0 /ﬁ@‘iuo w2 @
6 0x30y 4 0x20y? 6 Ox0y3 24 Oy? 6

oY)
VN
2[%
A
o
N———
-
I
N

=0

8314 ('U,) =N 8U0 8UO h2 82’&0 821,60 k2 82’&0 h3 83'&0
S =9 — by ko ik 1 o
o — Uit ox * oy + 2 Ox? + 0xdy +
h?k’l 83U0 hzk‘lz 83’&0 ]{?7?0311,0 @84’&0
2 0x%0y 2 0xoy> 6 0y3 24 Ozt
h?kl 84?,60 h?k? 64U0 hzk? (94U0 @84?“) w2
6 0x3dy 4 0x20y? 6 Oxdy® 24 Oyt
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

, i hik i i
Ox dy 2 Ox? + Oxdy 2 0y? 6 Ox? *
h?kl 83’&0 hlk’ZQ 83U0 ki’@glu) @841110
2 0x20y 2 O0xoy? 6 0y3 24 0zt
h?k’l 84U0 h?k’? 84’&0 hlk? 84U() ]{57?84U0 2 hzl{?? -0
6 0x30y 4 0x?0y> 6 Oxoy® 24 Oy* 2

OBy (u) =N KUO Cwt hQUo Tk dug | hi 0*ug Puy k2 Puy  hdDPug

8314 (U) =N 8U0 a’LL() h? 82U0 82U0 k2 82U0 h3 63U0
9 (3;’;%0) ; o — Uit Ox * dy * 2 Ox? i oxdy 2 0y? 6 Ox3 +
hzzk'z 83u0 hlkf 631,60 k? 33u0 h? 84160
+ poi 0 STy
2 0x20y 2 Ox0y? 6 0y3 24 0zt

h?kz 84u0 4 h?kf 84u0 hzk’? 841,60 ﬁa4U0 2 kj —0
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdy> 24 Oyt 6
8314 (U) =N 8U0 8u0 h2 821,60 82u0 ]{72 821,&0 hd 83u0
5(664;10) P Uo — Ui+ ox * dy 2 Ox? * 0xdy * 2 0y? 6 Ox3 *

h?kl 83U0 4 hzk,? (‘33u0 /{i’@‘?’uo 1 hf?&zl'LL()
2 020y 2 Jzdy?: 6 Oy 24 Ozt
h?kl 84U0 h?k? 84U0 hzk? 841,60 k;l 84U0> 2] h4

+

i Zi_ g
6 0x30y 4 0220y? 6 Oxoy® 24 Oy* 24

B i=N h2 o2 2 L2 92 B3 o3
0B14 (u) _ 9 Kuo—ui+hiau°+k18“°+ ’auo—i—hik 0%y > 0%ug 18u0+

o(Zw) S or oy 2 022 "0rdy | 2 0y2 | 6 OxB
h?kl aguo hzkf 831,60 @83U0 @84'&0
2 0220y 2 Jxzdy?: 6 Oy 24 Ox*

h?kl 84UO h?kf 84UO hzk'? (9471,0 ﬁa4U0 2 h?]ﬁ]l —0
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxoy3 24 oy? 6

8314 (U) =N 8u0 8“0 h2 82’&0 821,60 k2 82’&0 h3 83U0
e — by kS ik " o
o — Uit ox + oy + 2 Ox? + 0xdy + 2 0y? 6 Ox3
h?/{fl 83’&0 hlk’? 83u0 ki’@?’uo @84’&0
2 0x%0y 2 O0xdy?> 6 Oy? 24 02
h?kl (94U0 h%kf 84UO hlk? 84160 lﬁ@‘luo w2 h?k? —0
6 O0x30y 4 0x20y? 6 OJxdy® 24 Oy* 4
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4.4 Discretizaciéon en x e y hasta 4° orden

8814 (U,) =N [( 81,60 (9u0 h2 82U0 (92u0 k,2 82u0 hg (93u0
74:2 U—Uz—i‘hli—i‘kli 7’7+th2 +7Z +7Z
o (5’; 5‘;3) ; 0 o oy 2 Ox? oxdy 2 0y 6 Ox3

h?k’l 83160 hlkf 83u0 ki’(??’uo @841,60
2 0x20y 2 Oxdy?: 6 Oy* 24 Ox*

h?kl 84160 h?k’? 8471,0 hlkf 84U0 kj@‘luo 2 hzk'? —0
6 0x3dy 4 Qx20y? 6 Oxdy3 24 Oyt 6
B i=N 2 92 2 2 52 393
0 1t<u>:2 uo_u2+h18uo+kzau0 &8U0+hlk18uO kiﬁuo E@uo
) (% ;40> p ox dy 2 Ox? oxdy 2 Oy? 6 Ox3

h?k’l 83U0 hlkg 83U0 kjaz%to @04114)
2 0x20y 2 Oxoy? 6 Oy3 24 Ozt

h?kz 64U0 h?k? 84U0 hzkls 84U0 k? 84U0 2 k’;l 0
- w 2 —
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdy3 24 Oyt 24
(4.90)
Se obtiene el siguiente sistema de 14 ecuaciones con 14 incognitas:
= aUO 3u0 h2 621,60 82u0 k’2 32u0 h3 33u0
—u+hi—+ki—+ — hik; — —
2.21(”0 it ('31:+ 0y+28x2+ 0x8y+28y2+60x3+

h%k’z 83U0 + hlk’? 83’&0 k,i’é??’uo + hf?@%to
2 0x20y 2 O0x0y? 6 0y3 24 Ozt
h?kl 64U0 h?k? 63U0 hll{? 84’&0 k;l 64U0> wgh- —0

6 0x3dy 4 0x20y? 6 Oxdy® 24 Oy!

+

I
=z

i h2 2 2 L2 92 B3 &3
(uo—ui—i-hiauo—i—kiauo—l— U0 g g S0 | KiOu | 15 0%

Ox oy 2 Ox? Moroy 2 02 | 6 O i
Rk Pug  hk? Puy kP Pug b Mg
2 0220y + 2 0xdy? 6 Oy * 24 Ot
Wik 0'wo Wik} 0wy | hik] 0Mug kfa%o) 2. — ()
6 0x3dy 4 0x20y? 6 Oxdy> 24 Oy* o

1

-
Il

+

l
2

| (uO Q0 O KO Pug ki Puy 1Oy

ox oy 2 012 T “Oxdy | 2 Oy: | 6 O +
hik; Pug  hik? Puy kP Puy  hi g
2 0220y + 2 0xdy? 6 Oy * 24 Ot
h3k; g h2k? Oty Rk O'ug kP OMug\ 2
6 0x3dy 4 0x20y? 6 Oxdyd ' 24 Oyt ) Wy =0

1

-
Il

+

2
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=N 8 6U0 h? 62110 62’&0 k’? 82u0 h? 83’&0
;(“O_“Z+ha Thigy T e PNy T o e T o T
hik; Qug L hik? 93ug @83u0 n hil@‘%to
2 0x20y 2 OJzdy®> 6 Oy> 24 Ox*

h3k; 0*ug n h2k2?  Oug hik3 0*ug k:?@‘luo) Phk — 0
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdy> 24 Oyt o
=N Oug 8u0 h? 0%uq Pug k2 0Puy  h? OPug
2 <“° S b Ry Ty e TRy T e TG e T
W2k Buo  hik? Pue KB Pug  ht g
2 0x20y 2 0xdy? 6 Oyd | 24 Ot
h3k; O*ug  h2k? O'wg Mk} O'ug KM OMwg\ kP
6 0x30y 4 0x20y? 6 0xdy’ 24 Oyt ) Yo 0
=N Oug Oug h? 0uyg Puy k2 Puy I Pug
2 (“O_MM 5 T oy T2 o T Rana, T oo T e

h?k’l 83U0 hlkfz 83U0 @63% ﬁ84U0
2 0x20y 2 Jxzdy?> 6 Oy> 24 Ox*
h?k‘l 64’&0 h?kf? 84U0 hlk’? 84U0 ]{524 84’&0) 2h3

6 0x30y 4 0x20y? 6 0xdy® 24 Oy? v FZO

=N Oug Oug hf 9%ug Puy k2 Puy  h3 Pug
;(“0_“”’13 Ry T e PNy T o e T o T
hik; Oug  hik? DPug kP Pug  hi O'ug
2 0x20y 2 0xdy: | 6 Oy -+ ﬂ Oxt =
h3k; 0wy h2k? O'ug hik? 9*ug k0o L hiki 0
6 0z30y 4 0x20y? 6 0xoy’ 24 Oyt ) Yo T
=N Oug Oug h% 0%y Puy k2 Puy  h3 Pug
2 <“0_“1+h 5z T gy T2 o T Ranay T a2 T 6 o
hik; Puy  hik? Dug kj Pug 0, h: 6?4u0+
2 0x%0y 2 0x0y?> 6 Oy? 24 02
h3k; 0o  h2KE ug Mk Otwg kP OMg\  ,hik?
6 0x30y 4 0x20y>? 6 0xdy’ 24 Oyt > YT 0
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4.4 Discretizaciéon en x e y hasta 4° orden

I
2

: 8U0 8u0 hZZ 82U0 82’&0 k‘? 82’&0 h? 83u0
(uo B hi% * klaiy N 2 Ox? * hiki@xay 2 92 ' 6 Ox?
hik; Oug  hik? OPug k3 Puy  hi O'ug
2 0z20y i 2 Oxdy? * 6 Oy’ i 24 9zt
h3k; O'ug n h2k? 9wy hik} vy K} a4u0> N

6 0x30y 4 0z20y? 6 0xdy® 24 Oyt v EIO

1

.
I

=N Oug dug  h? 0*uy Puy k2 0%uy  h? Py
; (uo B hiﬁix i klﬁiy * 2 a2 i hikiaxﬁy 2 92 6 a3 i
hik; Pug  hik? Puy kP Puy  hi g
2 0220y 2 0xdy? 6 Oy’ | 24 Ozt
h3k; g W2k Oy Rk} OMwg K 84u0> N

i i
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdy® 24 Oyt b

=

=N 8u0 8u0 hQ 82u0 82u0 ]{IQ 82U0 hg 83u0
— Ui +hi— + ki + 5+ hiks - —
p (uo Uit ox + oy + 2 Ox? i 0xdy + 2 0y? + 6 Oz3 +
h?kl 63u0 hzk’ZQ 83U0 kj@g’lto n §84U0
2 0x20y 2 Oxdy? 6 0y3 24 0zt
h?kz 8411,0 h?k‘? 84UO hzk‘f’ 84’&0 ﬁ84U0 th’kz —0
6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdy> 24 Oy* 6
=N 8U0 8u0 h2 82U0 82U0 ]{72 82U0 h3 83U0
— Ui+ him— + ki + 55 +hik; - —
= (uo it Ox i dy N 2 Ox? * 0xdy N 2 0y? * 6 Ox3 *
h?kl 83u0 hzk,? 83"&0 kj@?’uo 4 E84U0+
2 0220y 2 Jzdy?: 6 Oy 24 Ozt
h?kl 84U0 h?k? 84U0 hzk,? 841,60 kj@"‘uo thzk? —0
6 0x30y 4 OJx?0y? 6 Oxoy® 24 Oy* 4
= aUO 3u0 h2 621,60 82U0 k’g 821,&0 h3 33u0
— Ui +hi— ki + iKi - —
p (uo h iy T Jy T T 0xdy 3 0y? T o "

hfk’z 83U0 + hlk’f 83U0 k,i’é??’uo + hf?@%to
2 0x20y 2 O0xoy? 6 0y3 24 Ozt
h?k’l (94’&[) h?k‘? (94U0 hlk? 84UO k;l (94U0> thk? B

6 0x30y 4 0x20y? 6 Oxdys = 24 Oyt 6 =0

+
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Oy dug  h? 0y Puy k2 Puy kS Pug
2 (“0—“1'*’“ o oy Voo T hay T2 e T e e
hik; Puy  hik? Puy kP Puy  hi Mg
2 0x%0y 2 0z0y? 6 Oy® | 24 Ot
h3k; O'ug  h2k? O'ug hik? 9'ug Kl 0%wo\ Lk 0
6 0230y 4 0x20y? 6 0xoy’ 24 Oyt > Y

(4.91)

24

Este sistema se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:

AD,=b (4.92)

Donde Dy, es el vector de incdgnitas, las cuales son precisamente las derivadas par-
ciales que buscamos sustituir en la Ecuacion 4.86:

DT <8u0 Oug Puy Puy Pug Puy Puy  Pug
Ox’ Oy’ 0x2 0xdy’ Oy? 03’ 0220y’ 0x0y?
Puy uy vy *ug O'uy  ug
Oy3 " Oxt 0x30y’ 0x20y?’ 0xdy3’ Oyt )

(4.93)

Por otro lado el vector b de los términos independientes es igual a:

=N i=N i=N h2
bT = ( (uo — wi) w2hi, > (ug — wy) Wk, Y (ug — w;) w2,
i=1 i=1 i=1 2
0 uz) w kzhw Z (uO uz) w 9 ) (Uo uz) w )
i=1 i=1 i=1
i=N h2 kz i=N thQ i=N k‘3
(uo — u;) w? ’2 > (ug — uy) w? 5 > (uo — wy) wzé, (4.94)
i=1 i=1 i=1
i=N 4 i=N 37, i=N 2
A hik; h2E:
(Uo—uz)ﬂﬁﬁ,z (UO_ui)w2 ZG ,Z (Uo—uz)w2 )
=1 =1 =1
i=N ) hlkg

Por tltimo A es la matriz de los coeficientes cuya expresion es la siguiente:
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4.4 Discretizaciéon en x e y hasta 4° orden

3 2 3
i=N 9,9 i=N o, i=N ohy i=N o9, ;9 i=N o hik} i=N oh i=N o hik;
Zi=1 w hz’ 21':1 wkih; Zi:l w 27 Zz=1 w kzhz Zi=1 w 23 21:1 w 3? Zi=1 w 222
i=N 9,9 i=N 2h.ki i=N 9,9 i=N 2k i=N zh.ki i=N zh'k.
27;:1 w ki Zi:l w 22 Zi—1 w kz3h2 21:1 w 2712 Zi:1 w 165 21:1 w 122
i=N 2h2 i=N thkl i=N thki i=N 2hi i=N thkl
Zz:l we Zi:l 2 Zi=1 w 43 21':1 w F Zi=1 342
i=N  9,9,9 i=N thk. i=N zh.ki i=N 2h'k.
Z. wksh Z we—5+ Z w* L Z w Lt
i=1 1 =1 2 i=1 6 i=1 2
i=N ok} i=N o hOK2 i=N o hZKD
- i - 11 - 11
21:1 w7 Z'L:l w 12 Z,‘=1 w B
i=N 2hi i=N thlci
21:1 W= 36 Zi=1 w i22
_ i=N ohikj
A= 21:1 w 4
2,2 5 4 3,2 2,3 4
i=N thki i=N thkl i=N o hj i=N thki i=N thki i=N 2hiki i=N thki
Zi:l w 2 2121 w 64 Zz:l w 4217 Zi:1 w 362 Zi:l w 243 Zi:1 w 64 Zi:1 2451
i=N thkl i=N Qki i=N thkz i=N 2hiki i=N thki i=N zhiki i=N Qki
Zi:l 322 21:1 w 2?3 Zz:l Zé Zi:l w 56 Zi:l w 442 21:1 363 21:1 w %74
i=N thki i=N thki i=N oh; i=N th’% i=N thkl i=N 2hiki i=N thki
Zi:l 243 Zi:1 W™ Zi:l w %78 Zi:1 w i22 Zi:l 383 Zi:1 w %24 21:1 w 48 _
i=N thki i=N thkz i=N thkz i=N 2hvki i=N thkl i=N 2h.ki i=N thk;)
Zi:l w=—3 Zi:1 g 21:1 w 21 21:1 w S, Zizl w D Zi:1 w 6 Zi:1 w 21
i=N thkl i=N 2ki i=N thki i=N 2hiki i=N thki i=N thki i=N Qki
Zi:l 442 Zi:1 w %73 Zi:l w 24% 21:1 w é2 Zi:l w r82 21:1 w i23 21:1 w §784
i=N thki i=N thkl i=N o hz. i=N thki i=N thki i=N 2hiki i=N 2hiki
Zi:l w 2, 22:1 w 3, lel w 1 Zi:1 w 36, Zizl w 2, 21:1 w %, 22:1 w L
ZZ:N w2 hi ki ZZ:N w2 hi ki ZZ:N w2 hi k; Zl:N w2 hi ki ZI:N w2 hi kl ZZ:N w2 hi ki ZZ:N w2 hi ki
i=1 24 4 i=1 12r i=1 ?)82 i=1 i23 i=1 38 4 i=1 %QF i=1 486
i=N o hik; i=N thk;) i=N o hik] i=N o hik} i=N o hik; i=N 2h.k;’ i=N o hik}
Zi:l ) Zi:1 w 2 Zizl w s, 21:1 w 2, Zizl w £, 21:1 w 12, Zi:1 w 13
i=N ok} i=N o h;k; i=N o hik; i=N thk;.’ i=N o hik; i=N o kj
Zi:l w36 Zi:l w 144 21:1 w 36 Zizl w 2, 21:1 w 36, Zi:1 w 1A
i=N o h; i=N ohjk; i=N o hk; i=N Qh;?k-i i=N o hik;
Zizl W= 576 Zi:1 vV Zizl w796 Zi:1 W' 21:1 W6
Zi:N o hOk2 Zi:N o h2KS Zi:N o ik} Zi:N o W3 KD
i=1 W 736 i=1 v 21 i=1 Y 3, i=1 W L
S Zi:N w2 }Li ki Zi:[\] w2 hi ki Zi:N w2 hi ki
i=1 16 i=1 %46 i=1 967
I Zi:N w2 it Zi:N g hik;
i=1 36 i=1 1484
M TN 2
i=1 576

Para la resolucién de este sistema de ecuaciones, y dado que la matriz A es simétrica,
se puede aplicar la descomposiciéon de Cholesky, descomponiéndose esta matriz en
producto de dos matrices, una matriz triangular por su traspuesta, esto es:

A=LLT (4.96)

Siendo L una matriz triangular superior de dimensién 14 x 14, y [;; los elementos
no nulos de dicha matriz, con 7,7 =1,2,3,4,--- ,14.
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Capitulo 4

Formulas para la discretizacién temporal y espacial hasta 4° orden

Se resuelve el sistema de ecuaciones de pueden obtener las siguientes féormulas ex-

plicitas en diferencias finitas generalizadas:

1 i=14 j=N i=14
Dy (k) = ug Y M(k,i)e;i + > uy | > M(k,i)dy
l(k, k) i=1 j=1 i=1
En donde:
1 k=i—1
M(i,j) = (=)' —— S 160, k)M(k,j)  i<j ij=1,
1(i, 1) =
. 1 .
M(Zvj):l@ Z) 1= Zvj:]-a' a14

En la que ;5 es la funcién delta de Kronecker y ademas:

j=N
C; = Z dji
j=1
d]l = h]-w djg = kjwz
h?
djg = 5%02 dj4 = hjk’ij
k2 h3
d]5 = gjuﬂ de = FJUP
djr = hgzkj 2 djs = hJ‘QkJQ' 2
13 A
djg = Ej’wz d]lO in
h3k. h2k?
djy = ]6 J, 2 dj1y = 34 I 2
ke k!
dji3 = 7J6 Lw? dj14 ﬁwz
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(4.99)

(4.100)
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4.4 Discretizaciéon en x e y hasta 4° orden

Substituyendo las formulas explicitas en diferencias finitas generalizadas de la Ecuaciéon 4.97
en la Ecuacion 4.86, se obtiene:

Al =14 j=N =14
110, 10) U ZM (10,)c; + Zu] (Z M (10 z)dﬂ> +

7j=1 =1

A2 =14 =14
M(11 M(11
+l(11,11) UOZ zcﬁ—Zu] <Z J)dgi | |+
As [ =14 i=14
+l(12,12) uOZM 12201+Zu] (ZM 121dﬂ> +
A4 =14 =
+l(13,13) U ZM 13201—1—2% <ZZ 131dﬂ> +
A [ =14 i=14
+l(14,14) Ug ZM (14,7)c; + Zu] <Z 14@dﬂ> +
A6 [ i=14 ) 1
+l(66) UOZMGZCZ—FZuj(ZMGZdJZ) +
? i=1 i
A7 [ i=14 =14 1
+l(7 7 Ug ZM?ZGZ—FZ’LLJ (2:1 7,i)dji> +
) S o - (4.103)
+l(8 88) Ug ZM (8,7)¢; + Z u; (Z 8,¢)dj,»> +
) i i=1 ]
Ay [ =14 i=14 i
+z(9 9) uOZM9ch+ZuJ< M9,i)dji> +
) i=1 i
Ao [ =14 i=14 T
+5(3 3) uOZM3m+Zuﬂ< Ms,z’)dﬁ> +
) i =1 i
All [ i=14 =14 i
+l(4 4) Ug ZM4ZC1+ZUJ< M4,’L)dﬂ> +
) i =1 i
Ay [ =14 j=N i=14 T
+ Up ZM(E),Z)Q + Z Uy M(S,Z)dﬂ +
1(5,5) | =l j=1 i=1 ]
A, [ =14 i=14 i
+l(1 i) Ug ZMlZCl—i‘ZU] Ml,’t)dﬂ> +
) =1

i=14 i=14
(A14) uOZM2zcz+Zuj (ZM2Z )]:G(:co,yo)
) j=1 =1
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

Se pueden entonces reordenar los términos de la manera siguiente:

=14 Jj=N i=14
U ;wici - 2 uj (; w,-dji> = G(z0, ) (4.104)
En donde
1= oy MO0+ ML)+ g T2 + g MO,
+l(1f,514)M(14’i) + l(é%)M(G,i) + 1(174,77)M(7’D + l(§1,88)M<8’i)+
+l(§99) (9,1) + léf?),)M(& i)+ Z(ijZ)M(‘L’i) 4 léjz)M(5,i)+
R ')

(4.105)

4.5. Discretizacion temporal

Debido a que el objetivo de la tesis es aplicar el método de Diferencias Finitas
Generalizadas a problemas de elasto-dinamica, las ecuaciones diferenciales a resolver
van a ser dependientes del tiempo, por lo que habra que realizar una discretizacion
temporal al igual que espacial.

Para la realizacién de la discretizacion temporal de hasta 2° orden se emplearan
diferencias finitas clasicas.

Si se realiza el desarrollo en serie de Taylor de la funcion U(z,y,t) en un entorno
+At de t; se tiene que:

oU(t) (A 2U(t) (AP PUt) (A d*U(t)

Uty + At) =U(ty) + Ot o + 5 BT + i BT + I BY + e
B AU(t)) (A’ *U(t) (A’ PU) (A 9'U (L)
Ulth = At) =Uh) = At =+ = = o o T a1 ot T
(4.106)

En donde se ha abreviado U(z,y,t;) = U(ty) . Si truncamos ambos desarrollos en
los términos de 2° orden y los sumamos se obtiene:

2 (A1) Dulty)

e (4.107)

U(tl + At) + u(t1 - At) = 2u(t1) +
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4.6 Influencia de los pardmetros fundamentales de la formulacién

Se ha vuelto a utilizar la misma nomenclatura, siendo U(t;) el valor exacto de la
funcién y wu(tq) el valor aproximado en ¢;.

Operando en la Ecuacién 4.107 y llamando u(t; + At) = v u(ty — At) = v,
u(t;) = u™, se llega a la conocida formulacion en diferencias finitas:

Oulty)  u" ' —2u" +ut!

oz (A1) (4.108)
Si vez de sumar se restan ambos desarrollos en serie se tiene:
ou(t

Operando de nuevo en la Ecuacion 4.109 y usando la misma nomenclatura se obtiene
el esquema, de la primera derivada, en diferencias finitas clasicas centrales:

ou(t untt — gt
a(tl) - (4.110)

4.6. Influencia de los parametros fundamentales de
la formulacidn

A continuacion se van a analizar los parametros esenciales que intervienen en el
Método de Diferencias Finitas Generalizadas, estos son el nimero de nodos en ca-
da estrella, criterio de seleccion de los nodos de la estrella y tipo de funcion de
ponderacion a elegir.

4.6.1. Influencia del niimero de nodos de la estrella

Una de las cuestiones que aparece al aplicar el MDFG es el nimero de nodos a
asociar a cada estrella para obtener una mejor aproximaciéon del resultado, sabemos
que para el caso de resolver una ecuacion diferencial de 22 orden necesitamos un
minimo de 5 nodos, sin contar con el nodo central, por estrella, ya que de no ser
asi la matriz resultaria singular y por lo tanto no podriamos resolver el sistema de
ecuaciones, igualmente para una ecuacion diferencial de 4° orden el nimero minimo
de nodos seria de 14 mas el nodo central.

Por otro lado el empleo de un niimero excesivo de nodos implica un aumento notable
de los calculos y por lo tanto del tiempo de computacion. De los estudios realizados
por J.J Benito, F. Urena y L. Gavete [14] se desprende que para la resolucion de
ecuaciones diferenciales de 2° orden, el nimero 6ptimo de nodos a asociar a cada
estrella es de 8 nodos por estrella, sin contar el nodo central.
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

Aunque con un aumento de nodos asociados a cada estrella el error cometido en la
solucion decrece, se llega a la conclusién de que a partir de 8 nodos la reducciéon de
error producida no es significativa para el esfuerzo computacional requerido.

Se define el error cometido aplicando el MDFG, tanto en la solucién como en las
derivadas parciales segin la siguiente expresion:

\/Z:z_iv[sol(i)—e:z:ac(i)}2
N x 100 (4.111)

Error =
lezracaz|

En donde N es el niimero total de nodos en el dominio considerado, sol(i) representa
la solucién aproximada en el nodo i y exac(i) la solucién exacta en dicho nodo.

La Figura 4.1 muestra los resultados del error en correspondencia con el nimero de
nodos de la estrella, sin incluir el nodo central, cuando se resuelven cuatro ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales en un dominio cuadrado de lado la unidad, y se
utiliza la siguiente funciéon de ponderacion:

w(x,y) = exp(—5d;) (4.112)

En donde d; representa la distancia de cada nodo de la estrella con el central de la
misma estrella.

Ecuacion 12: Es la ecuacién de Laplace, y la soluciéon exacta es:

Ulx,y) = 2> — 3 (4.113)

Ecuacion 22: La ecuacion diferencial en derivadas parciales es:

0’U  0*U 5 o

Fr (2 - ¢?) (4.114)
Cuya solucion exacta es:

Ulx,y) =z* —y* (4.115)

Ecuacion 32: La ecuacion diferencial en derivadas parciales es :

PU 09U U oU U
o +28y2 +axay+%+?y_0 (4.116)

Cuya la solucién exacta es:

U(x,y) =exprsinz (4.117)
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4.6 Influencia de los pardmetros fundamentales de la formulacién

Ecuaciéon 4%: La ecuacion diferencial en derivadas parciales es:

0*U 90U

a0t g =4 (4.118)

Cuya la solucion exacta es:

Ule,y) = a* + ¢ (4.119)

Las condiciones de contorno para todas son del tipo Dirichlet, excepto para la 4°
que son de tipo mixtas:

U(0,y) = y?
0<y<1 (0.y) =y ) (4.120)
ULy) =14y
aU(wvy)‘ — O
0<a<1 gy (4.121)
W ly=1 2

En la Figura 4.1 se presenta una grafica en la que se puede ver, para las cuatro
ecuaciones en derivada parciales sefialadas, como disminuye el error al aumentar el
numero de nodos por estrella, y se puede ver que a partir de 8 nodos la disminuciéon
del error cometido se reduce dréasticamente.

50
5 40 —e— Errorsolu [4.113]
3% = —&— Errorsolu [4.115]
[e]
» 20 ¢ Errorsolu [4.117]
2 10 ‘\\'\ Errorsolu [4.119]
) \’\i’:’tl
0 T T T T
6 7 8 9 10
Nodos

Figura 4.1: Error global frente a niimero de nodos de la estrella

Para el caso de ecuaciones diferenciales de 4° orden este niimero 6ptimo de nodos a
escoger seria de 24 nodos por estrella, sin incluir el nodo central.
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

4.6.2. Influencia del criterio de seleccidon de los nodos de la
estrella

Uno de los factores que se ha definido como esencial, ha sido el valor de las coordena-
das relativas de los nodos de la estrella respecto del central, es decir, la situacién de
los nodos en la estrella respecto del central, es un factor importante en la ecuacion
de la estrella. En el método clasico de diferencias finitas, se seleccionan los cuatro
nodos en los ejes de coordenadas cartesianas, centrados en el nodo central, y a igual
distancia del nodo central.

Jensen [41] utilizé como criterio de seleccion el de la distancia de los nodos al central,
seleccionando los mas cercanos. Esta forma de seleccionar los nodos de una estrella
se va a denominar criterio de la distancia Figura 4.2. El criterio produce distorsiones
debido a que la densidad de nodos en el dominio puede ser irregular, lo que conducira
a resultados no todo lo exactos que se desearia.

Perrone y Kao [80] sugirieron otra segunda forma de seleccionar los nodos en la
estrella, que se ha denominado criterio del octante Figura 4.3, y consiste en elegir
un nodo por cada octante en un sistema de ejes cartesianos con origen en el nodo
central. Este criterio, ante una irregular densidad de nodos, produce errores elevados.
Una alternativa viable a este criterio, consiste en aplicar una distancia limite a los
nodos seleccionados de tal manera que ningiin nodo de la estrella supere ese limite,
con lo que se corrige el efecto de la irregularidad de la densidad de nodos.

Una tercera forma de seleccionar los nodos en la estrella, propuesto por Liszka y
Orkisz [55] y [79], es la que se ha denominado criterio del cuadrante, y consiste en
seleccionar en cada cuadrante de un sistema de ejes cartesianos, con origen el nodo
central, los 2 nodos, en el caso de ecuaciones diferenciales de orden 2, 6 para orden 4,
mas cercanos al central. Este criterio corrige los problemas que plantean los criterios
de la distancia y del octante, siendo por lo tanto el mas adecuado.

En la Figura 4.3 se muestra un ejemplo de seleccion de nodos en la estrella para una
ecuaciéon diferencial de 2° orden con el criterio del octante y el del cuadrante. La
seleccion de nodos para la estrella con el criterio del octante es:”1,2,3,4,5,6,7,8”, con
el criterio del cuadrante es: “1,a,3,b,4,5,7,¢” con una distribucién claramente mas
regular.

4.6.3. Influencia de la funcion de ponderacion

La Ecuacion 4.84 muestra que el valor de la solucion de una ecuacién diferencial en
derivadas parciales en un nodo, es la media ponderada, por los coeficientes 1; de los
valores del resto de nodos de la estrella. Como ya se estudio en el apartado 4.1, la
funcién de ponderacion forma parte de los coeficientes ¢); antes mencionados.

Por lo tanto la eleccion de la funcién de ponderacion serd un factor importante para
mejorar la aproximacion del método, las funciones de ponderacién a utilizar seran
de tipo: potencial, con distintos exponentes, exponencial y spline ctibica y cuartica.
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4.6 Influencia de los pardmetros fundamentales de la formulacién

Figura 4.2: Criterio de la distancia

Asi pues se realiza un analisis con las siguientes funciones de ponderacion:

Potencial:
1
w(x,y) = 7 (4.122)
Exponencial:
w(x,y) = exp (—Sdf) (4.123)

Spiline cubica:

(2 - 4d? + 4d?)” 0<d <0,25
w(z,y) =4 (4 —dd, + 42 — )’ 0,25 < d; < 0,50 (4.124)
10710 d; > 0,5
Spiline cuartica:
w(z,y) = 1-6 (0,292) +8 (0,292) -3 (0,292> d; < 0,292 (4.125)
0 d; > 0,292

En el Cuadro 4.1 se compara el error global cometido en cada una de las cuatro
ecuaciones presentadas en el apartado 4.6.1 aplicando las cuatro diferentes funciones
de ponderacién presentadas.

Del Cuadro 4.1 se desprende que la mejor aproximacion corresponde con aquellas
funciones de ponderaciéon que ponderan fuertemente a los nodos de acuerdo con
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

Figura 4.3: Criterio del octante y del cuadrante

4113 4.115 4117 4119
Potencial 0,0119 0,0375 0,2274 0,2603
Exponencial 0,0345 0,1578 0,8782 0,0513
Spline cubica 0,0449 0,1509 1,195 0,325
Spline cuartica 0,0382 0,2429 0,8974 0,1146

Cuadro 4.1: Error global cometido variando la funciéon de ponderacién

su distancia al nodo central, esto es, las que ponderan mucho mas a lo nodos mas
cercano que a los lejanos, es decir las funciones potenciales.

Si la densidad de nodos en la malla es uniforme, los resultados que se obtienen al
utilizar las funciones de ponderacion potencial, exponencial y spline son similares,
sin embargo si la densidad de nodos no es uniforme las funciones de ponderacion
exponencial y spline ponderan por igual todos los nodos que estan casi a la mis-
ma distancia del nodo central debido a que son funciones suaves, sin embargo las
potenciales ponderan mucho mas a los mas cercanos. Esto implica que se obtienen
mejores resultados con este ultimo tipo de funciones de ponderacion.

4.6.4. Ejemplos académicos de resolucion de EDP’s de hasta
42 orden

A continuacién se muestran algunos ejemplos académicos méas de resolucion de
EDP ’s de hasta cuarto orden asi como sistemas de EDP “s.

El dominio de aplicaciéon sera un cuadrado de lado la unidad, ver Figura 4.4, se
usaran condiciones de contorno de tipo Dirichlet, asi como estrellas de 24 nodos, el

o4



4.6 Influencia de los pardmetros fundamentales de la formulacién

criterio de seleccién de los nodos sera el de los cuatro cuadrantes siendo la funcién

de ponderacién escogida sera la potencial.

Figura 4.4: Cuadrado de lado unidad con 121 nodos distribuidos irregularmente.

El error global cometido se calculara segin la Ecuacion 4.111

En primer lugar se resuelve la ecuacion:

N*U =0 (4.126)
Con las condiciones de contorno siguientes:
U,y) =y*
0<y<1 (0.9) =y (4.127)
U(Ly)=1+y"—6y
_ 4
0<p<1 (U@0=2 (4.128)
U(z,1) =2 —622+1
La solucion analitica es la siguiente:
(4.129)

Ulz,y) = zt 4yt — 622y?

El error global cometido usando Diferencias Finitas Generalizadas para su aproxi-

macion es igual a:

Error =0,00001471 %
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Capitulo 4 Formulas para la discretizacion temporal y espacial hasta 4° orden

El segundo ejemplo presentado corresponde a la resolucion de la ecuacion diferencial:

U 83U+82U 0*U

=0 4.130
ox3 + oy3  0x? * oy? ( )

Con las condiciones de contorno siguientes:

U0,y) =43
0<y<1 Ov)=y (4.131)
U(ly) =1+y’—3y> =3y
_ .3
0<r<1 (V0= (4.132)
U(z,1) =23 — 32 =3z + 1
La solucion analitica es la siguiente:
Ulz,y) = 2° +y* — 32%y — 3zy° (4.133)

El error global cometido usando Diferencias Finitas Generalizadas para su aproxi-
macién es igual a:

Error =0,0001769 %

Por tultimo se presenta un sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

92U 02U
4 20
Ox? 0x0
{my L (4.134)
Oy? oxdy

Con las condiciones de contorno siguientes:

0<y<1 U,(0,y) =siny | Uy,(0,y) = cosy (4.135)

Uy(l,y) =expasiny U,(l,y) =expxcosy
z\4y - U ,0 =

0<z<1 Up(z,0) =0 | y(2,0) =expx (4.136)

Uy(z,1) =expzsinl Uy(z,1) =expzcosl
La solucién analitica es la siguiente:
Us(x,y) = expxsiny
Uy(x,y) = expxcosy (4.137)

26



4.6 Influencia de los pardmetros fundamentales de la formulacién

Finalmente los errores globales cometidos usando Diferencias Finitas Generalizadas
para su aproximacion son igual a:

Error U, = 0,0000425 %
Error U, = 0,0000464 %
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5 Esquema en Diferencias Finitas
Generalizadas para vigas

A continuacién se va a aplicar el Método de Diferencias finitas Generalizadas para
la resolucién de problemas elasto-dinamicos en vigas de Euler.

5.1. Ecuacion diferencial de la viga sometida a
flexion

Suponiendo una viga recta de seccién constante, sometida a una distribucion de
carga del tipo presentado en la Figura 5.1:

p(X, t)

m(x) El(x) Thh

L

Figura 5.1: Viga sometida a una distribucion de carga dependiente del tiempo

Estableciendo el equilibrio dindamico de un elemento diferencial de la viga, segiin se
muestra en la Figura 5.2 se tiene que:

Q + pdx — (Q + 8Qd:c> — frdx =0 (5.1)
ox
0*U
frdx = mdx—at2 (5.2)
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Capitulo 5 Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas para vigas

Mf+QdJJ— (Mf—f-a@]\ijtd![‘) =0 (53)

p(x, 1)

dx

Mt Q Ms + ™

fi

Q +@- dx

ox
| dx |
| |

Figura 5.2: Equilibrio de un elemento diferencial de viga.
Introduciendo la Ecuacién 5.2 y la Ecuacion 5.3 en la Ecuacion 5.1 y operando se

llega a la siguiente expresion:

O*M; N 0*U
0x? m ot?

= p(z,1) (5.4)

Teniendo en cuenta la relacién lineal entre el momento flector y la curvatura de la
deformada se tiene:

M; 1

_ - 5.5
EI 7 (5.5)
En donde:
1 92U
S (5.6)
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5.1 Ecuacién diferencial de la viga sometida a flexion

Que para pequenas deformaciones se puede aproximar mediante:

1 0°U
P (51)

Asi pues introduciendo la FEcuacién 5.7 en la Ecuacion 5.5 y esta en la Fcuacién 5.4
se obtiene la ecuacion diferencial que rige el comportamiento dinamico de la viga:

o [ 0°U o°U
E

Que para una viga de seccion constante se convierte en:

U 0*U

A esta ecuacion diferencial se le anadiran unas condiciones iniciales, desplazamiento
y velocidad, esto es:

(5.10)

Y unas condiciones de contorno, las cuales dependeran del tipo de sustentacién de
la viga, esto es, para una viga simplemente apoyada se impondra la condicién de
desplazamientos y momentos nulos en los apoyos, lo cual se expresa de la siguiente
forma:

U(0,) = U(L,t) = 0 >0
02U (2,1) 02U (at) B (5.11)
{ Dz =0 B D2 z=L =0 t>0

Para el caso de viga empotrada se establecera desplazamiento y giro nulo en los
extremos de la viga, esto es:

U(0,8) = U(0,L) = 0 £>0
{ Uad)| _ oU@) 0 t>0 (5.12)
x| z=0 Or  |p=r
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Capitulo 5 Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas para vigas

5.2. Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas

A la vista de la Ecuacion 5.9 necesitaremos la discretizacion espacial en una dimen-
sion hasta 4° orden, asi pues en la Ecuacion 4.75 se particularizara para k = 4, esto
es:

Esta expresion se puede simplificar de la siguiente forma:

a4u0 j=N j=N
Tt —UgYo + Z w7y, = — ugvo + Z u;-‘% (5.14)
j=1 j=1
Siendo:
j=4 j=4
j=1 j=1

Hay que destacar que tanto ¢ como j son subindices mudos, en virtud de ademaés se
cumple que:

j=4
Yo =% (5.16)
j=1

Por otro lado en la nomenclatura utilizada los subindices marcan la parte espacial y
los superindices la temporal. Asi pues teniendo en cuenta la Ecuacion 4.108 se tiene
que:

Pug  ugt —2up + ugt!
oz (At)?

(5.17)

Substituyendo la Ecuacién 5.14 y la Ecuacion 5.17 en la Ecuacién 5.9 se obtiene la
siguiente ecuacion:

j=N n—1 n n+1

n n uy - — 2uy +u

ET [ —ugyo+ Y ujv; +m< 0 00 ):p(:co,t) (5.18)
(&)
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Y operando se obtiene el esquema explicito en Diferencias Finitas Generalizadas:

+2upy — ul ! (5.19)

n At 2 n 5~ "
untt = (m) [p(xo,t) +FEI (UO’VO - 2‘1 uj%')
j=

Las condiciones iniciales teniendo en cuenta la Ecuacion 5.10 se expresarian de la
siguiente forma:

ud = g(zo) (5.20)

Por otro lado y teniendo en cuenta la Ecuacion 5.10 y la Ecuacién 4.110 se impone
la condicién inicial de velocidad, esto es:

1 —1
Uy — Ug

= h(zg) — ugt = up — 2Ath(z 5.21
ot = (o) > " = uh — 2th(x,) (521)
Ahora se imponen las condiciones de contorno, asi pues para el caso de viga simple-
mente apoyada, segiin la Ecuacion 5.11 se tiene que en los nodos de los extremos de
la viga se cumple que:

W =0 (5.22)

Para la segunda condiciéon de contorno se hara uso de diferencias finitas clasicas,
para ello se anadird un nodo que, llamaremos nodo ficticio uy., que se encontrard a
la misma distancia del nodo del apoyo que el nodo de la viga mas cercano a este uy,
ver Figura 5.3:

ul — 2uy +ul " "
RV A (5.23)

Si en vez de un apoyo se tratase de un empotramiento la segunda condicion, giro
nulo en el extremo, se transformaria en lo siguiente:

ut —u?
oAy 07U =g (5.24)
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Figura 5.3: Esquema de los nodos de la viga con los nodos ficticios

5.3. Convergencia, consistencia y estabilidad del
método

Al haber obtenido una ecuacién en diferencias finitas explicita en el tiempo, es nece-
sario demostrar la convergencia del método, es decir, que la ecuacion en diferencias
finitas se aproxima a la solucién cuando los incrementos disminuyen, y el nimero de
iteraciones tiende a infinito.

De acuerdo con el teorema de equivalencia de Lax un esquema en diferencias finitas
explicito en el tiempo, consistente y bien planteado,! es convergente si y sélo si es
estable, luego se comprobaran estas condiciones.

5.3.1. Consistencia

El esquema en diferencias finitas sera consistente si se aproxima a la soluciéon cuando
los incrementos disminuyen, o lo que es lo mismo que el error tiende a cero cuando
At e Ah tienden también a cero.

Es decir dicho de otro modo:

Un esquema en diferencias finitas es consistente con un problema diferencial cuando
el error de truncamiento local se anula en el limite de incrementos nulos.

Luego se comenzara por calcular los errores cometidos tanto en el truncamiento
espacial como en el temporal.

Para la parte temporal de acuerdo con la Ecuacion 4.106 sumando ambas ecuaciones
se tiene:

2 (At)? 02U (ty) L2 (AL 9 U (ty)

Ut + O8) + Ut = At) = 2U (1) + = o2 A1 ot

(5.25)

!Problema bien planteado: Dado un problema de valor inicial o de Cauchy se dice que el problema
estd bien planteado si este admite solucién tnica y dependiente de forma continua de sus valores
iniciales.
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Y despejando la segunda derivada respecto del tiempo se llega a:

DPU(t)) Uty + Ot) —2U(ty) + Uty — At) (A1) 9*U(ty) s
9 (a7 — S ga O (A1) (5.26)

Asi pues el error cometido en la parte temporal de la ecuacién con el truncamiento
realizado es igual a:

(A 0*U () s
TE, = ——F————+ 0 |(At 5.27
! 2 ar (&) (5.27)
Por otro lado se analiza el error de truncamiento cometido en la parte espacial de la
ecuacion, para ello haremos un planteamiento similar, si al desarrollo completo de
la serie de se Taylor le resta el truncamiento realizado en la Ecuacién 4.67 se puede

llegar a la siguiente expresion:

TE, =Dy - D, = A" (b-b) (5.28)

En donde Dy es la solucién exacta de las derivadas parciales y b es el vector de
términos independientes del sistema con el desarrollo completo de la serie de Taylor,
esto es:

i=N . 6
U, > 95U 2
(UI_UO_E)Z'axE‘O _(Tl!@xf’o _)w hz
i=1
i=N
h? 85U0 h? @GU() 2h22
X Z(Uz—Uo—yw—elazﬁ—“‘ Wy
_ =1
b - Z:N h5 5 hﬁ 5 h3 (5.29)
_ _ Moy _ Ny 0%Ug 20
> (Uz Uo = 595 — & ouo ) w g
i=1
i=N
h? 85U0 h? (96U0 2h?
(Uz—Uo—yw—mw—"' wa
=1
Teniendo en cuenta la Ecuacién 4.72 y operando se tiene que:
i=N 5 A5 1o
U, U, 2
<_5Z' 89550 - 671' (91‘60 - )w hz
i=1
=N - 5
Z _h oty ki oSUy w2
“ 5! Qxb 6! 0x6 2
_ i=1
b-b=1 Zy . , (5.30)
Z _hiodty W o%Uy w2g
5! 9xz° 6! 9xz6 6
i=1
i=N ( >
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Como en la ecuacidon resuelta sélo interviene la derivada de 4° orden se va a tener
en cuenta el error espacial cometido en esta derivada, esto es:

TE,(4) = Dy(4) - Dy(4) = A} (b-b)  j=1234 (5.31)

7j

Teniendo en cuenta la matriz A se puede observar que el grado de su determinante
T

es hw? en donde p = 20, ¢ = 8 , los grados de los elementos (Ad)m conj=1,2,3,4
’J

son hiw' en donde r = 15,14,13,12 y ¢t = 6, luego los grados de la cuarta fila de
la matriz inversa A;} con j = 1,2,3,4 seran hjw’ en donde s = =5, -6, -7, -8 y

v = —2. Asi pues al hacer el producto A;} (B — b) se obtiene un polinomio en h de
al menos grado 1.

Esto es:

N WU, hSOOU
—1 i 0 7 0 2
TE, = Ay Z <_5! dx5 6! dab —~-->w it

i=1

C 51 925 6! O Wiyt

BOU, WS OU, >2@
2

WU, U, b3 (5.32)

_1 —_—— —_— . e .
+A43Z< 51 025 6l 020 )“’ 6

Z‘=N< h? 9°U, h?@f)'Uo_m) L hi

5! 925 6! O wﬂ

Finalmente sumando la Ecuaciéon 5.27 y la Ecuacién 5.32 se obtiene la siguiente
expresion:

TTE =TE, +TE, = _(Alg)él;f(fl) + 0 [(At)!] +TT[A] (5.33)

En donde el grado de II[h] es igual o mayor que 1, haciendo el limite cuando h e At
tienden a cero se llega a:

lim TTE=0 (5.34)
(h,5t)—(0,0)

Con lo que queda demostrada la consistencia de la aproximacion en diferencias finitas
generalizadas.
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5.3.2. Estabilidad

El siguiente paso para asegurar la convergencia es demostrar la estabilidad, estable-
ciendo un criterio en términos de paso temporal para asegurar dicha estabilidad.

Existen diversos criterios para determinar la estabilidad de una ecuacion diferencial
en derivadas parciales. Entre ellos, el criterio de Von Neumann es el mas facil de
aplicar para determinar si un método de integracion es estable. Consiste en realizar
una descomposiciéon armonica de la solucion aproximada de la forma:

n __ n . n __ n .
uy = €" exp ik ui = e" expinT; (5.35)

En donde k representa el ntimero de onda, que es el niimero de veces que la onda
vibra en la unidad de distancia, se define como la inversa de la longitud de onda, e
i = /—1. Por otro lado € se conoce como coeficiente de amplificacién, si |e| > 1 la
solucion crecera con el tiempo y el método es inestable. En caso contrario, la solucion
disminuye con el tiempo y el sistema es estable. Si se substituye la Ecuacion 5.35
dentro de la Ecuacion 5.19 se obtiene la siguiente expresion:

At)? =N
" expikzy = uEI (8" exp 1kXoYo — Z e exp i/m]ﬂyj) + 2e™ expikzy — " exp ik
m ;
7j=1
(5.36)
Dividiendo ambos miembros de la ecuaciéon por g™ exp ikTo y teniendo en cuenta
que h; = x; — xg se llega a la siguiente expresion:
At)? =N
€= uEI (70 — > e"expirhjy; | +2— e! (5.37)
m ;
j=1

En donde operando y teniendo en cuenta que exp ixh; = cos kh;+isin kh; se obtiene:

g2 — £e+1=0 (5.38)

j=N
A(A)? (70 — > (coskh; + isin ﬂhj)’yj) +2

=1

En donde se ha llamado A = % Resolviendo la ecuacién de 2° grado se llega a:

e=—b+tVi?—1 (5.39)
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En donde:

2

J=1

A(AL)? =N
b= (&1) (70 — > (coskh; +isin /{hj)’yj) +1 (5.40)

Por otro lado, y teniendo en cuenta la Ecuacion 5.16, b se puede expresar de la
siguiente forma:

A(At)?
2

A (NN

b=1+ > sin /fhﬂj) +1 (5.41)
j=1

j=1

j=N
( (1 —coskhj)y; —i

La condicién de estabilidad obliga a:

eGSR (5.42)

Operando entre la Ecuacion 5.41 y la Ecuacion 5.41 y simplificando aplicando cri-
terios conservadores se llega al criterio de estabilidad:

1
A< —— (5.43)

a 4\/A|70|

5.4. Irregularidad de la estrella y estabilidad

En este apartado se va a definir un indice de regularidad para cada una de las
estrellas del dominio /7S y un indice de regularidad para la nube de nodos I1C" .

En primer lugar hay que tener en cuenta que el coeficiente vy, que aparece en el
criterio de estabilidad Ecuacién 5.43, depende de los siguientes factores:

= El ntimero de nodos de la estrella.
= Las coordenadas de cada nodo respecto del nodo central de la estrella.
= La funciéon de ponderacion elegida.

La Ecuacion 5.43 resulta ser sélo funcion de las coordenadas de los nodos respecto
del nodo central de la estrella.

Sea 7; la media de las distancias de los nodos de la estrella [ al nodo central y sea 7
la media de todas las 7; de la malla, una vez discretizado el dominio se define:

o
Yo = g (5-44)
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Asi pues la Ecuacion 5.43 se puede reescribir de la siguiente manera:

7_2

A< T (5.45)

a 44/ A ol

Para el caso de malla regular con 4 nodos por estrella la Ecuacion 5.45 queda de la
siguiente forma:

V272

At < 5.46
~ 18v3A (5.46)
Multiplicando el lado derecho de la Ecuacién 5.46 por el factor:
9v3
V5 (5.47)

24/2 %o

Se obtiene de nuevo la Ecuacion 5.43, asi pues se define para cada una de las estrellas
del dominio el indice de regularidad segun:

9v3

2\/2 ol

118 = (5.48)

El cual toma valores entre 0 y 1, tomando el valor de 1 para el caso de la estrella
regular, si este indice decrece entonces el valor absoluto de %, crece y de acuerdo
con la Ecuacién 5.43 el paso temporal decrece.

El indice de irregularidad de la nube de nodos I7C' es igual al minimo valor de todos
los I1S de cada una de las estrellas.

5.5. Aplicaciones

A continuacién se presentan algunas aplicaciones a la resolucién de vigas sometidas
a vibraciones.

Se va a discretizar una viga en un nimero finito de nodos, de cinco formas distintas,
en un primer lugar con una malla regular, y en segundo, tercero, cuarto y quinto
con mallas irregulares con indices de irregularidad decrecientes, esto es:

69



Capitulo 5 Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas para vigas

Figura 5.4: Malla regular 21 nodos. I/C =1
0 0000000 00 000 O0OCOEOGOSOIOITS

Figura 5.5: Malla iregular 21 nodos. I1C' = 0,96

Como funcién de ponderacion se va a utilizar la siguiente:

1

h; -

(5.49)

El error global exacto cometido se puede calcular con la expresion:

22\/ [sol(i) — exac(i)]2
Error = \/ N (5.50)

5.5.1. Vibraciones transversales en una viga simplemente
apoyada

Se resuelve la siguiente ecuacion diferencial de la viga vibrando libremente:

PU(x,t) 10U

5.7 S =0 2€(01) t>0 (5.51)

Con las condiciones de contorno siguientes:

U0,1)
U(1,1)

02U (,t)
Ox?
92U (,t)

Ox2

8 (5.52)

. (5.53)
=0 ’

r=1

Con las condiciones iniciales siguientes:

OU (z,t) — sinrr (5.54)
9z |t=0

{U(x,O) =0
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Figura 5.6: Malla iregular 21 nodos. I1C' = 0,78

Figura 5.7: Malla iregular 21 nodos. I1C' = 0,62

La solucién exacta de la Ecuacién 5.51 es:

U(x,t) =sinmxsint

(5.55)

En el Cuadro 5.1 de pueden ver los errores globales cometidos en la resolucién de
la Ecuacion 5.51 sobre el dominio Figura 5.4 mediante DFG para diferentes pasos

temporales:
At Error Global
0,005 0,00276
0,002 0,00109
0,001 0,00017
0,0005 0,00002

Cuadro 5.1: Influencia del paso temporal en el error global

En el Cuadro 5.2 se puede ver el error global cometido en la resolucion de la
Ecuacion 5.51 sobre los dominios de las Figuras 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8 mediante DFG

para un At = 0,001.

Por ultimo en la Figura 5.9 se muestra la solucion grafica en el tltimo paso, para
un paso temporal At = 0,005 el niimero de pasos es n = 1000 y sobre el dominio

Figura 5.4.

A continuacion se resuelve la Ecuacion 5.51 sobre la malla regular Figura. 5.4 y con

las siguientes condiciones iniciales:

U(z,0) =0

| =1 1=0,5
Oz |z=0 ’

2|, =0 = #05

(5.56)
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Figura 5.8: Malla iregular 21 nodos. I1C' = 0, 46

lIC Error Global
0,96 0,00107
0,78 0,00295
0,62 0,00534
0,46 0,00903

Cuadro 5.2: Influencia del indice de regularidad en el error global
Cuya solucién exacta es:
. . L. : T . .
Uz, t) =2 (sm mxsint — g 5in 3masin 9t + o7 Sin Smasin 25t — - - - ) (5.57)

En el Cuadro 5.3 se puede ver el error global cometido para distinto niimero de pasos
y para At = 0,001.

n Error Global
100 0,001628
200 0,001700
500 0,001816
1000 0,002252

Cuadro 5.3: Error global frente al nimero de pasos

Por ultimo en las figuras 5.10, 5.11, 5.12 y 5.13 se muestra la solucién gréafica en
el dltimo paso para un paso temporal At = 0,001 el nimero de pasos n = 100,
n = 200, n = 500 y n = 1000 respectivamente, sobre el dominio Figura 5.4.

5.5.2. Vibraciones forzadas en una viga simplemente apoyada

Se resuelve la siguiente ecuacion diferencial de la viga vibrando libremente:

O?U(z,t) 10U

52 e 15sin 2wz sin t re(0,1) t>0 (5.58)
T Oz

Con las condiciones de contorno siguientes:

U(0,¢) =0
{U(l,t) . (5.59)
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-, -

Figura 5.9: Soluciéon aproximada en el tltimo paso. At = 0,005

I

A

o

l.l'..-l.; i A
BN %

|

Figura 5.10: Solucién aproximada en el ultimo paso n = 100

0%U (x,t)
Ox?
0%U (x,t)

=Y (5.60)
=0 '

r=1

Ox2

Con las condiciones iniciales siguientes:

U(z,0)=0 (5.61)
% _ =sin2rz +sinmx '
La solucién exacta de la Ecuacién 5.58 es:
U(z,t) = (sin 27z + sinwx) sin ¢ (5.62)

En el Cuadro 5.4 de puede ver el error global cometido en la resolucion de la
Ecuacion 5.58 sobre el dominio Figura 5.4 mediante DFG para diferentes pasos
temporales:
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o A N
bt N
i -

Figura 5.11: Solucién aproximada en el ultimo paso n = 200

e
a4t b4

5 4

A N

Figura 5.12: Solucién aproximada en el ultimo paso n = 500

En el Cuadro 5.5 se puede ver el error global cometido en la resolucién de la
Ecuacién 5.58 sobre los dominios Fig. 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8 mediante DFG para At =
0,001

Por 1ltimo en la Figura 5.14 se muestra la solucion grafica en el iltimo paso para un
paso temporal At = 0,005 el nimero de pasos n = 1000 y sobre el dominio Figura
5.4.

5.5.3. Vibraciones transversales en una viga biempotrada

Se resuelve la siguiente ecuacion diferencial de la viga vibrando libremente:

(92U(x,t)+ 10U
0x? 4,73* Oxt

=0 2e(0,1) t>0 (5.63)

Con las condiciones de contorno siguientes:

U(0,t) =0
fros - .
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Figura 5.13: Solucién aproximada en el tltimo paso n = 1000

At Error Global
0,005 0,01025
0,002 0,00987
0,001 0,00625

0,0005 0,00126

Cuadro 5.4: Influencia del paso temporal en el error global

02U (x,t)
2
0%U (x,t)

0x2

Con las condiciones iniciales siguientes:

{U(w,O)zo
|-

% g = Cos 4,73x — cosh 4, 73x — 0,982501 (sin4, 73x — sinh 4, 73x)

La solucién exacta de la Ecuacién 5.63 es:

(5.65)

(5.66)

U(x,t) = [cos4, 73z — cosh 4, 73x — 0,982501 (sin 4, 73z — sinh 4, 73z)|sint (5.67)

En el Cuadro 5.6 de puede ver el error global cometido en la resolucién de la
Ecuacion 5.63 sobre el dominio Figura 5.4 mediante DFG para diferentes pasos

temporales:

En el Cuadro 5.7 se puede ver el error global cometido en la resolucién de la
Ecuacion 5.63 sobre los dominios Fig. 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8 mediante DFG para At =

0, 001.

Por dltimo en la Figura 5.15 se muestra la solucién grafica en el tltimo paso para un
paso temporal At = 0,005 el nimero de pasos n = 1000 y sobre el dominio Figura

0.4.
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1IC Error Global
0,96 0,00744
0,78 0,00751
0,62 0,01960
0,46 0,04496

Cuadro 5.5: Influencia del indice de regularidad en el error global

Figura 5.14: Solucién aproximada en el ultimo paso n = 1000, At = 0,005

5.5.4. Vibraciones transversales en una viga biempotrada

Se resuelve la siguiente ecuacion diferencial de la viga vibrando libremente:

02U (z,t) N 1 0U
0x? 1,875% Ox*

=0 z€(0,1) t>0 (5.68)

Con las condiciones de contorno siguientes:

U(0,¢) =0
{Uu¢):o (5.69)

oU (x,t) o
oz -0 0

T PR (5.70)
03U (x,t) _
o3 =1 0

Con las condiciones iniciales siguientes:

oU (x,t)

U(z,0)=0
e |,y = €08 1,875x — cosh 1,875x — 0, 7340327 (sin 1, 875z — sinh 1, 875x)
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At Error Global
0,005 0,04649
0,002 0,01960
0,001 0,00798

0,0005 0,00216

Cuadro 5.6: Influencia del paso temporal en el error global

1IC Error Global
0,96 0,00419
0,78 0,00423
0,62 0,00763
0,46 0,00781

Cuadro 5.7: Influencia del indice de regularidad en el error global

(5.71)

La solucién exacta de la Ecuacion 5.68 es:

U(z,t) = [cos 1,875z — cosh 1,875z — 0, 7340327 (sin 1, 8752 — sinh 1, 875x)] sin ¢
(5.72)

Por tltimo en la Figura 5.16 se muestra la solucion grafica en el iltimo paso para un

paso temporal At = 0,001 el nimero de pasos n = 1000 y sobre el dominio Figura
5.4.

5.5.5. Vibraciones transversales en una viga empotrada -
apoyada

Se resuelve la siguiente ecuacion diferencial de la viga vibrando libremente:

0*U(z,1) N 1 o0'U
0x? 3,9274 Ozt

=0 z€(0,1) t>0 (5.73)

Con las condiciones de contorno siguientes:

U0,t)=0
( 7 ) (5.74)
U(1,1) =
82U:€x7t)T:O —0 (5.75)
e
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-

Figura 5.15: Soluciéon aproximada en el dltimo paso n = 1000, At = 0,005

Con las condiciones iniciales siguientes:

U(z,0) =0
{ oU(wt) 0= 3,240366 [cos 7, 0692 — cosh 7, 0692 — 1,000002 (sin 7,069z — sinh 7, 069z)]

oz t=
(5.76)

La soluciéon exacta de la Ecuacién 5.73 es:

U(z,t) = [cos 7,069z — cosh 7,069z — 1,000002 (sin 7, 0692 — sinh 7,069z)] sin 3, 240366t
(5.77)

Por ltimo en la Figura 5.17 se muestra la solucion grafica en el iltimo paso para un
paso temporal At = 0,001 el nimero de pasos n = 1000 y sobre el dominio Figura
5.4.
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Figura 5.16: Solucién aproximada en el ultimo paso n = 1000, At = 0,001

Figura 5.17: Solucién aproximada en el ultimo paso n = 1000, At = 0,001
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6 Esquema en Diferencias Finitas
Generalizadas para placas delgadas

A continuacion se va a aplicar el Método de Diferencias finitas Generalizadas para
la resolucién de problemas elasto-dinamicos en placas delgadas.

6.1. Ecuacion diferencial de la placa delgada segun
la teoria de Kirchhoff

Una placa se define como un elemento estructural en el que una de las dimensiones,
el espesor, es mucho menor que las otras dos, y sobre la que actiian cargas normales
al plano medio y momentos de eje comprendido en dicho plano.

Las placas de Kirchhoff son vélidas para relacion de espesores/ancho menores o
iguales a 0,1.

Hipdtesis basicas:

= Las normales al plano medio de la placa se mantienen rectas tras la deforma-
cion, y los puntos del plano medio inicamente tienen movimiento vertical.

= Dichas normales se mantienen ortogonales a la deformada del plano medio de
la placa.

= La tension normal al plano medio de la placa puede considerarse despreciable,
esto es, 0, = 0,0.

Del equilibrio dinamico de un elemento diferencial de una placa delgada de espesor
t, ver Figura 6.1, se obtiene:

Equilibrio de momentos respecto al eje y:

oM, n OM,,
ox oy

— Q=0 (6.1)

Equilibrio de momentos respecto al eje x:

OM,, N oM,
ox dy

—Qy=0 (6.2)
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Mx + OMX g MXY+MC|X Myx +

&x Ox

Figura 6.1: Equilibrio de un elemento diferencial de placa delgada

Equilibrio de fuerzas verticales respecto al eje z:

Qs | 0Qy _
gz "oy T/ta=0 (63)

Fuerzas de inercia:

o*U
fr= Mmooy (6.4)

Substituyendo la Ecuaciéon 6.1, Ecuacién 6.2 y la Ecuacion 6.4 dentro de la Ecuacion 6.3
se obtiene:

0*M, 02 M. 02 M, 0*U
€T 2 Ty Yy — )
52 + 20y + Iy +mé,t2 +q=0 (6.5)

Por otro lado teniendo en cuenta las relaciones existentes entre momentos flectores
y desplazamientos verticales se tiene que:

B (U QU

Me="a = (8332 v 8y2> (6.6)
ES ([ PU QU

My="ma-n (” 22+ ay2> (6.7
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6.1 Ecuacién diferencial de la placa delgada segin la teoria de Kirchhoff

Et3 0?U
Moy =50 =01 =) Gaay

(6.8)

Finalmente introduciendo la Ecuacion 6.6, Ecuacion 6.7 y Ecuacion 6.8 dentro de
la Ecuacion 6.5 se obtiene la ecuacién diferencial dinamica de la placa delgada de
Kirchhoff, de lados a y b y espesor t.

oU U U 0*U q(z,y,t)
ox* + 28x28y2 + oy* tm oz~ D (6.9)

En donde ¢(x,y,t) es una carga superficial perpendicular al plano de la placa, y:

Et3
D— 1
12 (1 — v2) (6.10)

A esta ecuacion diferencial se le anadiran igualmente unas condiciones iniciales,
desplazamiento y velocidad, esto es:

(6.11)

oU (zx,y,
%L:O:h(x,y) 0<y<b

{U(a:,y,m =g(z,y) O<z<a
Y unas condiciones de contorno, las cuales dependeran del tipo de sustentacién de
la placa, esto es, para una placa simplemente apoyada se impondra la condicién de
desplazamientos y momentos nulos en los bordes de la placa, lo cual se expresa de
la siguiente forma:

U0,y,t) = U(z,0,t) = Ula,y,t) = U(z,b,t) = 0

M, (x,0,t) = 25 +ug =0

My(0,y,t) = v2Y +g—x:0:0 t>0 (6.12)
Mx(x,b,t):gxg—i- 82y:b:O 0<zx<a 0<y<b
My(a,y,t) =v3E+ 55| =0

Para el caso de viga empotrada se establecera desplazamiento y giro nulo en los
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bordes de la placa, esto es:

U(0,y,t) =U(x,0,t) = U(a,y,t) =U(x,b,t) =0
_ OU(zy,t) —
02(x,0,1) = =5 e 0
0,(0,y,) = H5ed| =0 t>0 (6.13)
— 9U(zyt) —
0. (2, b,1) = =5, y:b—O O<z<a 0<y<b
0,(a,y,1) = 2520| =0

6.2. Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas

De la Ecuacién 6.9 se desprende que se necesitara la discretizacion espacial en 2
dimension hasta 42 orden, asi pues en la Ecuacion 4.97 se particularizara para k =
10,12,14 | esto es:

84U0 1 i=14 j=N =14
D,(10) = M 1 5 M 1 di;
(10) et~ 1(10.10) UOZ 010+Zu3<; 02)j>

b 8U0 1 1= 14M j=N 7 14M d
w(12) = 220 — I(12.12) uOZ 122014-]21%(; 12,4) )

D 84u0 1 i= 14M =N 7 14M J
14) = = 14 14
w(14) Gyt~ 4 10) UOZ zcz—l—Zuj (Z 1) ﬂ>

=1

(6.14)
Estas expresiones se pueden simplificar de la siguiente forma:
84UO Jj=N . Jj=N .
ot o0 + D upy = —ugvo+ Y Ui
j=1 j=1
= —’LL0190 + Ujﬁj = — Ug'lgg + U,ﬂ’lgj (615)
Ox20y> = = j
a4u0 Jj=N . Jj=N .
gt —Uppo + Z Ujpj = — UyPo + Z U;pj
Y j=1 j=1
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6.2 Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas

Siendo:
j=14 j=14
Yo = > M(10,7)c; v = > M(10,1)d;;
Jj=1 J=1
j=14 j=14
j=1 j=1
j=14 j=14

=1

Y cumpliéndose:

Jj=N

Yo = Z Vi
j=1
j=N

o= 1, (6.17)
j=1

j=N
Yo = Z 2
j=1

Substituyendo la Ecuaciéon 4.94 y la Ecuacion 5.17 en la Ecuacion 6.9 se llega a:

j=N Jj=N Jj=N
—ugyo + > uly — 2ugdo + > ufv; —ugpe + Y uipi+
=t =1 =1 (6.18)
+mug—1 —2ul +uf ™! _ (0, Yo, )
(At)? D
En la cual operando se puede expresar como sigue:
At)? =N ¢
ugrt = 8 (um -y, - d el )) + 2uf — ! (6.19)
m = D
En donde:
Yo =0 + 200 +
0="0 0T %o (6.20)
T = +20; + ¢,
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Las condiciones iniciales, teniendo en cuenta la Ecuacion 6.11 se expresarian de la
siguiente forma:

u8 = g(xo,yo) (6‘21)

Por otro lado se impone la condicion inicial de velocidad, con su expresion en dife-
rencias finitas clasicas, segin la Ecuacion 6.11 esto es:

1 -1
uO - UO

A h(zo,90) — ug ' = up — 2h (20, yo) Nt (6.22)

Ahora se imponen las condiciones de contorno, asi pues para el caso de placa delgada
simplemente apoyada, segtin la Ecuacién 6.12 se tiene que en los nodos del contorno
de la placa se cumple que:

ul =0 (6.23)

Para la segunda condiciéon de contorno se hara uso de diferencias finitas clasicas,
para ello se anadirdn una serie de nodos uy., que se llamaran nodos ficticios , que se
encontrara a la misma distancia del nodo del contorno que el nodo de la placa mas
cercano a este , ver Figura 6.2.

Figura 6.2: Nodos ficticios en el contorno de la placa

De tal forma que aplicando la condicién de momento nulo en el contorno se obtiene:

u — 2u + u” u — 2ul +u u + u'
q 0 q r 0 r q q n n
i +u x =0— E = Uy = g (6.24)

M, =

Del mismo modo si se tratase de placa empotrada la condiciéon de contorno se tra-
duciria en lo siguiente:
n__ ,mn
Uy — Ugs
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De igual forma se procederia para el resto de momento y giros asi como nodos y
contornos de la placa.

6.3. Convergencia, consistencia y estabilidad del
método

De igual manera se va a calcular la convergencia del método, se vera si el problema
es consistente para luego establecer la estabilidad.

6.3.1. Consistencia

Se van a calcular los errores cometidos tanto en el truncamiento espacial como en el
temporal.

Para la parte temporal el error cometido esta ya calculado en la Ecuacién 5.27.

Por otro lado se analiza el error de truncamiento cometido en la parte espacial de
la ecuacion, para ello haremos un planteamiento similar, si al desarrollo completo
de la serie de Taylor le resta el truncamiento realizado en la Ecuacién 4.89 se puede
llegar a la siguiente expresion:

TE, =Dy - D, = A" (b-b) (6.26)

En donde Dy es la solucion exacta de las derivadas parciales y b es el vector de
términos independientes del sistema con el desarrollo completo de la serie de Taylor,
esto es:

m
=

h? 85U() h?ki (95U0 hzgk? 85U() 2
(Uz —Uo = 519" — "5 awiay — s away ) W
i=1
Ziv U — U — MU _ hiki 95Uy _ Wik} 95Uy _ 2.
i 0~ 3 o0 51 9rtdy 51 0a30y? W™ H;
i=1
= h® g5 hik; 95 R3k2 g5 h?
S(U-Up—g8% —Mnote M5 Ol ... )y
g U TR 51 9z1dy 51 9z30y? 2
A i=1
b prm— Z:N h5 5 h4k 5 h3k2 5 (6.27)
U._U_lan_ilan_iian . thk_
i 0™ Bl 925 51 9z%dy 51 9z30y? il
=1
=N 5 4 31.2 4
U. — U, — h oty _ hiki 90Uy PPRE] 0°U, w2’ii
v 5! Oxd 5! 0z40y 5! Ox30y? 24

=1

.
Il
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Teniendo en cuenta la Ecuacion 4.94 y operando se tiene que:

-
=

_ M oouy _ hiki 95Uq iR 95U\ 2,
5! 9xd 5! Ox*0y 5! 0x30y? ¢
=1
=N 5 4 31.2
Z _ M odUy _ Mki 95Uy RRD 90U, w2k,
5! 9z° 5! 0xtdy 5! 9x30y2 4
=1
=N 5 4 31.2 2
3 _h ooy, _ hiki 92Uy Rk oPug ) 2k
5! 9xb 5! 9z%0y 5! Ox30y? 2
A =1
b-b=| &, . ) » (6.28)
_ M PUy _ hiki 95Uy Pk 95U 402k ks
5! Ox® 5! 0xtdy 5! 9x30y2 v
=1
=N 5 4 31.2 4
3 _h ooy, _ hiki 00Uy RiRD Uy ) 2k
5! Ozd 5! 0xt0y 5! 0x30y? 24

i=1

Como en la ecuacion resuelta sélo interviene la derivada de 4° orden respecto de x,
respecto de y respecto de x e y dos veces, esto corresponde con las posiciones 102,
12% y 14, asi pues:

TE, (10,12, 14) = Dy(10) — Dy(10) + Dy(12) — Dyu(12) + Dy(14) — Dy(14) =
= Aj;(b—b)+ A (b—b)+ ALl (b—b)
j=1,2,--,14

(6.29)

Teniendo en cuenta la matriz Ecuacién 6.40 se puede observar que el grado de su
determinante es hklw? en donde p = h = 40, ¢ = 28 , y por ejemplo el grado del

elemento (Ad);ro L8 igual a hlkMw' en donde r = 38, n = 37, ¢ = 26, luego el grado

de AI&J. es igual a h; 2k; 3w™? que multiplicando por el primer elemento del vector

b — b queda un polinomio en h;k; de grado mayor o igual a 1, siguiendo el mismo
razonamiento con todos los ele-mentos de la Ecuacion 6.29 se llega a la conclusion
de que dicha ecuacién esta formada por polinomios en h;k; de al menos grado 1.

Finalmente sumando la Ecuacion 5.27 y la Ecuacion 6.29 se obtiene la siguiente
expresion:

2 54
TTE - TE, + TE, — (210Ut

o o 7O (20| +TT[h, k] (6.30)
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En donde el grado de II [h] es igual o mayor que 1, haciendo el limite cuando h e At
tienden a cero se llega a:

im  TTE=0 (6.31)
(h,k,At)—(0,0,0)

Con lo que queda demostrada la consistencia de la aproximacién en diferencias finitas
generalizadas.

6.3.2. Estabilidad

El siguiente paso para asegurar la convergencia es demostrar la estabilidad, estable-
ciendo un criterio en términos de paso temporal para asegurar dicha estabilidad.

Aplicando de nuevo el criterio de Von Neumann para determinar la estabilidad del
método se realiza una descomposicion armoénica de la solucion aproximada de la
forma:

uy = " exp ik’ Xg ull = " exp ik x; (6.32)

En donde k representa el vector ntimero de onda, que es el nimero de veces que la
onda vibra en la unidad de distancia, se define como la inversa de la longitud de
onda en cada una de las direcciones.

k = ( ’Zz ) (6.33)

_ X0 L T _ 33'0+hj h: — hj 4
o <?JO> E (i%’> (3/0“%‘) ! (’fj (6:54)

Por otro lado, como ya se ha comentado, € se conoce como coeficiente de amplifica-
cién, si || > 1 la solucién crecerd con el tiempo y el método es inestable. En caso
contrario, la solucién disminuye con el tiempo y el sistema es estable. Si se substituye
la Ecuacién 6.32 dentro de la Ecuacion 6.19 se obtiene la siguiente expresion:

gntl kT (At 0° en kTxoY j; N em kT T | +
expik’xg = expikxo Y — expik'x:Y;
P 0 m P 00 = P . (6.35)

+2e" expikTxg — " P exp ik Txg
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Dividiendo ambos miembros de la ecuacié por " expikTxq se llega a la siguiente
expresion:

j=N
(An? (T — ) texpik h;Y; ) +2—¢g"t (6.36)

7j=1

En donde operando y teniendo en cuenta que expikTh; = cosk™h; + isink™h; se
obtiene:

, [ (Ar? N Ty LT
e To— > (cosk™hy+isink™hy)Y; | +2[e+1=0  (6.37)

Resolviendo la ecuacion de 2° grado se llega a:

e=—-b+VvVb:—-1

En donde:

(G

b= 2m

j=N
(TO — > (cosk™hy —l—z’sinkThj>Tj) +1 (6.38)

j=1
Por otro lado y b se puede expresar de la siguiente forma:
(A1) S =N
b=1+ (1 —cosk™hy) T; —i > sink™hyY; (6.39)

2m 5 =1

La condiciéon de estabilidad obliga a:

—bE V-1 <1 (6.40)

Operando entre la Ecuacion 6.40 y la Ecuacion 6.39 y simplificando aplicando cri-
terios conservadores se llega al criterio de estabilidad:

At< YT (6.41)
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6.4 irregularidad de la estrella y estabilidad

6.4. irregularidad de la estrella y estabilidad

En este apartado se va a definir un indice de regularidad para cada una de las
estrellas del dominio /7S y un indice de regularidad para la nube de nodos I1C" .

En primer lugar hay que tener en cuenta que el coeficiente Y, que aparece en el
criterio de estabilidad Ecuaciéon 6.41, depende de los siguientes factores:

= El nimero de nodos de la estrella.
= Las coordenadas de cada nodo respecto del nodo central de la estrella.
= La funcién de ponderacién elegida.

La Ecuacion 6.41 resulta ser solo funcion de las coordenadas de los nodos respecto
del nodo central de la estrella.

Sea 7; la media de las distancias de los nodos de la estrella [ al nodo central y sea 7
la media de todas las 7; de la malla, una vez discretizado el dominio se define:

Ty = oy (6.42)
Asi pues la Ecuacion 6.41 se puede reescribir de la siguiente manera:
2
At < TV (6.43)

4 ]TO\

Para el caso de malla regular con 24 nodos por estrella el criterio Ecuacion 6.43
queda de la siguiente forma:

At < Ir/m . (6.44)
VI3 [(1+v2) + 25|

Multiplicando el lado derecho de la Ecuacién 6.44 por el factor:

VIB[(1+v2) + 2\/5}2
36 ]To\

(6.45)
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Se obtiene de nuevo la Ecuacién 6.41 , asi pues se define para cada una de las estrellas
del dominio el indice de regularidad segun:

118 = VI3 |14 v2) +2v5) (6.46)

36 \To\

El cual toma valores entre 0 y 1, tomando el valor de 1 para el caso de la estrella
regular, si este indice decrece entonces el valor absoluto de Y crece, y de acuerdo
con la Ecuacion 6.41 el paso temporal maximo que asegura la estabilidad del método
decrece.

El indice de irregularidad de la nube de nodos 71C' es igual al minimo valor de todos
los I1S de cada una de las estrellas.

6.5. Aplicaciones

A continuacién se presentan algunas aplicaciones a la resolucion de placas delgadas
sometidas a vibraciones.

Se va a discretizar una placa en un ntimero finito de nodos, de cinco formas distintas,
en un primer lugar con una malla regular, y en segundo, tercero, cuarto y quinto
con mallas irregulares con indices de regularidad decrecientes, ver Figuras 6.3, 6.4,
6.5, 6.6 y 6.7.

[? D.|. 0.2 * 03 .0.4 (?5 O.E. o7 g 0.8 .0.9 1

Figura 6.3: Malla regular 36 nodos /1C' =1

Como funciéon de ponderacion se va a utilizar la siguiente:

whi k) = —— (6.47)

(h2 +12)"

92



6.5 Aplicaciones

El error global cometido se puede calcular con la expresion:

Error = \/ =1

6.5.1.

La ecuacién a resolver es la siguiente:

1

i ] L]
09
L]
08
[ ] L]
o7
] L]
06
059 [
04
]
03
® L]
02
L]
0.1
L
0 a1

0z

0.4 ne o7

0.8

[4:]

Figura 6.4: Malla irregular 36 nodos I1C' = 0,92

L ]
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06

®
o1

0.z

[ 2

03

e
0.4

L ] L ]
] ]
L] ]
Y L]
L ]
° [
Y L]
L] L]
t?s o.a. 07

0.8

L]
09

*

Figura 6.5: Malla irregular 36 nodos 11C

=N

[sol(i) — exac(z')]2

N

=0,83

Vibraciones libres en una placa delgada apoyada

o'U(z,y,1)

284(](9&, Yy, t)

O*U(z,y,1)

0?U (z,y,t)

4t

oxt

0x20y?

oy*

ot?

=0

(6.48)
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Figura 6.6: Malla irregular 36 nodos I1C' = 0,76
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Figura 6.7: Malla irregular 36 nodos I1C' = 0,58

Con las siguientes condiciones de contorno:

U(l’, yv t)|1“ - O
207 (2 2U(z
z,y € 10,1] . %(yé%t) e=0 ’ Igyéy . e=1 0 (6.49)
02U (x,y,t) o 02U (z,y,t)
Ox2 y=0 - Ox? y=1
Y las condiciones iniciales:
U(z,y,0) =0
6.50
{ W‘ho = sin mx sin my (050
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La solucién exacta de la ecuacién en cuestion es:

U(z,y,t) =sinmrsinrysint (6.51)

En el Cuadro 6.1 se puede ver el error global cometido en la resolucién de la
Ecuacion 6.48 sobre el dominio de la Figura 6.3 mediante DFG para diferentes pasos
temporales.

At Error Global
0,01 0,08254
0,005 0,03513
0,002 0,01339
0,001 0,00212

Cuadro 6.1: Influencia del paso temporal en el error global

En el Cuadro 6.2 se puede ver el error global cometido en la resolucion de la
Ecuacion 6.48 sobre el dominio de la Figura 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7 mediante DFG para
diferentes pasos At = 0,001.

1IC Error Global
0,92 0,00224
0,83 0,00224
0,76 0,00231
0,58 0,00251

Cuadro 6.2: Influencia del indice de regularidad en el error global

El Cuadro 6.3 muestra la variacién del error global cometido frente al nimero de
pasos iterados con At = 0,001.

n Error Global
100 0,011220
200 0,018580
500 0,026900
1000 0,033630

Cuadro 6.3: Error global frente a nimero de iteraciones

Por ultimo en la Figura 6.8 se muestra la solucion grafica en el tltimo paso para un
paso temporal At = 0,001 el nimero de pasos n = 1000 y sobre el dominio Figura
6.3.
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Figura 6.8: Solucién aproximada en el tltimo paso At = 0,001; n = 1000

Si ahora se cambian las condiciones iniciales asumiendo, debido por ejemplo a un
impacto, una velocidad inicial en el punto x = 0,5 y = 0,5 de la placa, se tiene las
siguientes condiciones:

U(z,y,0) =0

6Uza 9t

Hladl) =1 x=y=0,5 (6.52)
oy | z,y #0,5

Ahora la solucion exacta de la ecuacién viene dada por la siguiente expresion:

1
U(z,y,t) =2 [sinmxsinmysint — g sin 37z sin 37y sin 9t+
(6.53)

1
+% sin b sin 7y sin 258 + - - -

Las Figuras 6.9, 6.10, 6.11 y 6.12 muestran la solucién aproximada de la Ecuacién 6.48,
con las condiciones Ecuacion 6.52, y sobre el dominio discretizado con malla regular
Figura 6.1 para el ultimo paso, con un ntiimero de pasos igual a n = 100, n = 200,
n = 600 y n = 1200 respectivamente.
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Figura 6.9: Solucién aproximada en el tltimo paso n = 100

6.5.2. Vibraciones forzadas en una placa delgada apoyada

La ecuacién a resolver es la siguiente:

1 [0'U(x,y,t)  0'Ulx,y,t)  0'Ulx,yt)], 0°U(z,y,t) o .
o o +2 PRI + o o = 15sintsin 27x sin 27y
(6.54)
Con las siguientes condiciones de contorno:
U;(a:,y,t)|r=0 )
97U (z,y,t) _ 02U (z,y.t) _
ryelo1] {Tgmeb| =0 ZEsd|  —g (6.55)
azU(mﬁ'/at) 82U(w,y,t) ‘ — 0
Ox2 y=0 - Ox? y=1 -
Y las condiciones iniciales:
% \_y = SInTz sin Ty + sin 27z sin 27y ’
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Figura 6.10: Solucién aproximada en el dltimo paso n = 200

La solucién exacta de la ecuacién en cuestion es:

U(z,y,t) = (sin e sin my + sin 27z sin 27y) sin ¢ (6.57)

En el Cuadro 6.4 se puede ver el error global cometido en la resolucion de la
Ecuacion 6.54 sobre el dominio de la Figura 6.3 mediante DFG para diferentes pasos
temporales.

At Error Global
0,01 0,53070
0,005 0,14640
0,002 0,07837
0,001 0,01444

Cuadro 6.4: Influencia del paso temporal en el error global

En el Cuadro 6.5 se puede ver el error global cometido en la resolucion de la
Ecuacion 6.54 sobre el dominio de la Figura 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7 mediante DFG para
diferentes pasos At = 0,001.

Por dltimo en la Figura 6.13 se muestra la solucién grafica en el dltimo paso para un
paso temporal At = 0,001 el nimero de pasos n = 1000 y sobre el dominio Figura
6.3.
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Figura 6.11: Solucién aproximada en el ultimo paso n = 600

1IC Error Global
0,92 0,01412
0,83 0,01437
0,76 0,01442
0,58 0,01447

Cuadro 6.5: Influencia del indice de regularidad en el error global

6.5.3. Vibraciones libres en una placa delgada empotrada

La ecuacién a resolver es la siguiente:

L [0'U(z,y,t)  0'U(z,y,t)  0'Ulz,y,t)]  0°U(x,y,t)
2 =0 6.58
| ot T aae T oy | T oe (6.58)
Con las siguientes condiciones de contorno:
U(z,y,t)|p =0
U (x,y,t o U (z,y,t _
zyelo1] %R =0 gl =0 (6.59)
U (z,y,t) _ U (z,y,t)
oz y=0 - ox y=1 -
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Capitulo 6 Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas para placas delgadas

Figura 6.12: Solucién aproximada en el tltimo paso n = 1200

Y las condiciones iniciales:

U(z,y,0) =0
%]M —  [cos4, 73z — cosh 4, 73z — 0,982501 (sin 4, 73z — sinh 4, 73z)] x
X [cos 4, T3y — cosh 4, 73y — 0,982501 (sin4, 73y — sinh 4, 73y)]

(6.60)

La soluciéon exacta de la ecuacidén en cuestion es:

U(z,y,t) = [cos4,73x — cosh 4, 73x — 0,982501 (sin4, 73z — sinh 4, 73z)] x (6.61)
X [cos4, 73y — cosh 4, T3y — 0,982501 (sin 4, 73y — sinh 4, 73y)] sin ‘

En el Cuadro 6.6 se puede ver el error global cometido en la resolucién de la
Ecuacion 6.58 sobre el dominio de la Figura 6.3 mediante DFG para diferentes pasos
temporales.

En el Cuadro 6.7 se puede ver el error global cometido en la resolucién de la
Ecuacién 6.58 sobre el dominio de la Figura 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7 mediante DFG para
diferentes pasos At = 0,001.
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6.5 Aplicaciones

Figura 6.13: Soluciéon aproximada en el altimo paso At = 0,001; n = 1000

At Error Global
0,005 0,36490
0,002 0,03519
0,001 0,00492

0,0005 0,00064

Cuadro 6.6: Influencia del paso temporal en el error global

Por ultimo en la Figura 6.14 se muestra la solucién grafica en el altimo paso para un
paso temporal At = 0,001 el nimero de pasos n = 500 y sobre el dominio Figura

6.3.
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Capitulo 6 Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas para placas delgadas

1IC Error Global
0,92 0,00492
0,83 0,00494
0,76 0,00496
0,58 0,00504

Cuadro 6.7: Influencia del indice de regularidad en el error global

Figura 6.14: Soluciéon aproximada en el taltimo paso At = 0,001; n = 500
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{ Esquema en DFG para la ecuacion
de ondas

En este apartado se va a estudiar la resolucion de la ecuacion de ondas en dos
dimensiones haciendo uso de diferencias finitas generalizadas, e igualmente se va a
analizar la convergencia del método.

7.1. La ecuacion de ondas

En primer lugar se considera la ecuacion de equilibrio dindmico, esto es:

pUj = oyi+ [ =292 (7.1)

En donde f representa una fuerza por unidad de volumen, que podria ser el peso
propio del material. Por otro lado teniendo en cuenta las ecuaciones de Lamé en
forma compacta se tiene:

(7.2)

Uij = )\ekk&j + 2G€ij
\ = Ev _ 2Gv
T (+v)(1-2v) T 1-2v

La expresion que relacionan las deformaciones unitarias con los desplazamientos es
la siguiente:

1
éij = 5 (UZ’J‘ + Uyl) (73)

Y substituyendo la Ecuacién 7.1 dentro de las ecuaciones de Lamé Ecuacion 7.2 se
llega a la siguiente expresion, que relaciona los desplazamientos con las tensiones:

Oij = )\Uhk(sz‘j + G (Um‘ + Ujﬂ‘) (74)
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

Por ltimo substituimos la Ecuacion 7.4 dentro de la ecuacion de equilibrio Ecuacién 7.1,
y se obtiene la ecuacién de equilibrio en desplazamientos:

pUj = [)\Uk,kél] + G (UiJ + Uj:i)],i + fj =

(7.5)
AU kj6ij + G (Ui ji + Ujas) + f

Aqui el tnico subindice descriptivo es la j siendo la 7 y k subindices mudos, luego
reemplazando la ¢ por la k y operando se obtiene la ecuacién de Navier:

pUj = (A + G) Uy + GUji + f, (7.6)
O bien:

pU; = (A +G)e; +GV2U; + f, (7.7)
En donde:

o=y, = e Oy OU

z ) 2 )
o dy + P (A+G)e; +GVU; + f, (7.8)

La Ecuacién 7.6 de Navier en virtud de V?U = V (VU) — V AV A U se puede

expresar como sigue:

.o

pU = (A +2G)V(VU) — GV AV AU + pf (7.9)
7.1.1. Caso 1 dimensién

En el caso de una sola dimensién existiran soélo desplazamientos en una direccion,
esto es:

U, =Us(a,t) U,=U,=0 (7.10)

En cuanto a deformaciones teniendo en cuenta la Ecuacién 7.3 se tendra:

€rz = Up €y = €20 = €y = € = €5, =0 (7.11)
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7.1 La ecuacion de ondas

Y en cuanto a tensiones teniendo en cuenta la Ecuacién 7.4 se tendra:

Opz = (A4 2G) €20 = A+ 2G) Uy,
Oyy = 02z = Negy = AU, (7.12)

Opy = Oy = 0z, = 0

Por 1ltimo substituyendo en la ecuacién de Navier, para j = 1 y teniendo en cuenta
Ecuaciéon 7.10 se obtiene la ecuacién de la onda para 1 dimension, esto es:

U, 0?U,

_ 7.13
P = (AT26) S+ (7.13)

Si se hace f, =0 y llamando o = / % que coincide con la velocidad de las ondas
P, se llega a la ecuacion:

U, 0%,
=«

7.14
ot? Ox? ( )

7.1.2. Caso 2 dimensiones

Este caso las variables son independientes de z por lo tanto la ecuaciéon Ecuacion 7.1
de equilibrio quedaria como sigue:

Oz, + Oyzx,y + fa: = pUCE
Oaya + Oyyy + [y = pU,y (7.15)
Oxzax + Oyzy + fz = pUz

Este sistema de ecuaciones en derivadas parciales se puede separar en dos sistemas
desacoplados, uno formado por las dos primeras ecuaciones, movimiento en el plano
(in-plane motion P, SV) y el otro formado por la tltima ecuacién, movimiento en el
antiplano (antiplane motion, SH), esto es:

= Movimiento en el plano

En primer lugar se determinan los desplazamientos:
U, =U, = (z,y,t) U, =U, = (z,y,t) U.=0 (7.16)

105



Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

En cuanto a las deformaciones se tiene que:

oo = Upo €y =Uyy €2 =0 €y =

€yz = €xz — 0

Por tltimo se determinan las tensiones, esto es:

AUz +Uyy) +2GU, ,
)‘ (Ux,x + Uy,y) + 2GUy7y
G Upy+Uyyz)

0$$
Oyy
Oy
Y aplicando la ecuacién de Navier se llega a:

pUj = ()\ + G) Ug.ij + GUj,kk + fj
Ik =y

Desarrollando la Ecuacion 7.19 se obtiene:

02U, __ . 209%U, 202U, 2 2\ 92U,
{at2 =G+ 0 92 + (a _6)8958;

02U, 02U, 02U, 2
o = 07t + ot + (o — 57)

Ox2 Oxdy

N |

Uy + Uyz)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

En donde « representa la velocidad de las ondas P, ya visto, y [ la velocidad de las

ondas S, esto es:

o A2 B:\F o AEC
p p p

a'y (8 son las velocidades de compresion y de corte respectivamente, ondas P y ondas

S, cumpliéndose que:

a>f
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7.2 Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas

7.2. Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas

En este capitulo se van a resolver la Ecuacion 7.20 haciendo uso del método de
diferencias finitas generalizadas

Observando dicha ecuacion se desprende que del vector Dy, Ecuacién 8.6, haran
falta los elementos 3, 4 y 5, para su resolucién, esto es:

i=1 i=1

Du(?)) = gzé = l(?)l’ 3) [UO SM(& i>ci +2§::1 U (S:M(?’a Z>dﬂ>]

Ou? 1

D,(4) = roy ~ 1(01) [uo ZM(ZL, i)e; + 22:1 u; (22: M (4, z)dﬂ>] (7.22)

i=1

o 1

i=1

Esto se puede escribir de la siguiente forma:

9%u 0 Jj=N 9%u 0 Jj=N
L n n A n n
W = —Uxomo + Z ijm] 81‘2 = —uyom() + Z ijmj
Jj=1 Jj=1
a2uw0 Jj=N aQuyO Jj=N
J= J=
Py N 0 =N
_ y0 n n
g7 = et Zl ;S gz ot Zl Ui
J= J=

Por otro lado, teniendo en cuenta la discretizacién temporal:

2 n—1 n n+1
O%Uzo Uy — 2ujy + UTyg

ot (At)?

2 n—1 n n+1 (724)
0*uyo _ Uy — 2y + Uy

ot (At)?

Substituyendo la Ecuacién 7.23 y la Ecuacién 7.61 dentro de la Ecuacion 7.20 se
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

llega a la siguiente expresion:

n—1 n+1 j=N

Ugp  — 2u1’0 + Ugg 2 2

=’ | —ujymo + Y ul smy | + B
(At) j=1

+ (a2 _ 52> (—uyoﬁo + Z Uy 1j

7j=1

B n+1 =N
(QAut) T g (_“yomo £3 m]) o ( ot Z ung) '
+ (042 — 62) (_“xono + Z umm)

(7.25)

Despejando se obtiene la forma explicita en el tiempo, esto es:

i=N i
ut = 2uy —ulyt + (At) [ (—uZomO + Z “ijj> + 5 (—ugogo + Z ugjg)

=1 =1
j=N
+ (042 — 52> (—UZOUO + Z UZjnj)]
=1
j=N j=N
updt = 2uly — w4 (At)? [ﬂz (—ugomo + > Uijj) +a? (—UZOCO + > ugjg)
=1 =1
j=N
+(o* = ) (—Uﬁoﬁo +2 Uﬁjﬂj)]
=1
(7.26)

7.3. Convergencia, consistencia y estabilidad del
método

De igual manera se va a calcular la convergencia del método, se vera si el problema
es consistente para luego establecer la estabilidad.

7.3.1. Consistencia

Como ya se ha comprobado en capitulos anteriores el método es consistente al tender
tanto el error espacial como el temporal a cero cuando ambos incrementos tienden
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7.3 Convergencia, consistencia y estabilidad del método

también a cero.

im  TTE=0 (7.27)
(h,k,At)—(0,0,0)

7.3.2. Estabilidad

En este apartado se va a establecer un criterio general de estabilidad para la ecuacion
de ondas resuelta por el MDFG para ello, como en veces anteriores, se utilizard el
criterio de Von Neumann realizandose una descomposicién armonica de la solucion
aproximada:

uy = A" exp ik xg uy; = Ae" exp ik Tx; (7.28)
Uy = Be™ exp ikTxq uy; = Be™exp z'kaj .
En donde:

_ To o T _ I(]‘i‘hj h.
o (%) XJ (yj> (yo+’fj> : (

£ = expiwAt

SONG
N——

Substituyendo la Ecuacion 7.28 en la solucién aproximada en diferencias finitas
Ecuacion 7.26 obtenida anteriormente se obtiene:

A" expikTxg = 24c™ exp ik Txg — Ac™ exp ik Txo+

J=N
+ (At)? {oﬁ (—A&t" exp ik xomo + > A" exp z'kajmj) +

=1

5 T J=N T (7.29)
+6% | —Ae" exp ik xo50 + > A" exp ik x5q;

=1

J=1

j=N
+ (a2 — 62) (—Ba” expikTxono + ) Be" eXpikTij)]
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

n—1

Be expikTxg = 2Be" exp ik Txg — Be" ! exp ik T xo+

+ (At

J=1

j=N
(2 (—Bs" exp ik Txomg + Z Be" exp ikajmj> +

) T =N T (7.30)
+a | —Beexpik xo5 + Z Be exp ik x5g;

j=1

j=N
+(a? - %) (—Aa” exp ik Txono + Y Ae” exp ikTij)]

j=1

Dividiendo la Ecuacién 7.29 v la Ecuacién 7.30 por " exp ikTxq se obtiene:

j=N
Ae = 24 — Ae™! + (At)? [on (—Amo + > Aexp ikThjmj) +
=1
j=N

J=N
+3? (—Ago + > Aexp ikThjgj) + (on — 62) (—Bno + > BexpikThjﬁj)]

j=1 j=1

(7.31)

j=N
Be = 2B — Be' + (At)® [BQ (—Bmo + Y Bexp ikThjmj) +

Jj=1

j=N =N
+a? (—Bco + Y Bexp z‘kThjcj) +(a? = %) (—Ano +>. AexpikThmj)]

=1 j=1

(7.32)
Teniendo en cuenta que:
j=N
mo = Z m;
j=1
j=N
o= Y1 (7.33)
j=1

j=N
So = Z Sj
j=1
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7.3 Convergencia, consistencia y estabilidad del método

Se obtiene:

i=
Ae = 2A — Ae™! + (At)? { ( Z Am; + Z Aexpik hjm])

Jj=1 Jj=1

i=N i=N i= i=N
+3? (— > Ag+ > Aexp ikThj§j> (a — 62) ( Z Bn;+ > Bexp ikThjnJ)]
j=1

J=1

Be = 2B — Be~! + (At)? [BQ (— Bm, Bexpz’kThjmj> +

+
j=N j=N j=N j=N
o? (— Bgj+ > Bexp z'kThjg]) (a — 62> ( Anj+ > Aexp ik Th; 77]>]

j=1 j=1 j=1 j=1

(7.35)

Despejando B de la Ecuacién 7.35 se obtiene:

I
2

J
A(A1? (02 = 2) S (1 expik™hy),
B = =
— j:N ]:N
ce—24 % + (At)Q o2 Z (1 — exp Z'kThj)Cj + (At)Q 32 (1 — eXp ikThj)”%‘

Jj=1 J=1

(7.36)

Substituyendo la Ecuaciéon 7.36 en la Ecuacion 7.34 y operando se obtiene:

I
2

1 J
[e—2+6+(At)2a2

™

Il
—

(1 — exp ikThj)mj - (At)2 52]512\7 (1 — exp ikThj)gj] X

J

J=N =N
[a —9 + + (407373 (1= expik™hy)m; + (A1) a® Y- (1 — exp ikThj)gj] =
j=1 =1
j=N ’
(=8> (1—ewp @'kThj)m]
j=1

(7.37)
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

Pero:

1
£+ — = exp —iwAt + exp iwAt = 2 coswAt (7.38)
£

Con lo que substituyendo la Ecuacién 7.38 dentro de la Ecuacién 7.37 y operando
se llega a la siguiente expresion:

A 2 Jj=N
(1 — coswAt)? — 2 (1 — coswAt) ( 4t) (oz2 + 52) > (mj+¢;)1 —expikThy
7j=1
A j=N j=N j=N
( 4t) a? Z m; (1 — exp ikThj> [BQ m; (1 — exp ikThj) +a? Z Sj (1 — exp z'kThj)
j=1 J=1 J=1

+62]§V§- (1—ex 'kTh~> 2j:N (1~ kTh. Qj:N (1 — kTh.)| —
y pi ) |8 Zm] (1 expik hj)—i-oz Zgj (1 exptk hJ>

J=1 J=1 J=1

s o2 'R 2, T 2
—(a —5) nj(l—expzk hj) =0
j=1
(7.39)
Por otro lado teniendo en cuenta que:
1 — expikTh; = 1 — coskTh; — isinkTh; (7.40)
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7.3 Convergencia, consistencia y estabilidad del método

Substituyendo la Ecuaciéon 7.40 dentro de la Ecuacion 7.39:

2
(1 — coswAt)? —2(1 — coswAt) (C (ozz + 52)

4
j=N
|:Z (mj + §j) (1 — COS kThj—i sin kThj> —+
j=1
(At)4 zj:N (1 T, win LT, zj:N (1 _ T, win LT,
+ 1 Q@ Z m; (1 cosk™hj—isink hJ> 16 z m; (1 cosk™h;—isink hJ)+
j=1 Jj=1
j=N Jj=N
+a? Z Sj (1 — cos kThj—i sin kThj> + 32 Z Sj (1 — cos kThj—i sin kThj) X
j=1 Jj=1
j=N J=N
x | 52 Z m; (1 — Cos kThj—z’ sin kThj) + o? Z Sj (1 — COS kThj—z’ sin kThj)] -
j=1 j=1
9 [I=N ?
— (a2 — 62> [Z n; (1 — coskTh;—isin kThJ-)] =0
j=1

(7.41)

La ecuacién anterior se puede dividir en dos partes, la parte real y la parte imagi-
naria, esto es:

m Parte real

2 (B0 (o, o [5Y :
(1 — coswAt)” —2(1 — coswAt) 1 (a + ) > (mj+gj) (1 —cosk hj) +
j=1
(At>4 j=N j=N j=N
e 0422 m; (1 — COS kThj> 622 m; (1 — oS kThj> + aQZ Sj (1 — oS kThj> +
j=1 j=1 J=1
j=N j= j=N
+ 2 pRS (1 — oS kThj) 32 > my (1 — oS kThj> + a? > (1 — oS kThj> —
j=1 j=1 j=1
9 [1=N ’
— (a2 — 62> Z n; (1 — cos kThj> =0
j=1

(7.42)
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Operando en la Ecuacién 7.42 se obtiene la siguiente expresion:

j=
Z mj + ;) (1 —COSkThj) +
J=

j N

”oﬂjf (1 cosk™hy) + ; 6 (1= cosk™hy )]

(At)?
1

(1 —coswAt)? —2(1 — coswt) (Oz +B)

—

j=N j=N
X [62 Z m; (1 — cos kThj) +a?
j=1 Jj=1
_ N -
— |a? m; (sin kTh; ) + 32 Sj (sin kThj) X

j:l ] 1

Sj (1 — CoS kThj)] —

X B2‘ m; (sinkThj) + 042] ]:gj (sin kThj)_ —

=1 i=

(02— [(“V 2y (1 - cos kThj))2 : (ZN 15 (sin kThj)) ” o

J=1

(7.43)

Llamando:

T
Z

j=N
m; (1 — coS kThJ-) as =Y ¢sink"hy
=

S Ry
I I
<. o
% I

)

J=N
m; sin kT h; as = Y_n; (1 — cos kThj) (7.44)
=1

<.
T
2 -

j=N
Sj (1 — cos kThj) ag = Z n; sin kThj

1 j=1

S
w
Il
<.
I

Y Substituyendo en la Ecuacion 7.43:

(A1)*
1

+ (2 (a1 + $%as) (B2a1 + aa3) — (0®az + f2as) (F2az + a?ay) — (749)

o ) (- a2)] =0

(1 — coswAt)? —2(1 — coswAt)

(052 -+ ﬂQ) (Gl + ag) +
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7.3 Convergencia, consistencia y estabilidad del método

Teniendo en cuenta que:
kThj = k (hjcosp — k;sing) = kd; (7.46)

Se trata de una ecuacion de 2° grado en 1 — coswAt , resolviendo se llega a la
siguiente expresion:

(1 — coswAt) = <A4t) [(aQ + 62) (a1 + a3) + \/[(042 + %) (a1 + a3)]2 +

+4 [— (a?a; + F?a3) (52611 + Oé2CL3) + (oﬂaz + ﬁ2a4) (62@ - 042@4) L (747)

+(a2 = 32)° (a2 — a?)]

Por otro lado:

0<1-—coswAt <2

Luego aplicando esta condicién en la Ecuacion 7.47 se obtiene:

0 B (0 +.52) (n + 05) + Vi@ + ) (ar + )P +

+4 {— (a2ar + B2as3) (52611 + 042@3) + (QZQQ + 52a4) (52612 + a2a4) + (7.48)

+(a? = B2)* (a2 — ad)] <2

Por lo tanto:

0< At < J 8 >
(a2 + 2) (a1 + as) \/[(042 + 8%) (a1 + a3)]” — 4[(a?ay + B%az) X

8
X (B%Ll - oz2a3) - <a2a2 - 52a4) (5%2 + a2a4) — (a? — 32)* (a2 — ag)} N
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Simplificando haciendo uso de criterios conservadores se va ha hacer minima la
expresion de la derecha, esto es:

8
0< At < -
(042 + 52> (a1 + as3) [(042 + 52) (a1 + az)} —4 [(Oézal + 52%) X
Mazx Mazx Min
8 : <9
X (BQal + a2a3) - (a2a2 + 52a4) (BQaQ + a2a4) — (a2 — 32)" (a2 — a%)}
Min
(7.50)
Por otro lado, teniendo en cuanta las siguientes relaciones:
j=N
0<a = Z m; (1 — coskThj) < 2my
j=1
j=N
—my < Ay — Z m; sin kThJ < mo
j=1
j=N
0<as= Sj (1 — CoS kThj) < 2¢
j=1
N (7.51)
—go<as= Y gsinkTh; < g
j=1

j=N
0<a;=3 n(1—cosk™hy) < 2
j=1
j=N
—no < ag= Y gjsinkThy <y
j=1

Ahora se analiza cada término para hacerlos maximos o minimos, esto es:

(042 + 52) (a1 +a3) <2 (a2 + ﬁz) (mo + <o)

El siguiente término debe ser minimo:

(a2a1 1 52a3) (52% + a2a3)+(a2a2 i 52a4) (52@ + a2a4)—(a2 _ 52)2 (ag
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7.3 Convergencia, consistencia y estabilidad del método

Pero segtn la Ecuacién 7.51 cumple:

mina; =0 —>coskThj =1—ay=0

minas =0 — coskThj =1—=a,=0

Por otro lado:

max as = 21y — coskThj =1—as=0

Por lo tanto:

(a2a1 + 62a3) (BQal + 042@3) + (a2a2 + 62a4) (ﬁzag + a2a4)

— (0= ) (- a) 2 (o = )

Y substituyendo en la Ecuacion 7.50 se llega al siguiente criterio de estabilidad

0<AL< 1
(a2 + )|

7.52
mol + lsol) + v/ (ol + so])? + 472 (7.52)

= Parte imaginaria

Operando de nuevo en la Ecuacién 7.41 se obtiene

(A0 5 oy [55
2 (1 — coswAt) 1 (a +5) > (mj +¢;)sink"hy
7=1

Jj=N J=
— (At)? ”a2 > my (1 — cos kThj) + 6 (1 — coskTh; )
j=1
=N =N =N 7.53
X [ﬁzz m; (sin kThj) + o Z Sj (Sin kThj) o? Z m; sin kThj—i— ( )
j=1 J=1 J=1

j=N
+ B2 Z gj sin kTh;

j=N J=N
J] [52 Z m; (1 — cos kThj) +a? Z Sj (1 — cos kThj) +
j=1 j=1 j=1
2 _ 2 2 =y . _ T . = . 1 T . —
+2 (a I6] ) Z ut (1 cosk hJ) ut (smk hJ) 0
j=1

Jj=1
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

Utilizando la misma nomenclatura que en la Ecuacion 7.44 se llega a la siguiente
expresion:

2 (1 — coswAt) =

At)?
(a®+ 6(2) ()a2 + ay) (o + o) (s + o) + (7.54)
+ (a2a2 + 62a4) (52a1 + a2a3) +2 (a2 — 62)2 a5a6]
Como se cumple que:

0<2(1—coswAt) <4

Por lo tanto:

0<

(At)Q a2a 2CL 2CL CVQCL
(a® + 5?) (a2 + a4) [( vy 3) (ﬁ o 4> " (7.55)

+ (a2a2 + 52@4) (52611 + a2a3) +2 (a2 - 52)2 a5a6] <4

Asi pues despejando el incremento temporal se tiene que:

4(a®+ 2) (as + a4)
(a2ay + B2a3) (f%as + a?ay) + (a®as + [2ay) X

0< At < J
(7.56)

4(a?+ (%) (ag + aq)
X (82a; + a?a3) + 2 (a? — 62)2 asag

Ahora se trata, igual que antes, de minimizar el valor de la derecha, para lo cual se
van a seguir los mismos criterios anteriores, esto es:

4 (a2 + 62) (0/2 -+ a4)

0< At < Min

- (a2a1 + 52a3> (BQaz + a2a4) + (a2a2 + 52a4> X
Max
(7.57)
4 (a2 + 52) (as + ay)
Min
x 4 (a2 + 62) (ag + ay) (ﬁzal + a2a3) +2 (a2 — B2>2 asag
Min
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7.4 Dispersion de la estrella

Volviendo a tener en cuenta la Ecuaciéon 7.51 resulta que:

min [4 (a2 + 52) (ag + a4)} =0

Luego la parte imaginaria no aporta un nuevo criterio de estabilidad, resultando
como definitiva la condicién de la Ecuacion 7.52.

7.4. Dispersion de la estrella

La dispersion consiste en la separacion de ondas de distintas frecuencias al atravesar
estas un material.

7.4.1. Dispersion de las ondas P

Si en la Ecuaciéon 7.47 se obtiene:

coswA\t =1 — (Aj) [(oz2 + 52> (a1 + a3) + \/[(042 + 32) (a1 + a3)]2 +

+4 [— (a?a; + F?a3) (6%1 + a2a3) + <a2a2 + 52a4) (BQaQ - a2a4) 4 (7.58)

+(a2 = 32)° (a2 — a?)]

Llamando:

6=1-=0 | (024 8) (ar + ag) + /[0 + 52 (an + ag) +

+4 [— (a?ay + ?as) (ﬁzal + 042a3) + (042a2 + 52(14) (ﬂQag + a2a4) 4 (7.59)

+ (a2 - $2)* (a2 — ad)]

Se puede despejar la frecuencia de la siguiente forma:

1
COSWAt = ¢ — w = g e Ccos ¢ (7.60)
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

Ademas se sabe que:

Cgrid

w=2

(7.61)

Q /\grid

En donde ¢ y A9 son la velocidad de fase (o976 $97) la longitud de onda
(Agridg Agrid) en la estrella respectivamente.

Asi pues se definen las siguientes relaciones:

2
S =
A (724 1) (ol + s+ (ol + P+ ] o)
2
e (7.63)
A2+ 1) [l + )+ (ol + s+ 0 |
572+ 1) (ol + sl + /(e + ol + 2] -
p= 9
Por otro lado la razon de velocidades es:
° (7.65
r=— )
3 )
Dividiendo la Ecuacion 7.62 entre la Ecuacion 7.63 se tiene:
s /\grid 271'704 S
;:/\gmdzﬁzrﬁsp:; (7.66)
Ahora teninedo en cuenta la Ecuacién 7.61 y la Ecuacion 7.60 resulta que:
cg'rid 1 agm’d
W= - arc coSp — w = QWW — Ap Are cosp =21 \arid (7.67)
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7.4 Dispersion de la estrella

Despejando en la Ecuacién 7.64 /At se tiene:

2p
ab=—r— — (7.68)
B (2 + 1) (jmol + lsol) + v/ (Jmol + lsol)* + 43
Y despejando de la Ecuacion 7.63 Ag”dse tiene:
)\gm'd — 2
(7.69)

oo 524 1) [ + e + (¥ +

Operando y teniendo en cuenta la Ecuacién 7.65 y la Ecuacion 7.66 se obtiene:

2a

sy 124 1) [t + )+ Kol + T+ 0

grid __
A=

(7.70)

Finalmente substituyendo la Ecuacién 7.68 y la Ecuacién 7.69 dentro de la Ecuacion 7.67
se llega a:

1
= arc cos ¢ = (7.71)
ﬁ\/(r2+1>[(|mo|+|<o|>+ (ol +lso )"+ 73]
grid
) am (7.72)
ﬁs\/<r2+1>[(|mo|+|<o|>+ (mol+lso )"+ 73]
Y operando de obtiene la relacién de dispersién para las ondas P:
97 arccos ¢
=7 7.73
a 2mwsp ( )
7.4.2. Dispersion de las ondas S
Se sabe que:
Bgrid
w=2m orid (7.74)
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

De la Ecuaciéon 7.62 se obtiene:

2

sy 1) [l + e+ (il + o+ 4

grid __
AT =

(7.75)

Si se substituyendo la Ecuacion 7.68 y la Ecuacion 7.69 y la Ecuacién 7.75dentro de
la Ecuacion 7.74se llega a:

1
= arc cos ¢ = (7.76)
ﬁ\/<r2+1>[(mo|+|<o|>+ (IMO\+\<0\)2+4773]
grid
— o b ; (7.77)

s\/<r2+1>[<mo|+|<o|>+ (|mo\+\<o\>2+4ns]

Operando se obtiene la relacion de dispersion para las ondas S:

grid —arccos ¢
55 -5 (7.78)

7.4.3. Dispersion de velocidad de grupo de las ondas P

Por definicién la velocidad de grupo para las ondas P se obtiene al derivar respecto
de k en la Ecuacion 7.60, esto es:

, Ow o (1 1 -1 0¢
grid _ 7% _ Y [ 2 S . 7.79
o = 9 T On <At areces ¢> At /1= 320k (7.79)
Por otro lado llamando:
da, =N ) Oay =N
e ay . = ]2:1 m;d; sin Kd, e = Ay = ]2:1 Gjd; cos kd;
das =N das =N i
T = 02n = ; m;d; cos kd; T = s = ]Zzzl n;d; sin kd; (7.80)
das =N ) Oag =N
D =as, = jz::l Gjd; sin kd; o = Qg = ; n;d; cos kd,;
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7.4 Dispersion de la estrella

En donde se ha tenido en cuenta:

kTh; = k (hjcos p — k;sin ¢) = kd,

Por otro lado se tiene que:

o = o[- 5 [ ) ) i ) G-

—4 [(042% + B%as) (5%1 + 062(13) — (OZ2CL2 + 526L4) (52a2 + a2a4) _ (7.81)

—(a? = 3%)" (a2 — a3)

Derivando, sacando factor comtn 3? y teniendo en cuenta que r = % se obtiene:

2 2

(r*+1) (a1, +azx) +2(r* +1) x
202 + 1) (a1 + as)]* —

X (a1, + a3 ) (a1 + az) — 4 (r2ay . + as,) (a1 + r?a3) — (a1, + r?az,) (rlay + az) +
—4 [(rQal + as) (al + r2a3) — (r%as + a4) (a2 + r2a4) —

+ (1209, + au ) (a2 4 12a5) + (a2, + r2as,) (r2as + ag) + 2 (12 — 1)? (asas.. — agae,)

—(r? = 1) (a2 - a})|

(7.82)
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Capitulo 7 Esquema en DFG para la ecuacion de ondas

Llamando:

B2 (At)°
4

(r*+1) (a1 +aze) +2(r* +1) x
2\/[(7’2 +1) (a1 + ag)]2 —

Y = — <7°2 + 1) (a1, + as.) +

X (al,n + a3,n) ((11 + CL3> —4 (7"2a17,.i + a37,{) (a1 + 7’20,3) — (aLH + T2a3ﬁ) (7“2@1 + a3) +
—4 [(TQCM + Clg) ((11 -+ rQag) — (r2a2 + CL4) (ag —+ r2a4) —

+ (r?ag, + asy) (ag + r2ay) + (a9, + 72a4,.) (rPag + aq) + 2 (r* — 1)2 (asas . — agag,)

— (2= 1)’ (a} - )]

(7.83)
Y substituyendo en la Ecuacion 7.82:
2 2
09 _ B (A, (7.84)
oK 4
Si se substituye ahora en la Ecuacion 7.79:
, ow 0 (1 1 B2At
grid _ 7 7 | = — Y .
row = 5 = o (At e cos ¢> =& 4 (7.85)
Llamando de nuevo a:
F=|(r* +1) (@ +a9) + [0 + 1) (o + o) -
—4 {(7”2a1 + az) (a1 + r2a3) — (r2as + ayq) (ag + r2a4> — (7.86)

(2= 1)’ (0} - )]

Finalmente teniendo en cuenta la Ecuaciéon 7.68 y substituyendo la Ecuacion 7.86
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7.4 Dispersion de la estrella

en la Ecuacion 7.83 y luego operando, se llega a la siguiente expresion:

. 1 BY
adrid | — 7.87
group 2\/§ ( )
F— 22
\/2<r2+1>[(|mo|+<o|>+ (ol +lso )P+ 72
Finalmente teniendo en cuenta que 8 = <, se llega la expresion:
agrid 1 Y
group _ (7.88)
« 2V/2r
F— 2
\/2(r2+1>[<|mo+<o>+ (Imol+IsoD 473
7.4.4. Dispersion de velocidad de grupo de las ondas S
En virtud de r = % , se llega la expresion:
grid 1 Y
Ogrowy _ (7.89)

F— 20
\/2(r2+1>[<|mo+|co|>+\/(|mo|+<o>2+4n3}
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8 Irregularidad de la estrella y
dispersion

Los coeficientes mg, g9 v 19 que aparecen en el criterio de estabilidad dependen de
los siguientes factores:

= El nimero de nodos de la estrella.
= Las coordenadas de cada nodo respecto del nodo central de la estrella.
= La funcién de ponderacién elegida.

Si se toma como funciéon de ponderacion:

1

(T . —
s (24 k2)’

Y teniendo en cuenta la expresion:

1

\/(r2 +1) [(Imo| + Jsol) + 1/ (Jmol + lo])? + 473

(8.1)

Resulta que esta depende de la razéon de velocidades r = % y de las coordenadas
relativas de cada nodo de la estrella respecto del nodo central de la misma.

Por otro lado los coeficientes mg, sy v 70 son igualmente funciones de la funcion de
ponderacion de tal manera que al disminuir las coordenadas relativas de los nodos
de la estrella, aumentan dichos coeficientes, lo cual ocurre cuando se aumenta el
numero de nodos de la malla.

Para un mismo numero de nodos en la malla el minimo valor de los coeficientes
mencionados se obtiene para la malla regular.

Sea 7; la media de las distancias de los nodos de la estrella [ al nodo central y sea 7
la media de todas las 7; de la malla, una vez discretizado el dominio se define:

(8.2)

=

I

2
/N
Tl
N———
——
= >

|
SIESES
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Capitulo 8 Irregularidad de la estrella y dispersion

Por otro lado

m_mo ﬁ_ﬂo ?_QJ
0= —% == 0= —
T2 07 ;2 T2

(8.3)

Asi pues con la Ecuaciéon 8.2 y la Ecuacién 8.3 se definen unos indices de regularidad
de la malla, el cual substituyendo en la expresion la Ecuaciéon 8.1 resulta:

1

0241 (ol + o+ /(] o+ 473

(8.4)

Asi pues teniendo en cuenta esto, la condicion de estabilidad de la Ecuacién 7.52 se
puede reescribir de la siguiente manera:

2T

0<At<
52 02 2) (ol + )+ o Cl + el + 4

(8.5)

Para el caso de estrella regular de 8 nodos més el central la expresién anterior
quedaria de la siguiente forma:

20
m— 1212 20 _ _ 20

mo = 2 2 Mo =10 So=—"3
sV 8(1+v2)

2
3(1+2)
Substituyendo de nuevo en la Ecuacion 7.52 se llega a la siguiente expresion:

Finalmente multiplicando el segundo término de la Ecuacién 8.6 por el factor:

V5 (14 2)
V(o] + o) + v/ ([l + Feol)” + 47

(8.7)
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Irregularidad de la estrella y dispersion

Se obtiene de nuevo la Ecuacién 7.52. Asi pues se tiene el indicador de regularidad
de la malla, este es:

V5 (1+v2)
V3 (0] + o) + v/ (Il + Feol)” + 473

I1S =

(8.8)

El cual serd la unidad para una malla regular. Se adoptara como indicador de regula-
ridad de una malla I7C al minimo valor de los indicadores de irregularidad obtenidos
en cada una de las estrellas de la malla. El control de la regularidad de la malla es
importante, ya que al disminuir //C tendra que disminuir el paso temporal, sin
embargo mediante un proceso adaptativo de la malla se podran ir anadiendo nodos
de manera selectiva y conseguir indices de regularidad més proximos a la unidad, y
por lo tanto pasos de tiempo mayores y menores relaciones de dispersion, lo que a
su vez redunda en menor error cometido con la aproximacion.
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9 Contornos absorbentes, Perfect
Matched Layers (PML)

Cuando se quiere modelizar numéricamente con diferencias o elementos finitos un
problema definido sobre un espacio infinito surge el problema de que el modelo de-
be ser finito y, por tanto, debe incluir contornos inexistentes en el problema real.
Algunos problemas planteados poseen un truncamiento natural al tener estos solu-
ciones que decaen rapidamente con el espacio, por lo que el truncamiento resulta
irrelevante siempre que se disponga de una malla lo suficientemente grande, existen
otros problemas como el de Poisson en el cual la solucién del mismo varia cada vez
mas lentamente a medida que aumenta la distancia, en este tipo de problemas un
cambio de coordenadas del tipo & = tanz en donde z € (—o0,00) y T € (—1,1)
solucionaria el problema del truncamiento.

Sin embargo uno de los problemas mas dificiles a la hora de truncar una malla resulta
ser el problema de ondas, ya que este decae muy lentamente con la distancia, asi
pues se hace necesaria la existencia de unos contornos que de alguna forma absorban
las ondas sin reflejarlas y que de esta manera no se alteren los resultados en la zona
de interés debido a la reflexién de las ondas en los contornos.

limite de |a regidn truncada

el espacio infinito t b
i - 4
) ( : ) r
LN ! ) g L. 7

¢ " " )
™ ( ondas ; . R ( andas
\ | v | /’

/ \, radiantes [ : ! Y, radiantes |
\ \ )

TNTe T s to BERRRERS

“region de interés:

region de interés:
fenémenos de interés,

-fendmenos de interés,

— fuentes, e . - fuentes, TR S~
v medios no homogéneos, T ./ " T\ medios no homogéneas, —
no linealidades ST

- no linealidades

- Contorno absorbente 21

.
TN
-

‘_—\\
N
J
=
-\
N
s

Figura 9.1: Contornos absorbentes en la frontera de un dominio
Se han llevado a cabo un gran niimero de aproximaciones a los contornos absorbentes

la mayoria de estas aproximaciones se basan en uno de los dos grupos siguientes de
ideas:
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Capitulo 9 Contornos absorbentes, Perfect Matched Layers (PML)

= Una zona finita de la frontera en la que la onda se atentia poco a poco.

= Una aproximacion a la ecuacion de onda, de un solo sentido, en el punto de la
malla de frontera (o varios puntos - segin el orden del esquema).

Dentro del primer grupo, una primera aproximacion al problema de los contornos
absorbentes se puede encontrar en articulos de Israeli and Orszag (1981), Korn and
Stockl (1982), Cerjan et al. (1985), Kosloff and Kosloff (1986), Sochacki et al. (1987),
Bérenger (1994), Chew and Liu (1996), Collino and Tsogka (1998, 2001), Chen et
al. (2000), Komatitsch and Tromp (2003), Festa and Nielsen (2003).

Los articulos de Bérenger (1994) [18] introducen el método de Perfectly Matched
Layers (PML) habiéndose vuelto este dltimamente muy popular ya que es proba-
blemente, hasta ahora, la mejor herramienta para evitar la reflexion de las ondas en
los borde de la malla.

0.1. Formulacion del PML

Partiendo de la ecuacién escalar de onda:

10%u 1

En donde u(x,t) es la amplitud de la onda escalar y ¢ = v/ab es la velocidad de fase.

Por conveniencia separamos esta ecuacion de segundo orden en dos ecuaciones de
primer orden acopladas, esto es:

ou

—:va a

t w U 0 bV U A

gv _>86t_(9t<v>_<av O)(V>_DW (9:2)
EIGVU

Dse trata de un operador antihermitico de dimensién 4x4 en 3-D que conduce a
soluciones oscilatorias, conservacion de la energia y otras propiedades de las ondas.

Asi pues w(x, t) es la solucién de una ecuacion de onda, propagéandose por un espacio
infinito, de la cual se tiene una region de interés, en el entorno de x = 0 y se quiere
truncar la solucion fuera de la zona de interés, en particular nos vamos a centrar en
truncar la solucién en el eje +x . Para esto se realizard una extension analitica del
espacio real.

Se parte de las siguientes suposiciones: el espacio es homogéneo, lineal e invariante
con el tiempo.
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9.1 Formulacion del PML

La solucion de la onda se puede poner de la siguiente forma:

w(z,t) => W(y,z)expi (kx — wt) (9.3)

k es el vector de onda y ” la velocidad de fase de la onda que puede ser diferente a
la velocidad de grupo g—z asumimos x > 0.

La extension analitica consiste en que a partir de una determinada z se anade una
parte imaginaria lineal y creciente, de tal forma que se transforma la soluciéon de la
onda en una con un amortiguamiento exponencial, esto es:

exp ik (Rex + ilmzx) = expikRex exp —kImx (9.4)

Asi pues se tiene que:

T=z+if(x) = 07 = <1+iaf(x)> dx — 0f(@) _ 0(2)

ox -

ox w

Se hace:

o 1 9
Or 14 %@ 0x

w

(9.5)

Por lo tanto:

expIkT = expm/ (1 + Z@f(x)) dr = expm/ (1 + ZW> dr =
ox w

= expiKkT — r /5x(x)d:(:
w

9.1.1. Aplicacién del PML para u = u(x,t)

En este caso se va a aplicar PML a la onda escalar, para ello se parte del siguiente
problema:

10%u i

T borr b

V (aVu)
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Capitulo 9 Contornos absorbentes, Perfect Matched Layers (PML)

El cual se separa en dos ecuaciones de primer orden acopladas, esto es:

ou

gt = bVV
A%

a = aVu

Teniendo en cuenta que:

u(z,t) = u(z) exp —iwt
=

v(x,t) (x) exp —iwt
Entonces:
=09V = b (u(e) exp i) = —ieru(z) expict = i
gt =bVv = 381? u(x) exp —iwt) = —iwu(z) exp iwt = —iwu
A4 . . . .
T aVu = a5 (v(x) exp —iwt) = —iwv(x) expiwt = —iwv

Por otro lado teniendo en cuenta la Ecuacion 9.5 se tiene que:

ou ov 1 v

— =bbVv=b—=b—"F—=—1
ot = VvV =g, ENTEOR T
o —aVu—a@ —a¥@ = —1wv
ot 0z 1+@“SHET(@8$_

Asi pues operando en la Ecuacién 9.9 se llega a:

adt = —iwv (1 + im) = —iwv + bz (z)v

w

{bg;; = —iwu (1+i%5)) = —iwu + 5, (v)u

Finalmente pasando al dominio del tiempo se obtiene:

ou ov

? = —iwu = ng 0z (x)u
v u

5 = Tiwv=ag- 3z (z)v
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9.1 Formulacion del PML

9.1.2. Aplicacién del PML para u = u(zx,y,t)

En este caso la Ecuacién 9.6 se transforma en:

ou Ov,  Ovy\
at_bvv_b<8m+3y>_ 1w
ov ou
z_ Ou . 9.12
5 aagj WU, ( )
v, B @ .
e aay = —iWuy,

Por otro lado teniendo en cuenta la Ecuacion 9.5 se tiene que:

@ =bVv=0> (1 v, + 3%) = —iwu

ot 1+i%@ 0r * dy
“ (9.13)
v, 1 ou
= Qa _—
ot 1+ 2'517(‘”) Ox
Y operando se llega a la siguiente expresion:
ov, 0 0z(z) 0 .
b( o O (x)vy>:—zwu+5m(x)u
or 0Oy w Oy (9.14)
ou : 6, (x)
a— = —iwv,; + 0,(x)v,
Ox

La segunda ecuacion no presenta problemas para pasarla al dominio del tiempo,

pero la primera presenta el elemento ibéIT(:”)aaL; que dificulta este paso.

Para solventar este inconveniente se crea la siguiente funcion:

W = @bM%
w Oy
%f - aﬁth’ y) exp —iwt = —iwy(z, y) exp —iwt = —iwy) = (9.15)
_ v,
= b5x($)a—y
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Capitulo 9 Contornos absorbentes, Perfect Matched Layers (PML)

Asi pues la Ecuaciéon 9.14 queda de la siguiente forma:

Ov,  Ovy B
b <0x + n —|—¢> = —iwu + 6,(z)u
ou
i bVV — . (z)u + 9

Finalmente resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

ou . (v, = Ov,
v = a@ — 0 (2)v,
vy _ Ou
ot Oy
o _ 9y

Notese que en la direcciéon del eje y no se ha introducido amortiguamiento este
contorno absorbente corresponderia a un contorno anisotrépico. La tultima ecuacion
es una ecuacién auxiliar con 1 (0) = 0.

De la 2° y 3° ecuacion se deduce que puede ser sustituido por el siguiente tensor de

2x2:
et 0) 1+ s
0 a 0

9.2. PML aplicado a la onda plana.
Amortiguamiento en una direccion

Q= O
N~

A continuacién se va a aplicar PML para una onda plana que se propaga por un
espacio infinito, en este caso se va a aplicar amortiguamiento en la direcciéon x
Unicamente.

Partiendo de la ecuacion de ondas planas obtenida en la Ecuacion 7.26, y teniendo
en cuenta y la Ecuacion 9.5:

0 1 0 10

9 _19 9.17
dr 14D 0z Sox (9.17)
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9.2 PML aplicado a la onda plana. Amortiguamiento en una direccién

La ecuacion de ondas se puede expresar como sigue:

Us _ o 8 (;aw) 4 320%e (a?-5%) o2,
o2~ S 9z \ S Oz Oy? S Oz0y (9 18)
0%Uy _ B2 9 (19U, +a2@2Uy I (0262 g2y,
ot? S 0z \ S Oz Oy? S Ozdy

Es mas conveniente dividir estas dos ecuaciones de segundo orden en cinco de primer
orden, esto se puede hacer introduciendo los esfuerzos:

U, __ 1 (0Oozz 00

8(?; G (8 i 0\ y)

=5 (% gyy)

O — (A +2G) G + A (9.19)
- (% +

T = Mg+ (A +26) G

Ahora el sistema se encuentra en condiciones para aplicar de manera sencilla PML,
igualmente esta vez se va a aplicar exclusivamente en el eje z.

Uy _

1 00 zz ao'zy .
ot <1+¢W or T >— WUy,
au,

1 00y 8Uyy .
ot (1_;'_1-5:1151) or T = —iwU,
00y __ 1 8U 3U .
90zy _ au. 19U, -
ot G ( i 1+i zu(x) oz ) = TlWOygy
Joyy __ 1 8UL .
ot = A7 + ()\ + QG) = —lwoy,

61 Oz (x)
w

DI D=

Operando se obtiene:

Ofee 4 0o 42200000 ) — O 4 5, (2)U,

80361, daw dz(x) Ooyy \ __ OUy
+ +Zw6y_8t+6()U

(v 26) 22 1 (B b0 v 5 (01, (9.21)

G (% 4% ( Vol 4 O = %02 4§, (a )ny
AU 4 (A + 2G) (‘% +i%=@ aUy) Do 4§, (x)ay,

w Oy

D= I
€
Q)
<

Como ya se ha visto para poder pasar al dominio del tiempo es necesario introducir
una serie de ecuaciones auxiliares, en este caso resultan ser 5 ecuaciones auxiliares,
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estas son:
by = %Z.azix) agzy - % — iy = 511()1) ag;y
Wy = %iéxww)% _ % — iy = 5xl()x) ag;y
thy = N2 Ty B — oy = MG, (2) (9.22)
Wy = Gite B e Oos — gy = GO () P
s = (A +2G) 28 — %5 — —jwys = (A+2G) 6(w) G-

Asi pues finalmente resulta el siguiente sistema de 10 ecuaciones diferenciales:

(35 52 + - 6o
G =5 (% + %) + e = 82T,
Zm = (A +20) ‘}(g + AL + Py — 00(2) 00
% = (da[éf + 8—;) + Py — 02(T) 04y

Oom = N 1 (A +2G) B + 45 — 8,(x) 0y
Oy _ da(x) B0y

(9.23)

ot p dy

O — Oz(2) Ooyy

ot o 8%(]

0

B = A0(2) 5

oYs __ Uy

887; = G(;(x) Dy .
% — (A +2G) 8(z) 92

9.3. PML aplicado a la onda plana.
Amortiguamiento en dos direcciones

Ahora se introduce amortiguamiento en ambas direcciones, tanto en el eje z como
en el eje y, esto es:

9 1 9
or 1+ Zéwf) Ox
9 10
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Aplicando esto a la Ecuacion 9.19, se obtiene:

U, _ 1 1 00z 1 0oy \ _
ot p <1+i61<z> o T oy > = —iwls
Uy _ 1 1 00y 1 Ooyy \
ot <1+iaz(a:> or T au® oy ) wU,
w w
0oz . A2G  0OU, + A BUy o .
= = & 4 = —iwo 9.24
ot 144 51{5]*) oz 1+i 5y£y) oy Tz ( )
00zy 1 U, 1 ouy \ _ _ .
o =G (Hiay(w oy T 102 ox ) = T W0y
w w
dayy A 9U. . (A+2G) 9U, .
= —%5 L = —iwo
Bt = oGl o 5 By vy
Y operando se llega a:
U, 1 (0o, N i6y<y) 004, 004y
ot p\ Oz w  Ox dy
0z(x) Oo Oz (x 0y (y
w Oy w w

00 1z oUu,  .0,(y) 0U,
= 2 Y
ot A+ G)<8$ i w 8x>+
(O 2@ 0N (%@ (4 W)
oy w Oy w w

00y oU,  0.(x)0U,
_G<8x +1 Y +
P2y O _ g OB (1 S1) (1 0)
w

w w

ot ox ! w Ox

ou, = b.(x)oUu,\ . Oz (z) 0y(y)
3y +1 w0y = —woy, (1 +1 " 1+27w

Joyy ) <8UgC n 0y(y) 8Ux> N
(9.25)

+()\+2G)<
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Siendo:

(1 ﬂ-éx(x)) <1 +5<y>> @A), )

w w w? w

Se llega a la siguiente expresion:

1 (00u  .0y(y) 00y  Ooyy
p(@x T w Ox i 8y+

pitel 00 ) O (1 D) (5, 00) + )

v 2y (L B
Uy | 0a(x) U\ _ 00us [ 0u(2)d,(y)
“(ay W 3y> a1 (1— = )+<6x<x>+6y<y>>am

oU,, 0. () OU,
G < dy = By +
oUu, = o,(y)0U,\ 0oy, 02(2)0y(y)
ox ! w Ox ] 0Ot 1 w? + (02(2) +0y(y)) o2y
ou,  4,(y)oU,
A ( 0 T w Ox *
Uy | .05(x) OU,\ _ Doy, [ 62(2)dy(y)
+ (A +2G) ( o T ey ) = ot L= == |+ (Ga(@) +0,(y) oy

Teniendo en cuenta las 10 siguientes funciones auxiliares:
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1 0y 0oyy 01 0y Doy
Y= p w Oz - o p Ox
by = 1 (im 004y 0 _ (ix 004y
p w Oy ot p Oy
1 0y 0oy Oy 1 Doy,
Vs = p w Ox - o pdy Ox
1 (51 0oy, O3 1 _ Ooy,
—i— — = =0
V1= p w Oy - ot p " Oy
0, 00U,  OYs L 0U,
BEN e T M
(5 o, o ou,
b = 6 ouU, 8@/)7 ou,
w Oy ot " Oy
U DU U,
Vs = le ox - ot = G0y ox
o .dy T an 8U
L P TR
5 ouy 8¢10 B 8U

Finalmente se obtiene la siguiente expresion del PML en las dos direcciones:
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o, 1 00y 00y (0 +9y)
) e )
U, 1 0oy O 0z + 0.
5 e )
0040 1
-

ou,

ox Jy

X (()\ + 2G) U, + A=+ s+ ¢6> - Wam

oU, oU, 0y + 0
X()\ +()\+2G)y+¢9+¢10>— ( i y)a

0oy 1
ot (1 _ M)

w2

X

(9.28)

ox dy

Por dltimo aplicando PML a ambas direcciones y con el mismo factor de amorti-
guamiento se obtiene una expresion en la cual desaparecen las funciones auxiliares,

esto es:

0

ox
0

oy

1
p
1

142

L1 9
1+i%8x
L1 9
1+142 dy

(8555 + dg—;) = —iwU, (1 +z'g) = % 4 65U,
(% 4 %) = —iwU, (142

p w ot
(A+2G) e 4 AT = iy, (1408) = 2% 4 o (9.29)
0 (1 + 82) = i (14i2) = 5o + 6,

~ —
[ S T N
€



9.4 Formulacion de la ecuacién de ondas plana con PML en DFG

9.4. Formulacién de la ecuaciéon de ondas plana con
PML en DFG

Asi pues en este apartado se va a obtener la formulacién explicita de la ecuacién de
ondas en diferencias finitas generalizadas y aplicando contornos absorbentes en los
bordes del dominio.

En primer lugar se van a establecer las ecuaciones para el amortiguamiento en una
sola direccion, para después obtener estas expresiones para el amortiguamiento en
ambas direcciones.

Asi pues teniendo en cuenta que las expresiones de diferencias finitas generalizadas
ya expuestas en la Ecuacion 7.26 se tiene que:

0o _ oy +j§]:v¢9 i

Ox ot 7

ou " =N "
) j=1

Ademas de diferencias finitas clasicas se obtiene, como ya se ha visto la expresion de
las derivadas temporales, por lo que substituyendo en la Ecuacion 9.19 se obtiene:

. " At
uy = u 01+p( 19001104—2190%” Qo%;,o“‘ZQy xw)

7j=1

+Ot (V5" = 6!

At Z
n n—1
uy’o — uy}o + 7 ( ﬁoazyo + 19 U:vyj QOU yO + Z Q] yy’])

+AE (V3" = dupgt)

Un sz_'_At

:J:xO

j=N
()\ + 2G> (—1901/3701 + Z ﬁjugJI) —
7j=1

+ At (V" = 6.07,0)

(Qouyo + Z o;u ygo)
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j=N j=N
Oy = nyo + AtG <—190U2ﬂ1 + Z ﬁju;;l _ goquOl + Z qu;’ﬁ) +
= s

+OE (Yo" = 0.070)

j=N
A (—f}ougfol + Z ﬁju231> —
o (9.31)

—()\+2G (Qouyo +ZQ] )

—|—At( — 0 Uyyo)

Por otro lado para las cinco funciones auxiliares se tiene que igualmente su formu-
lacion en diferencias finitas generalizadas es la siguiente:

At

p(s ( QOnyO+ZQJ zy])

-1
w?,o = 1/1?,0 +

=N
Vi = Vi + GALd, (—@ouz,ol + > ol

j=N
VLo =Pist + (A +2G) Até, (—QOuZBl + > gju;{;l)
j=1

En cuanto a la definicién de d, esta puede ser la siguiente:
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Donde tanto d, como () son constantes a determinar, mientras que x; es la coor-
denada x del nodo en cuestion, z es la coordenada a partir de la que comienza a
aplicarse PML e y es la coordenada donde termina de aplicarse PML.

En el caso de amortiguamiento en ambas direcciones se obtiene de igual modo la
expresion explicita de las DFG, segtn la Ecuacién 9.29 y la Ecuacion 9.30 se tiene
que:

N
u”1+§ 190"1+j2190 — 000, —|—Z —
0_ x,0 p 0¥ 22,0 xx,] Qo acyO 050 xy,j

7j=1
—Atsuy!

n VAN
uyO_uy01+p( 190‘7xy0+219%ya Qoayy0+291 yy,J)

7j=1

—Atéu%l

n _ n—1
Ux:v,() - gxac,O + At

j=N
(A + 2G) (—ﬂouZBI + Z ﬁju;}l) -
j=1
(QOU o T Z Q] )] Atéagxé

j=N j=N
n n—1 n—1 n—1 n—1
Ty = Oy + DG (_190%,0 + > Djuyt = ooung' + Y ojul; ) -
j=1 j=1

—NAtdo™ 7}

zy,0

O_TL

-1
yy,0 — UZ%O + At

j=N
A (—ﬁou;;;; +2 79]‘“231> -
. =1 (9.32)
— (A +2G) (QouZ,Bl + @j“Z,}l)] Atdoy, o
j=1

145






10 Aplicaciones

A continuacion se va a presentar una serie de aplicaciones del Método de Diferencias
Finitas Generalizadas a la resolucién de ondas bidimensionales, en las cuales se ha
aplicado también Perfect Matched Layers.

En concreto se resuelve la Ecuacion 7.20 para diferentes valores de las velocidades
de ondas, sobre el dominio 2 = [0,1] x [0,1] , con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet, y condiciones iniciales del tipo:

Us(x,y,0) =sinzxsiny

Uy(x,y,0) = cosx cosy
T,y € [07 1] 8Um(z,y,t)‘ -0 (10].)
ot |
8Uy($,y,t) ’ f—
ot =0

Como funciéon de ponderacion se va a utilizar la siguiente:

1

(h2+k2)

El error global cometido se puede calcular con la expresion:

if’ [sol(i)—ezac(i)]?

\/ S
Error Global = N x 100

lexac,,q.|

Por otro lado es el indice de regularidad de la malla 17C'y es el menor de los indices
de regularidad de cada estrella 115 calculados segtn:

V5 (1+v2)
V(0] + o) + v/ (1ol + Feol)” + 473

I1S =

A continuacion en la Figura 10.1 se presentan tres mallas de 121 nodos con distintos
indices de regularidad, esto es, una malla regular //C = 1, otra con I[IC = 0,65
otra con II1C' = 0, 89.
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Figura 10.1: Malla 1./1C =1, Malla 2. IIC' = 0,65, Malla 3. I1C = 0,89

10.1. Resultados para distintos pasos temporales

A continuacion se resuelve el problema de la Ecuacion 7.20 con las condiciones de
contorno e iniciales de la Ecuacién 10.1 sobre la malla de la figura 10.1 con IIC =
0,65 y con n =500 , en la aplicaciéon se utilizan distintos valores de /At para ver su
influencia en el error global.

At Error Global U, Error Global U,
0,0316 2,078E-03 9,875E-04
0,0223 7,423E-04 3,123E-04

0,01 2,514E-04 1,217E-04
0,007 1,423E-04 1,012E-04

Cuadro 10.1: Error global para I1C = 0,65; n =500; a=1; 3 =10,5

A continuacion se resuelve el problema de la Ecuacion 7.20 con las condiciones de
contorno e iniciales de la Ecuacién 10.1 sobre la malla de la figura 10.1 con IIC =
0,89 y con n = 500 , en la aplicaciéon se utilizan distintos valores de /At para ver su
influencia en el error global.

At Error Global U, Error Global U,
0,0316 7,331E-04 5,167E-04
0,0223 2,685E-04 1,950E-04

0,01 1,102E-04 8,428E-05
0,007 9,575E-05 7,340E-05

Cuadro 10.2: Error global para I1C' = 0,89; n =500; a=1; 3 =0,5

10.2. Resultados para distintas longitudes de ondas

A continuacion se resuelve el problema de la Ecuacién 7.20 para distintas longitudes
de onda, esto es, el domino se discretizara con una malla irregular de 121 nodos, ver
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Figura 10.1 la cual tiene un indice de irregularidad I7C' = 0,89 y con n = 500 , y

un At =0,01.

Las distintas soluciones exactas para las ecuaciones planteadas son las siguientes:

Us(x,y,t) = cos V/2ft sin x sin y
Uy(x, y,t) = cos \/5575 COS T COS Y

Uy (z,y,t) = cos 0,526t sin 0, 52 sin 0, 5y
Uy(x,y,t) = cosO, 5v/23t cos 0, 5z cos 0, 5y

Uy (z,y,t) = cos 2v/2f3t sin 2z sin 2y
Uy(z,y,t) = cos 2v/23t cos 2 cos 2y

Ug(z,y,t) = cos 4v/27 Bt sin 2v/2m2 sin 2v/ 27y
Uy(z,y,t) = cos 4N/ 27 Bt cos 2v/ 2 cos 2v/ 2y

Uy (z,y,t) = cos 87t sin 4v/2mx sin 4v/ 27y
U,(,y,t) = cos 873t cos 4v/ 2w cos 4/ 21y

Uy(z,y,t) = cos 1673t sin 8/ 27 sin 8v/2my
Uy(x,y,t) = cos 167/t cos 82z cos 8V 21y

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)

A continuacién en el Cuadro 10.3 se muestra el error global cometido en la resolucion
del problema de la Ecuacion 7.20 con diferencias finitas generalizadas en cada una
de las soluciones exactas anteriores:

Sol. Analitica [Error Global U, Error Global U,
[10.2] 1,232E-05 2,443E-05
[10.3] 1,646E-06 1,778E-06
[10.4] 4,081E-04 2,001E-04
[10.5] 9,188E-02 8,647E-02
[10.6] 3,035E-01 3,275E-01
[10.7] 4,942E-01 4,999E-01

Cuadro 10.3: Error global para diferentes soluciones analiticas
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Phase dispersion
1.06

=104

—1.00

—0.960

0.920

0.880

0.840

0.800
0.787

’

Figura 10.2: Dispersion de las ondas P en malla irregular 17C' = 0,89

10.3. Dispersion e irregularidad

En la Figura 10.2 se ha dibujado la dispersion de las ondas P en cada nodo, para la
malla irregular de 121 nodos con I'1C = 0,89, para el caso de p = 45°.

10.4. DFG con PML en dominios homogéneos y
heterogéneos

Ahora se va a resolver el problema de la Ecuacion 7.20 sobre el dominio =
[0,2] x [0,1] con condiciones de contorno de tipo Dirichlet y condiciones iniciales
de la Ecuacién 10.1 cuya solucion analitica es la Ecuacion 10.2, funcién de ponde-
racion w(h;, k;) = ( L x y criterio de seleccion de los nodos de cada estrella del
h2+k2
J J
cuadrante.
En cuanto a la malla elegida es una malla regular de 861 nodos tal y como aparece
en la Figura 10.3

A continuacion en la Figura 10.4 se presenta la resolucion aproximada de U, para
n = 100.

En la siguiente Figura 10.5 se muestra la inclusiéon de Perfect Matched Layers a el
domino, en el eje x e y segun:

A<r<2
6 - (10.8)
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Figura 10.3: Malla regular de 861 nodos

Figura 10.4: Solucién aproximada de U, para n = 100

En la siguiente figura 10.6 se presenta la solucién aproximada de U, para n = 100
utilizando el modelo con PML definido en la Ecuacion 10.8 y condiciones de contorno
tipo Dirichlet homogéneas.

En la siguiente Figura 10.7 se muestra la inclusion de Perfect Matched Layers a el
domino, en el eje = e y segin:

(10.9)

I
<
I

0,8<y<1

En las siguientes Figuras 10.8, 10.9 y 10.10 se presenta la resoluciéon aproximada
de U, pa ran =95, n = 20 y n = 100 respectivamente, utilizando
el modelo con PML definido en la Ecuacién 10.9 y condiciones de contorno tipo
Dirichlet homogéneas.
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Figura 10.5: Malla regular de 861 nodos con PML

Figura 10.6: Solucién aproximada con PML

Finalmente se va a resolver el problema sobre un dominio no homogéneo, las zonas
con PML van a ser las mismas que en la Ecuacién 10.9. Por otro lado en la Figura

10.11 y en el Cuadro 10.4 se define la geometria y se presentan las propiedades fisicas

de cada region del dominio heterogéneo.

La Figura 10.12 muestra la soluciéon aproximada de para utilizando el modelo con
PML en la direccién x e y con unas regiones heterogéneas de interés definidas por

Zii=1,2,3.
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Figura 10.7: Malla regular de 861 nodos con PML

Figura 10.8: Solucién aproximada con PML después de 5 pasos temporales

Figura 10.9: Solucién aproximada con PML después de 20 pasos temporales
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Figura 10.10: Solucién aproximada con PML después de 100 pasos temporales
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Figura 10.11: Malla regular de 861 nodos con PML y domino hetereogéneo

Y (I [ A I

Z110,500] 0,250| 1,000| 1,000( 0,500
Z210,700] 0,400| 1,200| 1,118| 0,577
Z3]10,800] 0,500] 1,100 1,279| 0,674

Cuadro 10.4: Propiedades de cada region del dominio
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10.4 DFG con PML en dominios homogéneos y heterogéneos

Figura 10.12: Solucién aproximada con PML
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11 Conclusiones

A continuacién se van a exponer las principales conclusiones a las que se ha llegado
con la presente tesis.

= Conclusiones generales del método

La primera conclusion de cardcter general sobre la aplicacién del Método de Dife-
rencias Finitas Generalizadas a la resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales (EDPS), es que se ha podido comprobar que este mantiene la sencillez del
Método de Diferencias Finitas Clasico resolviendo el mayor inconveniente de este
ultimo al poderse aplicar a mallas irregulares.

Se han obtenido las expresiones explicitas en diferencias finitas de las derivadas
parciales, hasta el 4° orden, tanto en 1 como en 2 dimensiones, lo que permite
obtener de forma inmediata dichos valores numéricos sin necesidad de resolver nuevos
sistemas de ecuaciones.

= Conclusiones sobre los parametros fundamentales que aparecen en la formula-
cion
En cuanto a la mejor forma de de seleccionar los nodos de las estrellas, la utilizacién

del criterio del cuadrante ha proporcionado mejores resultados tanto para la funcion
como para sus derivadas parciales.

En cuanto a la definicion de las estrellas lo primero que hay que indicar es que dado
el nimero de incognitas, en el caso de EDPS de segundo orden el ntimero minimo
de nodos por estrella debe ser de 5, mientras que para las EDPS de cuarto orden
este nimero debera ser de 14. No obstante se puede indicar que haciendo balance
entre la exactitud y el esfuerzo computacional requerido, existe un niimero 6ptimo de
nodos por estrella, que para el caso de EDPS de segundo orden es de 8, 2 nodos por
cuadrante, y para el caso de cuarto orden este niimero es 24, 6 nodos por cuadrante.

En cuanto a las funciones de ponderacién a emplear, para el caso de mallas irregula-
res se han obtenido mejores resultados utilizando funciones de ponderacién de tipo
potencial, ya que éstas ponderan mucho mas a los valores nodales mas cercanos al
nodo central de la estrella, que a los lejanos.

= Conclusiones sobre la aplicacion del método a vigas y placas

En esta tesis se aplica el método de Diferencias Finitas Generalizadas a la resolucion
de problemas de elasto-dinamica, dependientes, por lo tanto, del tiempo, aplicandose
a las derivadas temporales diferencias finitas clasicas.
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En primer lugar se ha analizado el caso de una viga sometida a cargas dindmicas
obteniéndose la formulacién explicita del problema en DFG, posteriormente se ha
analizado la convergencia del método segin teorema de equivalencia de Lax, para
lo cual se demuestra que el esquema es consistente al tender los errores en la apro-
ximacion temporal y espacial a cero cuando ambos incrementos tienden también a
cero. Al utilizarse un método explicito se ha obtenido la condicién de estabilidad, la
cual limita el paso de tiempo maximo para cada estrella. Este criterio de estabilidad
establece que el paso de tiempo maximo es inversamente proporcional a una funcion
que depende de la distribucién de los nodos de la estrella.

En segundo lugar se ha analizado el caso de una placa delgada sometida a cargas
dindmicas obteniéndose la formulacion explicita del problema en DFG, del mismo
modo se ha analizado la convergencia del método segtin teorema de equivalencia de
Lax, demostrandose que el esquema es consistente y estableciéndose la condicién de
estabilidad.

De los diferentes ejemplos numéricos presentados con vigas y placas, sometidas a
cargas dindmicas y con diferentes condiciones de contorno, se desprende que para
una malla dada, al reducir el paso temporal en el esquema explicito, el error global
cometido con la aproximacion también se reduce y que para un incremento temporal
dado, al aumentar la regularidad de la malla se reduce el error global.

= Conclusiones sobre la aplicacion del método a problemas de ondas sismicas

En el presente trabajo se han obtenido asi mismo las expresiones explicitas en DFG
para el problema de propagacién de ondas sismicas en 2-D. Se ha estudiado la
estabilidad asi como la dispersion de las velocidades de fase y de grupo tanto para
las ondas P como para las ondas S.

La regularidad de la malla, como es logico, afecta y de forma importante a la calidad
de los resultados. Con objeto de cuantificar de alguna forma sencilla la idea de regu-
laridad, se ha definido en esta tesis un parametro denominado indice de regularidad,
cuyo valor es la unidad en el caso de mallas totalmente regulares y va disminuyendo
al ir aumentando la irregularidad, lo que permite realizar comparaciones de forma
sencilla. Al disminuir dicho indice se debe disminuir el paso temporal y en general
los resultados son peores, pero en una malla irregular un aumento del ntiimero de
nodos no implica mejoras, ya que es muy importante su disposiciéon en el dominio,
por lo tanto cualquier algoritmo adaptativo, como por ejemplo el presentado en [15],
debe considerar lo indicado y puede resultar de utilidad el manejo este indice.

En la tesis se ha analizado la dispersion de las velocidades de fase y de grupo y
relacionado con la irregularidad de la estrella utilizando el indice de regularidad de
la malla. La utilizacion de mallas irregulares, debido por ejemplo a la geometria
del problema, puede suponer dispersiones elevadas en algunas estrellas, lo cual va
asociado con valores pequenos del indice de regularidad lo que a su vez implica la
necesidad de emplear un menor paso temporal. No obstante en lugar de disminuir
el paso temporal, puede resultar conveniente aumentar el indice de regularidad,
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realizando una redefinicion de la malla, lo cual reduciria las dispersiones y permitiria
un aumento del paso temporal.

= Conclusiones sobre la aplicacién de Peferct Martched Layers

Cuando se quiere modelizar numéricamente con diferencias o elementos finitos un
problema definido sobre un espacio infinito o semi-infinito, surge el problema de
que el modelo debe ser finito y, por tanto, debe incluir contornos inexistentes en
el problema real. En el caso estatico es suficiente con alejar dichos contornos de la
zona de interés hasta que su influencia en los resultados sea despreciable, pero en
el caso dinamico se producen reflexiones en dichos contornos, debiéndose adoptar
alguna solucion que los evite. En este trabajo, para evitar reflexiones y cumplir la
condicion de radiacion, se ha presentado la formulacién de contornos absorbentes
perfectamente acoplados (Perfect Matched Layers PML), para una y dos direcciones
dentro de la formulacion general en diferencias finitas generalizadas, obteniéndose
los correspondientes esquemas explicitos en 2-D.

Los ejercicios numéricos realizados ponen de manifiesto el buen funcionamiento del
método, disminuyendo rapidamente el error global al reducir el paso temporal.

También se ha estudiado la influencia del niimero de nodos por longitud de onda,
comprobandose que el error de la aproximacion aumenta al disminuir el niimero
de puntos de discretizacion por longitud de onda. De estos primeros analisis se
desprende que hasta el orden de 12 puntos por longitud de onda y mallas no muy
irregulares, indice de regularidad cercano a la unidad, se obtienen errores del orden
de una milésima.

Se ha comprobado asi mismo la eficiencia de los PML’s, pudiéndose apreciar en
los ejercicios numéricos, como la amplitud de las ondas decrece rapidamente en el
interior de estos contornos, siendo posible emplear para ellos espesores pequenos,
del orden de un cuarto de la longitud de onda.

Por tultimo, se han realizado las primeras aplicaciones a problemas heterogéneos.
Debido a que la aproximacion homogénea puede ser complicada de implementar para
problemas sismicos, de acuerdo con [105] se ha preferido la formulacién heterogénea
obteniéndose buenos resultados.
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12 Desarrollos futuros

En cuanto a posibles desarrollos futuros se pueden indicar los siguientes:

El indice de regularidad definido tiene el inconveniente de que al ser un pa-
rametro asociado a la estrella, su valor para un determinado dominio debe
ser el de la estrella mas desfavorable, lo cual puede distorsionar la idea de
regularidad si esta esta asociada a una pequena zona del dominio. Como tra-
bajo futuro, se podria obtener un indice de regularidad global ponderado que
adicionalmente diera una idea de la homogeneidad de la regularidad de las
estrellas de una determinada malla. También se deberd extender el método
adaptativo presentado en [15] a este tipo de problemas.

Continuar con la aplicaciéon del Método de Diferencias Finitas Generalizadas
para la resolucion de la ecuacion de ondas propagandose en medios heterogé-
neos, analizandose de forma mas detallada la reflexion y refraccién de la onda
al pasar la frontera entre medios de distintas caracteristicas.

Aplicacion del Método de Diferencias Finitas Generalizadas para la resolu-
cion del caso de un impulso sobre el semi-espacio, idem para casos de trenes
de ondas incidentes provenientes de focos lejanos y otros problemas clasicos,
analizandose la influencia de los diferentes parametros que intervienen.

Aplicacién del método a la resolucion de diferentes problemas sismicos como
por ejemplo la cuantificacion de efecto local en el registro sismico o la simula-
cion de terremotos por rotura de falla incorporando el foco en el modelo.

Realizacion de modelos 3D incorporando los elementos ya desarrollados para
esquemas 2D, como por ejemplo los PML.

Estudios de las formulas de Diferencias Finitas Generalizadas de un orden
mayor para obtener mejores aproximaciones.

Incorporaciéon de modelos mas reales para el comportamiento del material
como por ejemplo modelos viscoelasticos.
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