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GEONETRIA ELENENTAL

BRI ET P

IHVROGLILCRON.

1, Tono cuerpo U objeto material es largo, ancho y
grueso; 6 en otros iérminos, todo cuerpo tiene longilud, la-
titud y profundidad.

Estastres propiedades de los cuerpos se llaman sus dimen-
siones. Lucgo todo cuerpo tiene tres dimensiones.

Los limites de los cuerpos se llaman superficies. Las su-
perficies no tienen mas que dos dimensiones, longitud y la-
titud.

Los limites de las superficies se llaman lineas. Las lineas
solo tienen una dimension, la longitud.

Los estremos de las lineas se llaman puntos. Los puntos
no tienen dimension alguna.

2., La magnitud de un cuerpo, de una superficie 6 de
una linea se llama su estension. Por consiguiente hay tres
clases de estension: estension de tres dimensiones 6 de los
cuerpos, estension de dos dimensiones 6 de las superficies,
y estension de una dimension 6 de las lineas.

La estension limitada se llama figura (a).

3. Se dice que dosfiguras son equivalenies, cuando tienen
la misma medida (b) y diferente forma; y que son iguales,
cuando tienen la misma medida y la misma forma, y que
por tanto pueden coincidir.

(@) Enla geometriase da tambien el nombre de figura, pero en
otro sentido, 4 la reunion de lineas trazadas para la demostracion de
un teorema 6 resolucion de un problema.

(b)  Se llama medida ¢ valor numérico de una cantidad la razon de
la cantidad 4 otra de la misma naturaleza, que se toma por unidad.
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La medida de una linea se llama longétud de la linea, la
medida de una superficie se llama drea dela superficie, y la
medlda.,del espacio que ocupa un cuerpo. se llama volumen
del cuer y

4., La !mea se"(ﬁwde \en recla, quebrada y curva. .

No es posible definir bien la linea recta; pero tampoco es
necesario, pues todos sabemos lo que es dicha linea.

Linea quebrada es la linea que se compone de dos 6 mas
lineas rectas, sin ser toda una sola recta: tal es la ABCD
(fiyura 1).

Linea curva es aquclla linea de la que ninguna porcion,
por pequefia que sea, es linea recta: tal es la AB (fig. 2).

Se dicc que varios puntos estdn en una misma direccion,
cuando estin en unamisma linea recta.

5. Se llama distancia entre dos puntos lalinea recta com-
prendida entre ellos.

6. Se llama plano ¢ superficie plana aquella superficie, en
la cual tomando dos puntos cualesquiera, la recta que pasa
por ellos coincide enteramente con la superficie.

Superficie quebrada es la superficie cumpuesta de dos 6
mas superficies planas, sin ser toda una sola superﬁme

lana.
. Superficie curva es aquella superficie de la cual ninguna
porcion, por pequeila que sea, es superficie plana.

AXIOMAS.
1.°  La linea recta es la linea mas corta que se puede tirar
entre dos punios.

2.%  Por dos punfos no puede pasar mas que una soly linea
recta; 6 lo que es igual , dos punios delerminan lo posicion de
una recia. : :

3.° Dos rectas no pucden cortarse mas que en un punto.

4.°  Dos rectas que tienen dos. punios comunes, coinciden en
toda su estension indefinida.

7. Se llama circunferencia una linea curva cerrada, cu-
yos puntosestin todos en un plano, y equidistan de un pun-
to: interior llamado centro.

Girculo'es 'la poreion de plano limitada por la- circunfe-
rencia. A veces & la circunferencia se le da tambien el nom-
bre de circulo.
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Radio es una recta OA tirada desde el centro 4 la cir-
cunferencia (fig. 3).

Cuerda es una recta AC, que une dos puntos de la cir-
cunferencia.

Diiimetro es una cuerda BC que pasa por el centro.

Arco es una porcion AB de la circunferencia.

Todos los radios de un mismo circulo son iguales; pues los
radios son las distancias del centro 4 los diferentes puntos
de la circunferencia, y estas distancias son iguales, segun
la definicion de la circunferencia.

Todos los didmetros de un mismo circulo son squales; pues
cada uno vale dos radios.

Para trazar 6 tirar una recta, se emplea la regla, y para
trazar 6 describir una circunferencia, se emplea el compés

8. Se llama geomefria la ciencia que ensefia 4 resolver
los problemas de la estension.

La geometria elemental, que forma nuestro actual obje-
to, solo se ocupa de la linea rectay de lacircunferencia, de
las superficies planas terminadas por estas lineas, de ciertas
superficies curvas que se originan de ellas, y de los espacios
terminados por estas superficies. _

La geometria se divide en geometria plana y geometria
del espacio.

' La geometria plana trata de las figuras planas, es decir,
de las figuras cuyos puntos estan todos en un plano.

La geometria del espacio considera las figuras cuyos
puntos no estan todos en un plano.
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GEOMETRIA PLANA.

Linea recta y angulos.

AAIRANAAN

CAPITULO I.

Perpendiculares y oblicuas.

—_—

9. SE llama dngulo Ta separacion 6 abertura de dos rec-
tas indefinidas CA y CB (fig. &) quese encuentran en un pun-
to C, llamado vértice del angulo.

Las dos rectas indefinidas CA y CB, que forman el angu-
To, se llaman [ados del angulo.

Un angulo se designa con tres letras, una de cada lado y
la del vértice, colocando esta en medio. Si un. dngulo esta
solo, se puede designar con la letra del vértice. Asi, el 4n-
gulo formado por las rectas CA y CB, se designara ACB ¢
BCA 6 C.

Debiendo considerarse como indefinidos los dos lados del
angulo, resulta que la magnitud de un dngulo no depende
de la de sus lados, sino de la separacion de estos; y asi, dos
dngulos serdn iguales, cuande coincidiendo el vérlice y un-
lado, coincide tambien el otro lado, aunque los lados del
uno sean mayores que los lados del otro.

10. Se llaman Angulos adyacentes los dos angulos que

forma una recta con otra con la cual concurre en un punlo.

Asi, los angulos ACE y BCE (fig. 5)son adyacentes; y
tambien lo son les d4ngulos ACD y BCD.

1. Se dice queuna recta DC es perpendicular 4 otra AR
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cuando los angulos adyacentes ACD y BCD, que forman las
dos, son iguales.
Se dice que una recta EC es oblicua i otra AB, cuandolos,
angulosadyacentes ACEy BCE, que forman, son desiguales.
12. Se llama dngulo recto cualquiera de los dos 4ngulos
adyacentes que forma una recta con otra & la cual es per-
pendicular. Asi, los dngulos adyacentes iguales ACDy BCD
son rectos.
TEOREMA 1 (fig. ).

Por un punto de una recta no se puede levantar mas que una
.sola perpendicular & dicha recta. :

Sea AB la recta y C el punto: digo que por este punto no
se puede levantar 4 la recta AB mas que una sola perpen—
dicular CD. R

En efecto, siendo la CD' perpendicular 4 la AB, los 4n-
gulos ACD y BCD son iguales. Otra cualquiera recta CE, que
pase por el punto C, formard con la AB dos 4ngulos, el uno
ACE mayor que el recto ACD, y el otro BCE menor que el
recto BCD; luego dichos dos angulos ACE y BCE son des-
iguales, y por tanto la CE es oblicua 4 la AB.

TEOREMA 2 (fig. 6).

Dos dngulos rectos son igquales, aunque no sean adyacentes.

Sean los. dos dngulos rectos ACD y EGH: digo que son
iguales.

En efecto, segun la definicion [11], los angulos rectos
adyacentes ACD y BCD son iguales, como tambien los EGH
y FGH. Coloquemos la segunda figura sobre 1a primera, de
modo que el punto G caiga sobre el punto €, y que la recta
EF coincida con la AB: como en un punto ¢ de una recta
AB no se puede levantar 4 esta recta masque una sola per-
pendicular, la recta GH coincidird conla €D; y por consi-
guiente los dngulos rectos ACD y EGH son iguales 9.

13.  Se llama dngule agudo el 4ngulo menor que el recto,
y angulo obtuso el dngulo mayor que el recto (a).

() Es imposible definir bien los dngulos agudo ¥ obtuso, si antes
no s¢ demuestra que todos los angulos rectosson iguales.
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TEOREMA 3 (fig. B).

La suma de dos dngulos adyacentes ACE y BCE es dgual d
dos dngulos rectos (a). ;

Para demostrarlo, levanto en el vértice C la. perpendicu-
lar GD 4 la AB, y tendré

ACE—=ACD--DCE,
BCE—BCD—DCE :

‘sumando estas igualdades miembro 4 miembro, serd
ACE+BCE=ACD--BCD;

es decir, que lasuma de los dos angulos adyaeentes ACE y-
BCE es igual a dos dngulos rectos. .

Corolarios.. 4.° Los cuatro dngulos ACD, BCD, BCE y
ACE (fig. 7), que forma una recta con ofra 4 la. cual es perpen—
dicular, son reclos; pues, siendo la DE. perpendicular 4 la
AB, los dos Angulos ACD y BGD son rectos ; luego sus adya-
centes ACE y BCE son tambien rectos. _

De aqui resulta que la recta AB forma con la ED dos in-
gulos BCD y BCE iguales, y que por tanto dicha recta AB es
perpendicular ala DE: luego, si una recta es perpendicular d

. olra, esta es perpendicular & la primera.

2.° La suma de los dngulos consecutivos ACD, DCE,
ECF y FCB (fig. 8), formados hdcia un mismo lado de una rec-
te AB, es iqual ¢ dos dngulos rectos; pues dicha suma equiva-
le 4 la de los dos angulos adyacentes ACF y BCF, que es
igual a dos rectos.

3.°  La suma de todos los dngulos consecutives ACD, DCE,
ECF, FCG, etc. (fig. 9), formados al rededor de un punto G por

{a) Todos los teoremas en que, por abreviar, se indiquen las par-
tes de la figura, se deben enunciar en primer lugar como si tales par-
tes no estuviesen indicadas; y volver en seguida d enunciar, refi-
riéndose 4 la figura, la hipétesi y la conclusion del teorema. Asi, el -
teorema actual se desenvolverd del modo siguiente: La suma de dos
angulos adyacentes es fgual ¢ dos dngulos recios. Sean los dos ingulos
adyacentes AGE y BCE: digo que su suma ¢s igual @ dos dngulos
rectos. Para demostrarlo, etc, '
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varias rectas que salen de este punto, es iqual & cuatro rectos:
pues prolongando una de dichas rectas AC en sentido con-
trario al suyo, la suma de todos los angulos consecutivos,
que estan héacia un lado de la recta AB, esigual 4 dos rectos,
¥ la suma de todos los dngulos consecutivos que estan hacia
el otro lado de la misma recta, es tambien igual 4 dosrectos:
luego la suma de todos los dngulos propuestos es igual &
cuatro rectos.

L.*  Un dngulo eualquiera esmenor que dos dngulos rectos:
pues prolongando un lado de dicho dngule, resulta otro 4n-
gulo adyacente al propuesto, y entre los dos valen dos 4n=-
gulos rectos,

14. Sila suma de dos dngulos es igual 4 un angulo rec- -
to, cada uno se llama complemento del otro; 6 bien los dos se
llaman complementarios. ;

Si la suma de dos angulos es igual 4 dos dngules rectos,
cada uno se llama suplemento del otro; 6 bien los dos se lla-
man suplementarios.

Dos dngulos que tengan el mismo complemento, ¢ el mismo
suplemento, son iguales; pues en el primer caso 4 los dos les
- falta la misma cantidad para valer un 4ngule recto; y en el

segundo caso 4 los dos les falta la misma cantidad para va-
ler dos angulos rectos.

Teorema reciproco del 3. §i dos dngulos ACE y BCE (fi-
gura 10). esteriores uno G ofro, y que tienen el mismo vértice
C y un lado comun CE, son suplementarios, tendrin en lneq
recta los otros dos lados AC y BC : pues si CB no fuese prolon-
gacion de AC, lo seria otra, tal como CD; y por consiguien-
te seria el dngulo DCE suplemento del ACE [Teor. 3]; pero
por suposicion el dngulo BCEes suplemento del ACE; luego
los angulos DCE y BCE, que tienen el mismo suplemento
ACE, serian iguales; lo que es absurdo.

15. Se llaman dngulos opuestos por el vériice dos angulos

de los que el uno estd formado por las prolongaciones de log
lados del otro. :

TEOREMA & (fig. 11).

Los dngulos ACE y DCB opuestos por el vérlice son iguales.
En efecto, el dngule ACE tiene por suplemento al ACD,
y ¢l dngulo DCB tienc tambien por suplemento al ACD; lue-
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go los dos dngulos ACE' y DCB, que tiener el mismo suple-
mento , son iguales.

TEOREMA 9 (fig. 12).

Desde un punto A tomado fuera de una recta DE no se
puede bajar d esta recta mas que una sola perpendiculur AB.

Tiremos otra recta cualquiera AC desde el punfo 4 4 la
recta DE, prolonguemos la AB, tomemos en su prolongacion
la parte A'B=AB, y juntemos los puntos C y 4. Doblando
la figura por la BC, caerd la AB sobre la BA" por ser igua-
les los angulos rectos ABC y A'BC; el punto A caera sobre
el A’; por ser iguales las rectas AB y A'B; luego la recta
CA yla CA', que tienen comunes sus estremos, coincidiran;
luego el 4ngulo ACB es igual al BCA’, 6 bien, el angulo ACB
es mitad del ACA’; y como [Teor. 5, Corol. 4.°] este angulo
es menor que dos angulos reclos. el ACB es menor que un
Angulo recto; luego la AC es oblicua a la DE (a).

CAPITULO II.

Paralelas.

16. Si 4 dos rectas cualesquiera AB y CD (fig. 13) corta
otra recta EF, esta toma ¢l nombre de secante 6 transversal.
Los cuatro angulos AGH , BGH, CHG y DHG se llaman
angulos dnternos, y los otros cuatro dngulos AGE, BGE, CHF
y DHF se llaman esfernos.
Los dngulos EGB y EHD, uno esterno y otro interno, de
un mismo lado de la secante, y que no son adyacentes, se
1laman 4dngulos correspondientes. Por lo tanto son tambien an-

(@) Si siguiendo una marcha diferente de la que nosotros seguimos,
.86 hubiese demostrado antes del teorema 5 el teorema 16, el teorema b
s¢ demostraria con mayor sencillez, sin necesidad de doblar la figura por
la recta BC. Asi pues, el objeto que tenemos, al doblar la figura, es el
suplir la falta del teorema” 16, haciendo en la figura del teorema & el
fuismo razonamiento que en la demostracion del teorema 16.
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gulos correspondientes los AGE y CHE, los DHF y BGF, los
CHF y AGF. '

Los angulos internos BGH y CHG de diferente lado de la
secante, y no adyacentes, se llaman dngulos alternos. Segun
esto, son tambien dngulos alternos los AGH y DHG (a).

17. - Se llaman paralelas dos rectas que estan en un mismo
plano, y que por mas que se prolonguen, no se encuentran.

La existencia de estas rectasse demuestrapor cualquiera
de las cuatro proposiciones siguientes.

TEOREMA 6.

Dos rectas perpendiculares & una tercera son paralelas : pues
si dichas rectas se encontrasen, desde el punto de su encuen-
tro se podrian tirar dos perpendiculares & una rectas lo que
-es imposible [Teor. 5.]

TEOREMA 7 (fig. 14).

Si los dngulos alternos AGH y DHG son iguales , las reclas
AB y CD son paralelas. ,

Siendo iguales los angulos alternos AGH y DHG, sus su-
plementos BGH y CHG serén tambien iguales; y al contra-
rio [14]. ;

Desde el punto medio I de la HG tiro la IK perpendicu-
‘lar & la 4B, y la prolongo hasta que encuentre en L 4 la CD:
hago ahera girar 4 la figura HIL, en ¢l mismo plano en que
se halla, al rededor del punto I (b), hasta: que la recta IH
coincida con la IG, en cuyo caso el punto H caera sobre el
punto G, por ser iguales las dos rectas IH é IG ; la recta IL
“coincidird con la IK, por ser iguales los dngulos HIL, KiG,
como opuestes por el vértice [Teor. 4]. Por ser iguales, segun
la hipétesi, los éngulos IHL, IGK, la recta HL coincidira
con laGK, y por tanto el punto L caeréd sobre el punto K;luego

(a) Es enteramente inutil la distincion de los dngulos alternos en
-alternos inlernos y alternos esternos , porque puede evilarse, y se evita
siempre, la consideracion de estos 1iltimos,

(b) Si el teorema 47 estuyiese demosirado antes del 7, la demostra-
cion actual seria mas sencilla. Asi, el objeto del movimiento del trizn-
gulo HIL es el suplir la falta del teorema 47; observacion analoga d la
qué hemos hecho al demostrar ¢l teorema 5,
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el angulo ILH es igual al dngulo IKG ; y como este es recto,
segun la construccion, el HLI serd tambien recto: luego las
dos rectas AB y CD son perpendiculares & la KL, y por tanto.
[Teor. 6.] son paralelas.

TEOREMA 8 (ﬁg. 14%).

Si dos dngulos correspondientes cualesquiera EGB y EHD
son fquales, las rectas AB y CD son paralelus.

El angulo EGB. es igual al AGH, por ser epuestos por el
vértice ; pero por hipotesi el angulo EGB es igual al EHD;
luego los angulos alternos AGH y GHD son iguales; luego.
[Teor. 7] las rectas AB y CD son paralelas.

TEOREMA 9 (fig. 154).

Si la suma de los dngulos internos BGH y DG de un mis-
mo lado de la secante es iqual & dos rectos, las rectus AB y CD
son ‘paralelas.

El 4ngulo AGH es suplemento del BGH [Teor. 3] pero
por hipétesi el angulo DHG es suplemento del BGH ; luego
los dos angulos alternos AGH y- DHG, suplementos de uno-
mismo, son iguales: luego las rectas AB y CD son paralelas.

18.  Por un punie dade fuera de una recta no puede pasar
mas que una sola paralela 4 dicha recta (a)- '

Reciproco del 6. 8¢ una recta EF (fig. 15) es perpendi-
culor G una de dos paralelas AB, tambien lo serd d lo otra CD.

Pues si la _EF no fuese perpendicular 4 la CD, por el
punto H se podria tirar unarecta HL perpendicular 4 la EF,
y por tanto HL seria , segun el teorema directo, paralela &
la AB: luego por el punto H pasarian dos paralelas 4 la AB,
lo que es imposible.

Reciprocos de los 7, 8 y 9. Si & dos paralelas AB y CD
(fig. 16) corta una recta EF: 4.° Los dngulos alternos som
- fquales. 2.° Los dngulos correspondientes son iguales. 3.° La

(@) Muchos esfuerzos se han hecho para demostrar con todo rigor
este principio, llamado Postulado de Euclides, que la esperiencia lo de-
inuestra con sencillez. En vista de la ineficacia de tales  esfuerzos, ad~.
mitiremos dicho principio, sin detenernos en demostraciones viciosas.

]
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suma de los dngulos internos de un mismo lado de la secante es
dqual & dos rectos. : :
1.° Si el angulo AGH no fuese igual al angulo DHG, por
el punto G se podria tirar una recta IK, que formase con la
EF un angulo IGH igual al DHG : dicha recta IK seria para-
lela & la CD, segun el teorema directo ; luego por el punto
G podrian pasar dos paralelas & la CD, lo que es imposible.
Del mismo modo se demuestran les otros dos teoremas
reciprocos.
TeorReMA 10 (fig. 17).

Dos rectas AB y CD paralelas 4 una tercera EF son para-
lelas entre si: pues tirando una recta MN perpendicular 4 la
AB, lo sera 4 su paralela EF [Teor. 6, Recip.]; y por serlo 4
esta, lo serd & su paralela CD: luego las dos reclas AB y CD
son perpendiculares & la recta MN, y por consiguiente son
paralelas.

teorEMA 11 (figs. 18 y 19).

Dos dngulos, cuyos lados son vespectivamente paralelos, son
tquales & suplementarios.
1.° Sean BAC y DEF (fig. 18) los dos dngules, euyos la-
- dos son paralelos, y tienen dos & dos el mismo sentido : digo
que estos angulos son iguales. ;

Prolonguemos el lado DE, hasta que encuentre en G al
lado AC: el angulo BAC es igual al DGC, Por ser correspon-
dientes entre paralelas; el dngulo DEF es igual al DGC por
la misma razon; luego los dngulos BAC y DEF son iguales.

2.° Sean los dos éngulos BAC y DEF (fig. 19), cuyos
lados son paralelos, y tienen sentidos opuestos: digo que es-
tos angulos son iguales.

En efecto, prolonguemos los lados del angulo DEF en
sentido contrario al suyo, y resultard el 4ngulo HEG, cuyos
- lados son paralelos & los del 4ngulo BAC, y tienen el mismo

sentido. Por consiguiente el angulo HEG ‘es igual al angulo
A [1.°]; pero tambien es igual al 4ngulo DEF [Teor. 4]:
luego los angulos A y DEF son iguales.
5.° Sean losdosangulos BAC y FEG (fig. 18), euyos lados
son paralelos, y dos tienen el mismo sentido, ¥ los otros dos
sentido contrario: digo que estos Angulosson suplementarios.
Prolonguemos el lado GE en sentido contrario al suyo, y
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resultara el angulo DEF suplemento del FEG ¢ igual al dn-
gulo A ; luego el dngulo FEG y el angulo A son suplemen-
tarios.

teoREnMA 117 fig. 20).

Dos dngulos BAC y EDG, cuyos lados son respectivamente
perpendiculares , son iguales 6 suplementarios.

Por el punto A levanto las dos perpendiculares AK y AF
4 los lados AC y AB; el ingulo FAK sera igual al BAC, por
tener ambos el mismo complemento KAB; pero el angulo
FAK tiene sus lados paralelos 4 los del angulo EDG [Teor. 6],
y por tanto es igual 6 suplemento de este: luego el angulo
BAC es igual al EDG, 6 es suplemento del EDG.

Nora.  Si los dos dngulos BAC y EDG son agudos, lo que
se conocera facilmente por la figura & que correspondan, di-
chos argulos serdn iguales; y si uno es agudoy otro obtuso,
seran suplementarios. .

?\
f‘
:



Poligonos.

Nociones preliminares.

SE llama poligono la porcion de plano terminada por lineas
reclas: estas rectas se llaman lados del poligono.

Conforno de un poligono es el conjunto de sus lados, Pe-
rimeiro de un poligono es el valor numérico de su contorno.

Se llama fridngulo el poligono que tiene tres lados ; cua—
drildtero el poligono que tiene cuatro lados ; pentdgono el que
tiene cinco ; exdgono el que tiene seis; epligono el que tiene
siete ; octdyono el que tiene ocho ; enedgono el que tiene nue-
ve; decdgono el que tiene diez; endecdgono el que tiene once;
dodecigono el que tiene doce ; pentedecigono el que tiene quin-
ce (a).

Se llama poligono convewo el poligono cuyo contorno no
puede ser cortado por una recta mas que en dos puntos (b).

Se llama diagonal de un poligono toda recta que une los
vértices de dos dngulos no adyacentes. Asi, la recta AC
(fig. 21) es una diagonal.

(¢) Esta nomenclatura es initil, y no deberian quedar mas nom-
bres particulares de los poligonos que tridngulo, y quizd cuadrildtero;
Pues no conviene poner nomhres nuevos sino 4 las cosas que, ocurrien-
do i menudo, exijen muchas palabras para ser designadas.

(b) Todos los poligonos de que nos ocuparemos en este fratado se~
rdn convexos.
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CAPITULO L

Tﬁdngulos.
teoneMa 12 (fig. 22.)

Un'lado cualquiera de un triangule ABC es menor que ln
suma de los otros dos.
Siendo AC linea recta, es AC<AB-BC.

‘Corolario.  Un lado cualquiera de wn tridngulo es mayor
que la diferencia de los otros dos: pues acabamos de demostrar
que AB-+BC>AC; luego, restando BC de ambos miembros,
serd AB>AC—BC.

TEOREMA 13 (fig. -23).

La suma de los tres dngulos de un tridngulo ABG es iqual
d dos dngulos rectos. :

Por el vértice de uno de los angulos, G porejemplo, tiro
una paralela CD al lado opuesto, y tendré [Teor. 9. Recip.]

_ A+ACD=2 R (a),
6 bien A+4ACB+BCD=2 R:

los angulos BCD y B son iguales, por ser alternos entre pa-
ralelas; luego A+ACB+B=2 R.

Corolarios. 1.°  El dngulo esterno BCD (fig. 22) formado
por-un lado BC de un tridngulo y lo prolongacion de oiro AC,
es iqual & lo suma de los dos dngulos A y B no adyacentes & él;
pues el dngulo BCD y la suma de los dngulos A y B tienen
el mismo suplemento ACB.

2.°  Un triingulo mo puede_ tener  dos dngulos rectos, ni dos
obiusos, ni uno reclo y oiro obiuso: pues, si alguno de estos
casos fuese posible, la suma de los tres dngulosdeltriangulo
seria mayor que dos rectos.

8.°  Sidos dngulos de wn tridngulo-son iquales G dos de ofro,
el tercer dngulo del primer tridngulo serd igual al tercer dngulo

(a) 'En adelante representaremos por Rel dngulo recto.
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del sequndo tridngulo: pues ambos dngulos son suplementos
de sumas iguales.

Se llama triangulo equilitero, el tridngulo que tiene sus
tres lados iguales; triangulo isdsceles, el que tienc des lados -
iguales; triangulo escaleno, el que tiene sus tres lados des-
iguales.

Se llama triangulo rectdngulo, el triangulo que tiene un
ingulo recto; triangulo obtusingulo, el que tiene un angulo
obtuso; triangulo acutdngulo, el que tiene sus tres angulos
agudos. .

Los tridngulos acutingulos y obtusingulos se eompren—
den en la denominacion comun de triangulos oblicudngulos.

En un tridngulo rectangulo se llama hépotenusa el lade
opuesto al angulo recto, y los lados del angnlo recto se lla—
man calelos.

Altura de un triangulo es la perpendicular bajada desde
el vértice de un angulo al lado opuesto, que entonces toma cl
nombre de base, 6 & su prolongacion. :

En el tridngulo isésceles se llama base el lade desigual &

. los otros.

Vértice de un triangule es el vértice del angulo opuesto 4

la base. .
4.° - En el triangulo rectingulo los dos' angulos agudos son
complementarios: pues entre los dos valen un angulo recto.

TEOREMA 14 (fig. 24).

Si desde un punto B tomado en un lado de un dngulo agu-
do BAC se baja una perpendicular BD al otro lado, esta perpen—
dicular caerd deniro del dngulo: pues la perpendicular nopue-
de coincidircon el lado BA, y si cayese fuera del angulo, co-
mo en BE, el triangulo BAE tendria el dngulo recto E y el
obtuso BAE: lo que es imposible.

TEOREMA 15 (figs. 25 y 26).
1.°  Si wnlridngulo tiene dos angulosiguales, sus lados opues-
tos son iquales.

2% Siun tridngulo tiene dos dngulos desiguales, al mayor
dngulo se opone mayor lado (u)

(a) Anteponemos este teorema i la igualdad de los tridngulos,
porque es conveniente anteponer el teorema 145 4 la igualdad y si-
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1.° Sea el triangulo ABC (fig. 25), que tiene iguales los

angulos A y C: digo que loslados BC y AB, opuestos 4 di-
" chos angulos, son iguales. { :
Bajo desde el punto B la perpendicular BDal lado opues-
to, y doblo la figura por la BD; caerd la CD sobre la DA, por
ser iguales los angulos ADBy CDB; la BC caeré sobre la BA,
por ser iguales los angulos ABD y CBD, como complemen-
tos de los iguales A y C; luego el punto €' caerd sobre el
punto 4, y por consiguiente los lados AB y BC son iguales.
2.° Sea el triangulo ABC (fig. 26), en el cual el angulo
A es mayor que el C: digo que el lado BC es mayor que
el AB. ;
Tiro por ¢l punto A una recta AD que-forme con la AC
un angulo DAC=C: los lados ADy DC del tridngulo ACD se-
ran iguales [1.°]. En el tridngulo ABD tenemos AD--DB>
ABj luego GD4-DB>AB, 6 CB>AB.

Reciproco. 1.° '§i un tridngulo’ ABC (fig. 25) tiene dos -
lados iguales AB y BC, los dngulos opuestos C y A son
tquales. : ‘

2.°  Si un tridngulo ABC (fig. 26) tiene dos lados desigua-
les, al mayor lado se opone mayor dngulo.

4.° " Silos dngulos'A y € no fuesen iguales, seria el uno,
A por ejemplo, mayor que el-otro C; y por consiguiente
[2.°] el lado BC seria mayor que el AB; lo que es contrario
& lahipotesi, y por consiguiente absurdo: luego A=C.

2.° Si el dngulo 4 no fuese mayor que el G, seria igual
al € 6 menor que el C: si fuese ‘igual al C, el lado BC seria
igual al lado 4B; lo que es contrario & la hipétesi. Si el
dngulo A fuese menor que el G, seria el lado BC menor que
el AB; lo que tambien es contrario & Ja hipétesi: luego A>C.

Corolarios. 1.°  El tridngulo equildtero tiene sus tres dn-~
gqulos iguales; pues lo son sus tres lados. Por consiguiente
cada uno de sus angulos valdra 1 de dos rectos, 6 3 de un
recto.

2.°  La altura del tridngulo isésceles divide en dos dngulos
iquales al dngulo del vértice: pues dichos dos angulos son
complementos de los angulos iguales de la base.

metria de dos dngulos,triedros, y prociramos siempre guardar la ana-
logia entre la geometria plana y la del espacio.
2
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TEOREMA 16:(fig. 27).

Dos tridngulos ABC, DEF 'son fguales, ‘cuando tienen dos
lados respectivamente iguales, AB=DE, AC=DF, ¢ igual ¢l
dangulo comprendido, A=D. ; :

Goloco el tridngulo DEF sobre el ABC, de modo-que el
lado DF coincida con su igual 4C, y que-el punto E caiga
hacia elymismo lado de larecta 4C que el punto B. El lado
'DE caera sobreel AB, porser iguales los-dngulos A y D por
suposicion; el punto E caera sobre el B, por ser iguales los
lades. DE 'y AB por suposicion; luego los lados .EF y BC,
‘que lienen unos mismos estremos, coineidirdn ;y por tanto
los triangulos son iguales.

Nota. - Tantoenesle caso de igualdad de tridngulos, como
en los siguientes, los dngulos iguales en ambos tridngulos es-
tan opuestos & lados iguales, y al contrario.

“TEOREMA 17:(flg. 27)

Dos tridngulos ABC, DEF son dquales, cuando tienen un
lado igual, ACG=DF, adyacente & dos dangulos respectivamente
iguales, A=D, C=F. _

Coloco el tridngulo DEF sobre el 4BC, de modo que el
lado DF coincida con su igual AC, y que el punto E caiga
hacia el mismo lado de AC que el punto B. Por ser iguales
los dngulos A'y D, el lado DE caerd sobre el lado AD; y
(por ser iguales los éngules Cy F, el lado FE caera sobre el
- lado CB: luego el punto E caera sobre el.punto B, y por con-
siguiente los tridngulos son iguales.

TeonEMA 18 (fig. 28).

Dos triingulos ABC, DEF son fquales, cuando tienen sus
tres lados ‘respectivamente tquales, AB==DE, AC==DF, B(=
EF. . |

Coloco el tridngulo DEF de modo que uno de sus lados
DF coincida con su igual AC, y que el vértice & caiga en (r
a diferente lado de AC que el vértice B. La igualdad de los
dos tridngulos quedard demostrada, si hacemos ver que los

angulos ABC y AGC son iguales [Teor. 46].



19

Tiro la recta BG: puede suceder que el punto en que
corta 4 la AC esté entrelos puntos A y C(fig. 1), esté en uno
de sus estremos C (fig. 2), 6 esté en la prolongacion de la
recta AC (fig. 5). ' \

1.° En los tridngulos ABG , CBG , en que los lados AB y
AG, BCy GC son iguales, el angulo ABG=AGB; el dngulo"
CBG=CGB [Teor. 15, Recip. 1.°]; luego

ABG +CBG=AGB--CGB,
6 : ABC=AGC.

2.° En el tridngulo ABG, en que los lados' AB y AG son

iguales, el angulo B=G. Tt

3.° En los tridngulos ABG y CBG, en que los lados AB

v AG, CBYy (G son iguales,. el dngulo ABG==AGB, el an-
gulo CBG=CGB : luego

ABG—CBG=AGB—CGB,
6 ABC=AGC.

TeoREMA 49 (fig. 29).

Dos tridngulos rectingulos ABC , DEF son dquales, cuando
tienen las hipotenusas BC'y EF iguales, y un cateto AC del uno
tgual & un cateto DF del otro. :

Coloco'el triangulo DEF, de modo que eoincidan los'dos
catetos iguales ACy DF, y que el punto E caiga en G & di-
ferente lado de AC que el punto B: la recta Al sera prolon-:
gacion de AB [Teor. 3, Recip.]. En el tridngulo isésceles BCG
el angulo GCA—=BCA [Teor. 15, Corol. 2.°]; luego [Teor. 16] -
los triangulos ABC'y AGC 6 DEF son iguales.

19. Nora. Ocurre 4 menudo tenér que demostrar que
dos rectas son iguales, 6 que dos angulos son iguales; y esto
se conseguira en adelante, haciendo que dichas'dos rectas,
6 que dichos .dos'angulos, correspondan & dos tridngulos
iguales. fi -

TEORENA 20 (fig. 30).

Si dos tridngulos ABC, DEF (fig. 1) tienen dos lados res—
peclevamente iguales, AB=DE ,-AC=DF, y el dngulo A com-
prendido por los dos lados del primero es mayor que el dngulo
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D. comprendido por los dos lados delsequndo, el -tercer ladoBC
del primer-tridngulo serd moyor que el tercer lado EF del se~
undo, 0
. Coloco el triangulo DEF en ACG, es decir, de modo que
el lado DF coincida con su igual AC, y que los dos triangulos
queden 4 diferente lado dela recta AC. Tiremosahoralarec-
ta AH que forme dos angulos iguales con las dos rectas ABy
AG: siendo el 4ngulo BAG>CAG porsuposicion, la bisectriz (a)
AH caera dentro del angulo BAC; y cortardal lado BC en un
punto H. Tirando abora la GH, los dos tridngulos BAH y
‘GAH, que tienen el lado AH comun, el lado AB=AG por hi-
potesi, 'y el angulo BAH=GAH por construceion, son igua-
les; luego BH=GH. Mas en el tridngulo GHC es GH--HC>
GC; luego BHA-HG>GEG; 6 bien BC>EF. -
Si lositres puntos By Cy G (fig. 2) estan cn linea rec-
ta, serd BC>BH, 6 BC>GH;luego con mayorrazon BC>GC.
“Reciproco. 8¢ dos tridngulos ABC, DEF (fig. 1) tienen
dos lados respectivamente dguales, AB=DE, AC=DF, y e
tercer lado BG del primero es mayor ‘que el tercer lado EF del
segundo, el dngulo A opuesto al lercer lado en el primer tridn-
qulo, serd mayor que el dngulo D opuesto al tercer lado en el se-
gundo tridgngulo. ‘ '
Si el dngulo A no fuese mayor que el D, seria A=D, 6
seria A<D, En el primer caso, los tridngulos ABC, DEF se-
rian iguales [Teor. 16]; y por consiguiente seria BC=EF,
contra la hipétesi. En el segundo caso, segun el teorema di-
recto, seria el lado BC<EF; lo que tambien es contrario 4
la hipétesi: luego 4> D, |

TeoREMA 21 (fig. 31).

La perpendicular BA: bajada ¢ una recta DF desde un pun-
to B tomado. fuera de esta recta, es menor que cualquiera oblicua
BG tivada desde dicho punto @ la recta. :

Siendo el tridngulo. ABC recténgulo en A, €l dngulo AGB
serg agudo, y por tanto serd menor que el recto BAC; lwego
{Teor. 18, 2.°] BA<BC.

(a) " Se Hama bisectriz de un dngulo, la recta que divide al dingule
en dos partes iguales,
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Reciproco. La recla mas corta que se puede tivar desde
un punto d otra recta’, s’ perpendicular d esta: pues si no lo
fuese, se podria bajar desde dicho punto una perpendicular
&'la recta, y'esta perpendiculan seria’la'mas ‘corta), ‘contra
lo supuesto. {

20. Se llama disfancio de 'un punto 4 una recta la per—
pendicular bajada desde dicho punto a la reeta.

TEOREMA 22 (fig. 32.)

Si desde un punto tomado fuera de una recta se tiran
una perpendicular y varias oblicuas: 1.° Las oblicuas, que
se aportan tqualmente de la perpendicular, son iquales. 2.° De
dos oblicuas, la que se'aparta mas de la perpendicular, es mayor.

1.2 Sean las oblicuas BC y BD, y sea AC==AD); digo que
BC=BD. Los tridngulos rectangulos BAD'y BAC son igua-
les [Teor. 16]; luego BD=BC. ;

2.? Sean las dos oblicuas BD y BE, y sea AC>AD; digo.
que BE>BD.

Tomo AC=AD y tiro BC que sera igual & BD', porque-
dichas rectas BD y BC son oblicuas que se apartan igual-
mente de la perpendicular. Los dngulos BCAy BEA son
agudos, por ser recto el angulo BAE [Teor. 43, Corol. 2.°];
luego el angulo BCE sera obtuso, y por consiguiente mayor.
que el BEC: luego [Teor. 15, 2.°] BE>BC, 6 BE>BD. |

Corolario. ' Desde un punto lomado fuera de wuna recta 'tio
se pueden tirar 4 la recla mas que dos oblicuas-iguales: pues
otra oblicua que se tirase, se apartaria de la perpendicular
mas § menos que las primeras, y por consiguiente seria ma-
yor 6 menor. :

Reciproco. 1.°  Las oblicuas iguales se.apartan tqualmente
de ln perpendicular. ' ‘

2.°  La mayor de dos oblicuas se aparta de la perpendiculur
mas que la menor.

1.° Sean las dos oblicuas iguales BD y BC: digo que
AD=AC.

Si AD no fuese igual 4 AC, seria mayor 6 menor que AC.
Si AD fuese mayor que AC, seria BD >BC [Teor. 22, 2.°];To
que es contrario 4 la hip6tesi, y por consiguiente absurdo.
Si AD fuese menor que AC, seria BD<BC [Teor. 22, 2.°T:.
lo que tambien es contrario & la hipdtesi.
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Luego AD=AC. .
2.° Sea la oblicua BE mayor que la BD: digo que EA
sera mayor que AD. s . .

; Si EA no foese mayor que AD, seria igual & AD, 0 seria
menor que AD. Si EA fuese igual 4 AD, seria BE=BD
[Teor. 22, 4.°]s lo que es contrario 4 la hipétesi. Si EA fuese
menor que AD, seria BE<BD [Teor. 22, 2.°]; lo que tam-
bien es contrario 4 la hipétesi.

Luego AE>AD. '

21. Nora. Generalizando el método de demostracion em-
pleado. en este reciproco , seguido tambien en los reciprocos
de los teoremas 15 y 20, pedremos. establecer el siguiente
pringipio, N

Cuando en uno ¢ varios teoremas se hayan hecho todas las
hipdtesis posibles sobre wh mismo sugeto, y das conclusiones res-
pectivus sean todas diferentes, los reciprocos de dichos teoremas
son ciertos. ' :

En adelante advertiremos cudndo uno 6 mas reciprocos
se hallan en este caso, y esto solo bastard para estar seguros
de su certeza; pero serd conveniente que el lector los de-
muestre, como acabamos de demostrar el Gltimo reciproco.

TeorENA 25 (fig. 53).

1% Todo punio D, que esté en la perpendicular CD levan-
tada d.uns recta AB en su punto medio G, equidista de los es-
tremos A y B de dicha recta,

2.° Todo punto E, que esté fuera de la perpendicular CD
levantada & una recta AB en su punto medio C, no equidista de
los estremos de la recta.

1.% . Las rectas DA y DB son iguales, ‘por ser oblicuas
que se apartan igualmente de la perpendicular €D, 6 porque
los tridngulos ADC y BDC son iguales.

2.° Tirola BD, y tengo en el tridngulo BDE, BD--
-DE>BE; pero BD=AD; luego AD+ DE>BE, 6 AE>BE.

Reciproco. 1.°  Todo punto, que equidiste de los estremos
de una recta, estd en la perpendicular. levantada & dicha recia :
en sy punio medio: A aivan Db -

2.° . Todo punto, que no equidiste de los estremos de una

recta, esid fuera de la perpendicular lovantada G dicha recta
en su punto medio [21],
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TEOREMA 2k (fig. 34).

8i una recta CD- tiene dos puntos Gy D, de-los- que cada-
uno equidista de los estremos A y B de-oira recta AB, es per-
pendicular d esta, y-la divide en dos partes dguales.

Si en el punte medio de la. AB levantamos una perpen-
dicular 4 esta recta, dicha:perpendicular pasara por los pun-
tos: C'y D; por hallarse cada uno de estos puntos & igual dis-
tancia de-los puntos Ay B [Teor. 23, Recip. 1.°]; luego dicha
_perpendicular y la reeta CD, que tienen dos puntos comunes,
seran una misma recta; y- por tanto la CD ¢s perpendicular
ala AB, y ladivide en dos partes iguales (a).

TEOREMA 25 (fig. 35).

1

1.> Todo punto E que esté en la bisectriz CD de un dngulo
ACB, equédista de los lalvs AC y BC de dicho dngulo.
2.° Todo punto I inlerior d un dngulo ABC, y que esté
fuera de la bisectiiz CD del dngulo, no equidista. de los lados
AC y BC de diche dngulo.
1.° Las perpendiculares EF y EG (fig. 1) son iguales,
porque los tridngulos ECF y ECG tienen comun el lado CE,
los angulos:en C iguales por suposicion, y los angulosen E
iguales, por ser complementos de los iguales ‘en C: luego
[Teor. 17] estos triangules son iguales; luego EF=EG.
2.° Siendo el angulo BCD agudo, por ser 'mitad del an-
guloABC, el 4ngulo HCBsera agudo conmayor razon; luego
[Teor. 44] la perpendicular HI caera dentro de dicho angulo
HCB, 6 lo que es igual, el pie I dédicha perpendicular cae-
rd sobre el lado CB. :
Como el dngulo HCA puede ser agudo, recto @ obtuso, el
pie F de la perpendicular HF podra caer sobre el lado AC,
0 enel punto €, 6 en la prolongacion del lado AC.
Si el pi¢ de la perpendicular HF cae sobre el lado AC,

(_f,‘)' Bs fdcil demostrar este teorema, sin fundarse en el anterior,
guiandose por la nota [197, ‘es decir, Tunddndose solamente en la igual-
dad de los trigngulos.
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tirando EG perpendicular 4 CB, y juntando los puntos Hy G,
tendremos [1.°] EF=EG ; pero EG-EH>HG; luego

EF--EH>HG, 6 HF>HG;

y como HG>HI, serd con mayor razon HF>HI. !
Si el pie de la perpendicular HF cae en C{fig. 2), sera
[Teor. 2] CH>HI. i
Si el pie F' cae en la prolongacion del lado AC (fig. 3),
tenemos [Teor. 21] HI < HG;luego con mayor razon HI<HF.
Reciproco. 1.° Todo punto interior & un dngulo, que
equidiste de los lados del dngulo, estd en la bisectriz de dichodn-
lo. ;
. 2.°  Todo punto énlerior & un dngulo, que no equidiste de
los lados del dngulo, estd fuera de la bisectriz de dicho dngu-
lo [21].

CAPITULO II.

Poligonos en general,

TEOREMA 26,

La suma de todos los angulos de un poligono convexo es dgual
& tantas veces dos dngulos rectos como lados tiene el poligono
menos dos.

Tiremos desde uno de los vértices diagonales & todos los
demas, las cuales dividiran al poligono en tridngulos: cada
uno de los dos tridngulos estremos tendra dos lados del poli-
gono, y cada triangulo interior tendra un solo lado del peli-
gono; luego dichas diagonales dividen al poligono en tantos
tridngulos como lados tiene el poligonomenos dos. La suma
de los &ngulos de todoslos tridangulos es igual 4 la sumadelos
dngulos del poligono; y como la suma de los dngulos de un
tridngulo es igual a dos rectos, la suma de todos los dngulos
del poligono serd igual & tantas veces dos rectos como triin-
gulos hay, es decir, como lados tiene el poligono menos dos.

Nora. Sin es el numero de lados v por consiguiente el
nitmero de angulos del poligono, la suma de todos sus Angu-
los serd 2R(n—2)==2Rn—"4R, :
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Corolario. La suma de los cuatro dngulos de un cuadrilitero
es igual & cuatro dngulos rectos.

TeoreMs 27 (fig. 56).

Lo suma de todos los dngulos esteriores, que resullan pro-
longando en un mismo sentido todos los lados de un poligono, es
dgual & cuatro dngulos rectos.

En efecto, cada uno de los 4ngulos esteriores y su adya-
cente interior suman 2 rectos: luego la suma de todos los
angulos interiores y esteriores valdra lantas veces 2 rectos
como lados tiene el poligono; suma que, segun el teorema
anterior, escede en dos veces 2 rectos 4 la de los angulos in-
teriores; luego la suma de los 4ngulos esteriores es igual &
dos veces 2 rectos 6 & 4 rectos. ;

Nora. Haciendo uso del lenguage algébrico, se demos-
trard este teorema como sigue:

Siendo m el nimero de dngulos, 2Rn sera la suma de los
angulos interiores y esleriores, restando de esta suma la de
los dngulos interiores, que es 2Rn—A4R, resultard la suma
de los angulosinteriores 2Rn— (2 Rn—4R)=2Rn —2Rn-4-4R
=A4R.

22, Se llama paraleldgramo el cuadrilitero cuyos lados
opuestos son paralelos.

TEOREMA 28 (fig. 37).

Los ludoes opuestos de un paralelogramo son iguales.

Sea el paraleldgramo 4BCD: digo que los lados opuestes
AB 3(2‘ CD son iguales, como tambien los lados opuestos AD
y BC. :

Tiro la diagonal BD; los dos tridangulos ABD y BDC tie-
nen comun el lado BD, los 4ngulos ABD y BDC iguales, por
ser alternos entre paralelas,’y los dngulos ADBy CBD iguales
porla misma razon; luego dichos tridngulos soniguales; luego

Altura del paralelbgramo es la perpendicular bajada des-
de un punto de uno de sus lados al lado opuesto, el cual en-
tonces toma el nombre de base.

Corolario,  Todos los puntos de una recte equidistan de su
paralela.
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TEOREMA 29 (fig. §7).

Si los lados opuestos de un cuadrilitero ABCD son dquales
dos @ dos, AB=CD, AD==BC, serdn tambien paralelos dos
¢ dos. i

Tiro la diagonal BD: los dos triangulos ABD y €BD tie-
nen sus treslados iguales respectivamente; luegodichos trian-
gulos son iguales; y por tanlo el dngulo ABD=BDC; luego
[Teor. 7] AB y D( son paralelas. Tambien ¢l 4ngulo ADB=
CBD; luego BCy AD son paralelas.

TEoREMA 30 (fig. 37). A

Si dos lados opuestos AB y CD de wn cuadrilitero ABCD
son iquales y paralelos, los otros dos lados AD y BC son tam-
“ bien iquales y paralelos.

Tiro la diagonal BD: los dos tridngulos ABD y DBC tie-
nen comun ¢l lado BD, el lado AB=DC por hipétesi, v el
angulo ABD=BDC por alternosentre paralelas; luego [ Teo-
rema 16] estos triangulos son iguales; luego 4 D=RBC, y ade-
mas el angulo ADB=DBC; luego AD y BC son paralelas.

TEOREMA 31 (fig. 38).

Las diagonales AC y BD de un paraleligramo se cortan mij-
tuamente en dos partes igquales.

Los triangulos ABO y CDO, que tienen los lados AB y
CD iguales [Tevr. 28], los 4ngulos ABO y CDO iguales por
ser alternos entre paralelas, y los dngulos BAO y DCO igua-
les por la misma razon, son iguales [Teor. 17]; luego A==
€O y BO=D0.

25.  Se llama paralelogramo rectingulo, 6 simplemente
rectdngulo, el paralelégramo, cuyos angulos son rectos.

Si se considera como base uno de los lados del rectangu-
lo, la altura es el lado adyacente.

Cuadrado esun rectangulo, cuyos cuatro lados son iguales.

TEOREMA 32 (fig. 39).

Dos pamleldgramos ABCD, E¥GH, que tienen dos ludos
respectivamente iquales, AB=EF, AD=EH, ¢ iqual o angulo
comprendido, A=E, son iquales.
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Coloco cl ‘paralelégramo’ EFGH sobre el ABCD, de mna-
nera.que los dos dngulos iguales 4 y E coincidan: el punto-
F caerd entonces sobre el punto B, por ser EF=AB por hi-
pétesi; el punto H caera sobre el D, por ser EH=AD por
hipotesi: la recta HG caera sobre la DC, porque los 4ngulos
H'y Dson iguales, como suplementos de los iguales 4 y E
(Teor. 9, Recip. ]. Por la misma razon larecta F; caera so-
brela BC, y por tanto el punto G caerd sobre el punto C; lue-
go los dos paralelogramos coinciden, 6 son iguales.

Corolario. Dos rectingulos de igual base y de igual altura
son iquales. : ;
TEORENA 33 (fig. 40).

Las diagonales AC y BD de un rectdngulo son iquales.

Los triangulos rectingulos ABD y ACD son iguales, por
tener el lado AD comun & los dos, é iguales los lados AB y
CD; luego AC=BD.

Se llama rombo un paralelégramo cuyos cuatro lados son
iguales, y cuyos dngulos no son rectos.

' TEOREMA 35* (fig. 41).

Las diagonales AC y BD de un rombo son perpendiculures
entre si: pues el punto A equidista de B y D, y el punto G
equidista tambien de B y D; luego [Teor. 24] AC es perpen-
dicular &4 BD. bt ' :

24. Se llama trapecio un cuadrilatero ABCD (fig. 42) que
tiene dos lados paralelos, y los otros dos no.

Los dos lados paralelos de un trapeciose llaman bases del
trapecio.

Altura del trapecio es la perpendicular bajada desde un
punto de una base 4 la otra.

. TEOREMA 34 (fig. 42).

La recta EF que une los punios medios c'e los lados no pa—
ralelos de un trapecio es: 1.° paralele & las bases BC y AD;
2.° dgual & su semi-suma.

1." Tiro por el punto F la HG paralela al lado BA,y pro-
longo la base BC hasta que encuentreen G & la HG: los trian-
gulos CFGy HFD son iguales[Teor. 17]; luego GF=HF.
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Luego GF es mitad de GH, 6 de su igual AB; y por tanto
GF=BE. Luego ¢l cuadrilitero BGFE tiene iguales y para-
lelos los lados EB y FG; luego [Teor. 30] la recta EF ‘es
paralela 4 la BG, y por consiguiente & la AD.

3.° Siendoiguales los tridngulos CGF y DFH, tendrémos
CG=DH.

Ahora, EF=BG=BC-|-CG,
y EF—=AH=AD—DH;
luego 2EF—=BC+{-AD,
Y por consiguiente . ;
E F:B C—I;AD 3

cgp=-
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Circulo.
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CAPITULO 1.

Lineas rectas en el circulo.

TEOREMA 35.

UNA recla mo puede cortar 4 una circunferencia mas que en
dos puntos; pues si la cortase en mas, tirando radios 4 dichos
puntos, se tendrian tiradas desde el centro & la recta mas
que dos rectasiguales; lo que es imposible [Teor. 22, Gorol. ].

TEOREMA 35 * (fig. 43).

El didmetro AB es mayor que cualquiera otra cuerdn DE.
- Tiro los radios €Dy CE a los estremos dela cuerda
DE; y tendré en el triangulo DCE, DG-CE>DE; y como
DC--CE=AB, sera AB>DE.

TEOREMA 36.
Dos circunferencias de igual radio son iguaiss: pues colo=
cando la una sobre la otra, de modo que sus centros coinei-
dan, lascircunferencias coincidiran por ser sus radios iguales.

TROREMA 37 (fig. 43 -

Todo didmetro AB divide d la civcunferencia y al circulo
en dos partes iquales.
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Doblando el circulo por el diametro AB, ¢l arco ADB de-
bera coincidir con el AEB; pues si algun punto del arco
ADB cayese fueradel arco AEB, no serian iguales todos los
radios de este circulo.

TEOREMA 38 (fly. 44).

Tres puntos A, B y C, que no-esidn en linea recta, determi--
nan lo posicion de una circunferencia; 6 lo que es igual, por
ires puntos que no estdn en linea.recia puede pasar una circun-
ferenciu, y no puede pasar mas que una.

Juntemos por medio de las rectas AB y BC los tres puntos
A, By C, y en los puntos medios de estas dos rectas levante-
mos las DE y I'G perpendiculares & dichas dos rectas: estas
perpendiculares se ‘encontrardn; pues si fuesen paralelas,
siendo AB perpendicular & DE, tambien seria perpendicular
' 4 FG, pero BC es perpendicular a FG; luego por un punto
B se podrian tirar dos perpendiculares BA y BC 4 una recia
FG; lo que es imposible. Ahora el punto O equidista de los
estremos 4 y B de la recta AB [Teor 23, 1.°], éigualmente
el punto 0 equidista de los estremos B y C de la recta BC;
luego el punto O equidista de los tres puntos A, By C;luego
haeciendo centro en 0"y describiendo ¢on el radio 04 una’ eir-
cunferencia, pasara esta por los tres puntos 4, B'y C. Luego
por tres puntos que no estan en linea recta puede pasar una
circunferencia. :

De mostremos ahoraque por tres puntos' que no estin en
linea recta no puede pasar mas que una sola circunferencia.

Imaginemos que por los tres puntos A, By C pase otra
circunferencia diferente de la primera: lasrectas 4B y BC se-
ran dos de sus cuerdas, y su centro, que debe equidistar de
los puntos A, B y C,se hallard & un mismo tiempo en las dos
perpeadiculares DE y FG levantadas a las rectasAB y BCen
sus puntos medios [ Teor. 23, Recip. 1.°]; luego su centrosera
el punto 0, el mismo que el de la primera circunferencia.
Como ademas OA es un radio de la segunda circunferencia,
esla segundacircunferenciay la primera tienen el mismo cen-
tro y el mismo radio, y por tanto coinciden. Luego por tres
puntos que no estan en linea recta no puede pasar mas que
una sola eircunferencia.

Nora., Silos tres puntos dados estuviesenen linea vecta, Ia
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circunferencia no podria pasar por ellos; pues esti demostra—
do [Teor. 55] que una recta y una circunferencia no pueden
tener tres puntos. comunes. :

Corolario.  Dos circunferencias no pueden cortarse mas que
en dos punfos: pues si tuviesen fres puntos comunes, coinci-
dirian, segun acabamos de demostrar.

25. Una cuerda AB (fig. &5) de un circulo corresponde
4 dos arcos AMB y AGB, los cuales componen loda la cir—
cunferencia. Pero cuanto digamos en adelante del arco que
corresponde 4 una cuerda, 6 que una cuerda subtiende, se
referira al menor de los dos arcos.

TEOREMA 89 (figuras 45 y 46).

En circulos iguales 6 en un mismo circulo: 1.° Sidos ar-
cos son fquales, sus cuerdas son tambien iquales. 2.° Si dos ar-
cos son. desiquales., el mayor tiene mayor cuerda. ; |

1.° ' Sean los dos arcos iguales AMB y CND (fig. 45) de
dos circulos ignales: digo que sus cuerdas AB y CD son
iguales. ,

Coloco el cireulo P sobre su igual 0, de modo que sus
‘centros coincidan, y que el punto € caiga sobre el punto A:
las dos circunferencias coincidiran [Teor. 56]; y como los
dos arcos AMB y CND son iguales por hipdtesi, el punto D
caerd sobre el punto B; luego las cuerdas AB y CD, cuyos
estremos son los mismos, son iguales.

Silosarcos iguales AMBy EGF son de un mismo circulo,
acabamos de ver que CD==AB, y por la misma razon CD=EF;
luego AB=EF.

2.° Sean los dos arcos desiguales AMB y CND (fig. 46),
siendo este el mayor de los dos: digo que la cuerda CD es
mayor que la AB. .

Tomo desde el estremo A del arco menor un arco AME
igual al mayor CND, tiro la cuerda AE y los radios OB y OE:
las cuerdas AE y CD son iguales, segun acabamos de demos- -
trar. Ahora, en los tridngulos OIE, AIB tenemos

OI+IE>O0E,
AI--IB>AB:
sumando estas dos desigualdades, serd
OB+AE>0E--AB,
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quitando de los dos miemhros las partes iguales OB y O,
_resulta AE>AB, 6 bien CD>AB ().

Reciproco.  En un mismo circulo 6 en circulos ignales:

1.° Cuerdas iquales subtienden 4 arcos iguales.

2.°  La mayor cuerda subliende d mayor arco. [21].

Nota. Aunque los arcos crecen creociendo las cuerdas,
no se verifica que los arcos sean proporcionales 4 las cuer-
das ; pues si se toma un arco duplo de otro, se vera que st
cuerda es menor que el duplo de la cuerda del primero.

26. Se llama tangente 4 una circunferencia una recta que
solo tiene un punto comnn con la circunferencia. Este pun«
to se llama punio de contacto.

La existencia de esta recta se demuestra por la proposi-
cion siguiente.
' TEOREMA 40 (fig. 47).

La perpendicular AB al radio, en el punto en que este corta
& la circunferencia, es tangente 4 esta circunferencia,

Siendo la OC perpendicular 4 la AB, es menor que cual--
quiera otra recta OA tirada desde el centro 4 la AB; luego el
punto A esta fuera del circulo ; y como lo que acabamos de
demostrar del punto A, se aplica & cualquier otro punto de
la AB, escepto al punto C, se infiere que la recta AB es tan-
gente 4 la circunferencia.

Reciproco. La tangente AB & una circunferencia en un
- punto C es perpendicular al radio OC tirado al punto de con—
tacto.

Siendo AB tangente , tendra todos sus puntos fuera del
circulo, escepto el punto C; luego el radio OC esla recta
mas corta que se puede tirar desde el centro & la tangente;
luego [Teor. 21, Recip.] el radio OC es perpendicular 4 la
tangente. i

Corolario. En un punto G de una circunferencia no se
‘puede tirar mas que una langenle; puesto que la tangente es
perpendicular al radio, y que por un punto de una recta no
se puede levanlar & la recta mas que una sola perpendicular
[Teorema 17.

(@) Puede darse otra demostracion muy sencilla de esle teorema,
funddndose en el teorema [20].
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TeoneMA &1 (fig. 48).

El didmetro D perpendicular & una cuerds AB  divide &
esta cuerda y & los dos arcos que ella subtiende en dos partes
iquales.

Tiro los radios CA y CB, los cuales seran dos oblicuas
iguales con respecto & la cuerda AB; luego [Teor. 22, Reci-
proco] AE=EB. :

Siendo la DF perpendicular 4 la AB en su punto medio
E, seran iguales las cuerdas AD, BD, y las AF, BF; luego
]o;1 arcos AD y DB serin iguales, y tambien los arcos AF y
BF (a).

Nora.  La perpendicular levantada @ una cuerda en su punto
medio pasa por el centro; pues el centro equidista de los estre-
mos de la cuerda [Teor. 23, Recip.]

TeoREMA 42 (fig. 49).

Los arcos comprendidos enire paralelas son iguales {
1.= caso. Sean ABy CD dos cuerdas paralelas; tirando
el dismetro EK perpendicular & una de estas cuerdas AB,
sera tambien perpendicular & su paralela CD [Teor. 6, Re-
clproco); luego, segun el teorema ultimo, serénigualeslosar-
cos AE y BE, como tambien los CE y DE; y por tanlo sus
diferencias AC y BD seran iguales.

2.° caso. Sean paralelas Ja tangente FG yla cuerda CD:
tirando el diametro EK al punto E de contacto, serd per~
pendicular 4 la tangente y & su paralela la cuerda CD; lue |
go los arcos CE y DE son iguales.

3 caso. Sean las paralelas las dos tangentes FG y HI:
tirando una cuerda CD paraleladuna de lastangentes, y por
consiguiente & la otra, seriniguales, segun acabamos de de-
mostrar, los arcos GE y DE, CK y DK luego lassumas ECK
¥y EDK son iguales.

(&) Este teorema pudiera demostrarse siguiendo el método quein-
dica la nota [19]. T 4 :

3]
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TEOREMA 43 (fig. 5O).

‘En un mismo circulo 6 en circulos iguales:

4.°  Dos cuerdas iquales AB y CD equidistan del centro.

2.° 8idos cuerdas AG y CD son desiquales , la mayor dista
smenos del centro.

Tirando los radios A0y CO; los tridngulos rectangulos
‘OAE y OCF que tienen iguales las hipotenusas 0A y OC, é
‘iguales tambien los catetos AE y CF, por ser mitades de
~cuerdas iguales, son iguales [Teor. 19]; luego O E=0F.

-2.° Siendo la cuerda CD menor quela cuerda AG, el ar-
-co CD es tambien menor que el arco ABG: tomo pues sobre
este arco el A8 igual al CD, y tiro la cuerda AB, la cual es
igual 4 la CD [Teor. 59, 4.°], y por consiguiente dista del
centro lo mismo que esta. Ahora bien, la OK es oblicua ala
AG, y por consiguiente OR<OK; luego con mayor razon
OR<OE, 6 bien OR<OF. :

Reciproco.  En un mismo circulo 6 en circulosiguales:

1°  Dos cuerdas equidistantes del centro son iguales.
2.°  De-dos cuerdas, la que menos dista del centro, es ma-
yor' T217.

CAPITULO II

e

dnterseccion y contacto de dos circunferencias.

~ e—

'TEOREMA &4 (fig. 51).

Si dos circunferencias C y ¢ tienen un punio comun A fuera
de la rectn Ce que une sus centros, tambien tendran otro punto
comun.

- Bajemos desde el punto A la perpendicular AP 4 larecta
Cc, tomemos en su prolongacion unaparte PB igual 4laAP,
“y tiremos las rectas CA y CB, ¢A y cB. Las rectas CA y CB
son iguales [Teor. 22, 1 °J; luego el punto B corresponde &
la circunferencia'C. Tambien las cA y ¢B son igunales; lue,ﬁo
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el punto B corresponde & la circunferencia ¢; luego el pun-
to B es comun a las dos circunferencias.

Corolario. Si dos circunferencias tienen un solo punto €o—
mun, este punto estd en lo recta que une los centros; pues si di-
cho punto estuviese fuera, las dos circunferencias tendrian,
segun el teorema, dos puntos comunes, eontra la hipétesi.

TEOREMA 43.

1.° 8i dos circunferencias se cortan, (a distancia de los cen—
tros es menor que lo suma de los radios y mayor que su di-
ferencia.

2.°  Si dos circunferencias se tocan esteriormente, la distan-
cia de los centros es iqual d la suma de los radios.

3.° .Si dos circunferencias se tocan interiormente, lo distancia
de los centros es tqual & lo diferencia de los radios.

k.° 8 dos circunferencias son esteriores una 4 otra, la
distancia de los centros es mayor que la suma de los radios.

5.° Si dos circunferencias son inleriores una & otra, lo
distancia de los centros es menor que la diferencia de los radios.

i.° Tiremoslos radios CAy cA(fig. 52) 4 uno de los pun-
tos de interseccion; resultara un tridngulo ACc, en el eual
tendremos [Teor. 12] Ce<CA--cA, y Ce>CA—cA.

2.° Tocandose las circunferenciasen el punto A (fig. 53),
este punlo estd en la recta que une los centros | Teor. 44,
Corol. J; luego Cc=CA-}-eA. :

3.° Hallandose el punto en que las dos circunferencias se
tocan en la linea Cc (fig. 54%) que une los centros [Teor. A4,
Corol.], tendremos Ce=CA—cA. -

4.* Es evidente (fig. 55) que

Ct=CA+-AB--cB;
luego Cc<CA--cB.

5.° Es evidente (fig. 56) que

Ce=—=CA—cB—AB;
luego Cc<CA—cB.

Reciproco. 1.°  8i la distancia de los centros es menor quéd
la suma de los radios y mayor que su diferencia, las circunfe~
rencias se corlan en dos puntos.
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2.2 Si la distancia ds los centros es igual ¢ o suma de los
radios, las circunferencias $e tocan esteriormente. .

3.° 'Si la distancia de los centros es iqual & la diferencia
de los radios, las circunferencias se tocan interiormente.

4.°" 8i la distancia de los centros es mayor que la suma de los
radios, las circunferencius son esleriores una & otra. !

5.°  Sila distancia de los centros es menor que la diferencia
de los radios, las circunferencias son interiores una & otra [21].

¥

‘CAPITULO IiI.

Medida de los dngulos.

27.  Llamaremos arco correspondiente & un dngulo al arco
comprendido entre sus lados, descrito con un radio arbitra-
rio desde el vértice como centro.

TEOREMA 46 (fig. 57).

1.°  Si dos dgulos A yD son dguales, sus dreos correspondiens
tes BC 9 EF descritos con dyual radio son iguales.

2." 8¢ dos dngulos Ay D son desiquales, ol mayor A tiene
mayor arco correspondiente, estando los dos arcos descritos con
fgual radio.

A.° Tiro las cuerdas BC y EF: los tridngulos ABCy DEF
son iguales [Teor. 16]; luego las cuerdas BC y EF son igua-
les, y por consiguiente los arcos BC y EF son iguales [Teo-
rema 59, Recip. 1.°].

- 2% Los tridngulos ABC y DEF tienen los lados AB y AC
iguales & los DE y DF, y ademas el 4ngulo A es mayor que
el B; luego [Teor. 20] la cuerda BC es mayor que la EF:
luego el arco BC es mayor que el arco EF [Teor. 39, Reci-
proco 2.°7. .

Reciproco. 1.° S dos arcos de tqual radio, correspon-
dieirtes G dos dugulos, son iguales, los dngulos son iguales.
#.02.° 80 dos arcos de igual radio, correspondientes d dos angu~
gulos, - sou  desiguales, el mayor corresponde i mayor (n-
qulo [21]. :
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28. Se llama cuadvante la euarta parte de la circunfe-
rencia. §E

TEOREMA % (fig. 58}\

El arco BC correspondiente & un dugulo recto BAC es un
cuadrante. ;

Prolongo el lado AC en sentido contrario al suyo, y ha-
ciendo centro en A, describo con un radio arbitrario AB una
circunferencia: el arco DBC es media circunferencia [Teore-
ma 37]; y comelos dngulos BAC, BAD son rectos y por tan-
to iguales, sus arcos correspondientes B, BD son’iguales;
Iuego BC es la cuarta parte de' la circunferencia.

29.. Se llaman comensurables dos cantidades dé una misma
naturaleza, cuando ticnen una medida comun; esdectr, ¢ uan=-
do existe otra cantidad de la misma naturaleza que esti con-
tenida en las dos un nlimero exacto de veces; y se llaman in-
comensurables, cuando no tienen medida comun (a).

La razon de dos cantidades comensurables de una misma
naturaleza es la de los niimeros de veces que contienen & su
medida comun: pues si las dos cantidades son Ay B, @ su
medida comun, m y » los nimeros de veces que estd conte—

nidaen A y B, serd A=ma, B=na; luego B‘i::ﬂt Sila
na
Unidad, & que se refieren las cantidades A y B, no esta deter-

~ipE { ; A ma
minada, se podrd tomar a por unidad.y entonees T
: J : na

ok Si la unidad 4 que se refieren A y B estd determinada, y
n
es diferente de @, ¢ serd un factor comun a los dos términos

ma fin ; 10,
el quebrado ok ¥ B consiguiente se podrd suprimir di-

cho factor ecomun, y quedaré%-—_—ﬁ.
n

(a) No debe confundirse la }Salabr_a medida comun de dos cantida -
des con la palabra medida de una cantidad (5, Nota).
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Segun esto, la razon de dos cantidades comensurables de
una misma naturaleza es un namero comensurable; luego,
siempre que la razon de dos cantidades de una misma natura-
leza sea un mimero incomensurable, dichas cantidades se-
ran incomensurables.

TEOREMA 48 (ﬁgs. 59 v 60).

Dos dngulos BAC , EDF (fig. 59) svn proporcionales d sus
arcos correspondientes BC, EF trazados con el mismo radio.
Pueden suceder dos casos:1.° que los arcos BC y EF sean
comensurables; 2.° que sean incomensurables.
1. caso. Sea CG la medida comun de los dos arcos; y
supongamos que esté contenida en el arco BC 8 veces, y
en el arco EF 5 veces, tendremos

BC:'EF ' : 85
Tirando radios 4 los puntos de division de los arcos, el
angulo BAC quedara dividido. en 8 4ngulos parciales, y el
angulo EDF quedara dividido en 5 4ngulos parciales: todos

estos angulos parciales son iguales, porque sus arcos corres—
pondientes trazados con el mismo radio son iguales; luego

BAC: EDF: :8:3.
Por consiguiente
BAC : DEF : : BC : EF.

2.° caso.  Si los arcos BC y EF (fig. 60) son incomensu-
rables , imaginemos dividido uno de ellos, por ejemplo, el
EF, en partes tan pequefias como queramos, ¥ que se lleve
una de estas partes sobre el arco CB desde el punto C: el fl-
timo punto de division no podra caer en B, por ser los arcos
BCy EF incomensurables. Sea R el tiltimo punto de division,
y tiremos la recta AR.
Siendo comensurables los arcos RC y EF, tendremos, se-
gun el primer caso,
RAC RC

EDF EF :
Ahora, como el punto R puede aproximarse al punlo B
tanto como se quiera, siendo suficientemente pequeiias las di-
visiones de EF, se inficre' que BC es el limite de la cantidad



39

g Y, 4 ALk BAC
variable RC;: por consiguiente EDF

tidad variable %, ¥y i;% esel limite de la cantidad variable-

es el limite de la can-

.%; : luego, segun el teorema de los limites. [Alg. elem., Nota-

1.* al fin], tendremos

BAC  BC
EDF™ EF %
Nora. Si EDF es la unidad para medir el &ngulo BAC
la primera razon de la proporeion %%:% es [3, Nota)

la medida del angulo BAC; luego la segunda razon-—%,:? es:

tambien la medida del dngulo BAC. Luego lu medida de un
dngulo es lu razon de su arco corvespondiente al arco correspon--
diente al dngulo tomado por unidad. }

Este enunciado se simplificara, tomando por unidad de los-
arcos el arco EF correspondiente al dngulo EDF tomada por

unidad de los angulos; pues entonces la razon %.ﬁes la me--
dida del arco, 6 abreviadamente, es el arco; luego en tal ca--
50, lo medida deun dngulo es su arco correspondiente.

Se toma ordinariamente por unidad de angulos el 4ngulo
recto (a); luego, para que la medida de un angulo sea su ar-
~co, 6 lo que es igual, para que el angulo y su arco corres-
pondiente tengan la misma medida 6 el mismo valor numé-
rico, se tomara por unidad de arcos el cuadrante [Teor. 477.

Para valuar los 4ngulos con facilidad, se dividen el cua-
drante y el dngulo recto en 90 partes iguales llamadas gra-
dos; cada grado se divide en 60 partes iguales llamadas minu-.
tos; cada minuto en 60 partes iguales llamadas sequndos. Los.

(2) En las partes elevadas de las matemdticas se toma. por unidad

é? arigulos un dngulo cuyo-arco correspondiente rectificado es iguak
al radio,
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grados, minutos y segundos se indican respectivamente con

los signos °,’, “. Asi, si un angulo 6 su arco correspondjente,
que sabemos ya tienen la misma medida, es de 40 grados,
25 minutos y 30 segundos, se indicard 40° 25" 30".
80. Dos arcos cuyasuma es un cuadrante, sellaman com-
plementarios ¢ complemento uno de otro.
Dos arcos cuya suma es media circunferencia, se llaman
suplementarios é suplemento uno de otro.
51. Se llama angulo dnscriplo el angulo cuyo vértice esta
en la circunferencia, y cuyos lados son dos cuerdas.

. TioreMA 49 (figs. 61, 62 y 63).

La medida del dngulo fnscriplo es lu mitad del arco compren~
dido entre sus lados.

Pueden suceder tres casos: 1.° que el centro esté en uno
de los lados del d4ngulo; 2.° que el centro se halle compren~
dido entre los lados del dngulo; 3.° que el centro se halle
fuera de dichos lados.

1.° Seael angulo ABC (fig. 61): digo que su medida es
la mitad del arco AC.

Para domostrarlo, tiro el radio A0, y tendremos que el
dngulo AOC esterno al tridngulo ABO es igual 4 la suma de
los angulos ABO y BAO; mas estos dos dngulos son iguales,
porque sus lados opuestos A0 y BO son iguales; luego el
angulo AOC es dobledel angulo ABO, 6 lo que esigual, el 4n-
guloABO es mitad del angulo AOC. Lamedida deeste esel arco
AC: luego la medida del 4ngulo ABC es lamitad del arco AC.

2.° Sea el dngulo ABD (fig. 62):tiro el didmetro BC. L,
medida del dngulo ABC es, segun acabamos de demostrar

%—; y la del &ngulo DBC es %P-; luego la del angulo ABD,

suma de los dos angulos ABC y DBC, sera
AC €D ACHCD  ACD
@i TB bRt @ B o
3.°. Sea el angulo ABE (fig. 63): tiro el diametro BC. La
AC

g
2

medida del angulo EBC es -%C-,y la del angulo ABC es
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luego la del dngulo EBA, diferencia de los dngulos EBC y
, EC—AC, EA
ABC, sera

paias

Corolarios. 1.° Todos los dngulos inscriptos ABC, ADC,
AEC, (fig. 62) que comprenden enire sus lados el mismo arco
AC, son tguales; pues tienen por medida la mitad del ar-
co AC. : ; .

2.° El dngulo inscripto ABC (fig 657), cuyos lados com-
prenden media circunferencia, es recio: pues su medida es la
milad de la media circunferencia, 6 un cuadrante.

TEORENMA 50 (fig. 64).

La medida del dngulo cuyos ludos son una tangenie y una
cuerda, es lo milad del arco comprendido entre sus lados.
Pueden suceder tres casos: 1° que el centro eslé en la
cuerda; 2.° que el centro esté entre los lados del angulo;
3.° que el centro esté fuera de los lados del angulo,
1.° Sea el &ngulo CBD formado por la tangente CB y el
diametro BD: este angulo es reeto [Teor. &0, Recip.]. y por tan-
to su medida esun cuadrante, que es la milad delarco BAD.
2.2 Sea el angulo CBE: liro el didametro BD. La medida

del angulo CBD es l}%, la del angulo inscripto EBD es

%1-); luego la del angulo CBE es BADT_‘_ED- 0 I%F
3.° Sea el angulo CBA: tiro el didmetro BD. La medida

del a’tﬁgulb CBD es &3—[) , ¥ la del dngulo inscripto ABD es
%1-); luego la del angulo CBA es
BAD—AD |, BA

i
9 2

reoneMs 51 (fig. 65).

La medide del dngulo ABD formado por una cuerds AB
y la prolongacion BD de otra cuerda BC es la semi-suma de
tos arcos que las dos cuerdas subtienden.
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Tirada la cuerda AC, serd el dngulo ABD=A4 C[Teor.15,

Corol. 1.°]: lamedida del angulo A es ?gﬁ, y la del dngulo

BEA-LBFC

-

Ces Q‘Z—A; luego la del angulo ABD es

TEoREMA 52 (fig. 66).

La medida del dngulo ABC, cuyo vértice estd entre el cen-
tro y la circunferencia, es la semi-suma de los arcos. AC y ED
comprendidos entre sus lados y las prolongaciones de eslos.

Tiro la cuerda DC: el angulo ABC =D--C; luego la me-
«dida del dngulo ABC serd la suma de las medidas de los an-

; . AC ED,ACH+ED
gulos D y G, es decir, T3'+':T Ooprirgr s -

TEOREMA 52" (fig. 67).

Lo medida del angulo, cuyo vértice estd fuera del circulo, es la

semi-diferencia de los arcos comprendidos entre sus lados.
Pueden suceder tres'casos: 1.° quelos lados sean dos se-

cantes; 2.° una secante y una tangente; 5.° dos tangentes.

1.° Sea el angulo ABC formado por dos secantes: tiro la
DC, y tengo ADC=ABCLC, y por consiguiente ABC=
ADC—C. La medida del angulo ABC serd segun esto la di-
ferencia de las medidas de los angulos ADC y C, esto es,
AC_DE AC—DE

R TR

2.° Sea el angulo CBH formado por una secante y una
tangenté: tiro la cuerda EF. El éngulo CEF=B-}-EFB, y
por consiguiente B=CEF—EFB. Las medidas de eslos dos
angulos son ggylg‘; luego la medida del &ngulo CBF sera
CF —EF
R T :

3." Sea el angulo KBH formado por dos tangentes: tire
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la cuerda GF. El angulo GFH=GBF--BGF , y por consi-
guiente

GBF=GFH—BGF. |
GCF
La medida del angulo GFH es ——, y la del ingulo BGF'

2
7 . GOF—GEF
es g; luego la del angulo GBF sera o

PROBLEMAS

CORRESPONDIENTES A LOS TRES LIBROS PRIMEROS (a).
ex=BliGEs=<

prosLEMA 1 (fig. 68).

En un punto A de una recta CB, levantar una perpendicular
d estn recta.

Toémense sobre la recta dada 4 uno y otre lado del punto
A deos partes iguales AB y AC; haciendo centro en los puntes
B y € describanse con un radio cualquiera, pero mayor que
AB, dos arcos, los cuales se cortardn en dos puntos; desde
uno de dichos puntos D tirese la DA, y esta sera la perpen—
dicular pedida.

En efecto, los dosarcos se cortaran en dos puntos, porque
la distancia BC de los centros es menor que la suma de los
radios; y es mayor que la diferencia de estos, pues en el caso.
actual esta diferencia es cero [Teor. 45, Recip. 1.°]. Ahora,
cada uno de los puntos A y D equidisia de los puntes B y C;
luego [Teor. 241 DA es perpendicular 4 CB.

PROBLEMA 2 ( fig. 69).
En el estremo A de una recta AC, que no se puede prolon-

gar, levantar una perpendicular.
Describase una circunferencia que pase por el punto 4, y

(8) Véase la nota primera al fin de la Geometria.
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corte a la recta AC en un punto €3 tirese el diametro COB
Yy la recta BA, que serd la perpendicular pedida; puesto que
el angulo 4 es reclo [Teor: 49, Corol. 2.°].

rrosLEMy 3 (fig. 70).

Desde un punto D dado fuera de una 'recia AB ; bajar uia
perpendicular & esta recta.

Desde el punto dado D como centro deseribase un arco,
que corte & la recta dada en dos puntos A y B; desde estos
puntos describanse con el mismo radio dos arcos quese cor-
tardn en un punto C: tirese la DC, y esta serd la perpendi-
cular pedida. :

_En cfecto, siendo el radio, con que se han descritolos dos
ultimos arcos, igual al radio AD, y siendo AD--BD>A4B,sera
AC--CB>AB; lucgo la distancia de los centros es menor que
la suma de losradios, y estambien mayor que la diferencia de
estos radios, que en el caso actual es cero: luego [Teor. 45,
RBecip. 1.°] los arcos se cortan en dos puntos D y C. Ahora,
cada uno de los puntos Dy C se halla 4 igual distancia de los
puntos A y B; luego [Teor. 2k] DC es perpendicular 4 AB

PROBLEMA & (fig. 71).

Dada una recta AB de longitud definida, dividirla en dos par—
tes tquales por medio de una perpendicular.

Desde los estremos A y B describo con un radio mayor
que la mitad de la recta AB dos arcos que-se cortardn en dos
puntos Gy D [Teor. 45, Recip. 1.°], tiro la €D, y esta sera
perpendicular & la AB, y la dividira en dos paries iguales;
Ppuesto_que, cada uno de los puntos D y C estd & igual dis-
tancia de los estremos A y B de la recta AB. )

Nora.  Dividiendo del mismo modo cadamitad dela recta
en dos partes iguales, cada una de estas en otras dos, v asi
sucesivamente, se podra dividir la recla en 4,8, 16, etc.wpaz'Q
tes iguales. ;

PROBLEMA B (fig. 72).

“Dado un dngulo A, una recta DF y un punio D en ella , 1i-

rar por este punto otra vecta que forme con la vecla dada un én-
qulo iqual al dado
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Con un radio arbitriario trazo el arco BC correspondiente
al angulo A, y haciendo centro en D trazo con el mismo radio
un arco indefinido: tomo sobre este arco una parte FE igual
al arco BC, y tiro la recta DE, la cual formara con la DF el
dngulo D igual al dado A ; puesto que son iguales sus arcos
correspondientes BC y EF trazados con el mismo radio [Teo-
rema 46, Recip. 1.°].

propLEMA. 6 (fig. 75).

Por un punto G dado fuera de wna recta CD, tivar wna pa-
ralela 4 esta recla.

Haciendo eentro en un punto eualquiera F de la CD des-
ceribo el arco GH, y haciendo en seguida centro en G descri-
bo con el mismo radio el arco indefinido FK; tomo sobre él
una parte F4 igual al arco GH, y tirando la GA, esta sera
la paralela pedida. '

. Para demostrarlo, tiro la GF: serdn iguales los dngulos
DFG y AGF, porque lo son sus arcos correspondientes GH
¥ AF trazados con el mismo yadio; luego [Teor. 7] GA es pa-
ralela a CD. :

PROBLEMA 7 (fig. T4).

Por un punto G dado fuera de una recta CD, tirar otra
recla que . forme con lo - primera un dngulo fgual & un dngulo
dado.

Por un punto cualquiera A de la CD iirese la AH, que
forme con la GD un angulo igual al dado; por el punto G ti-
rese una paralela GI' a la AH, y la GF sera la recta perdida.

En efecto, el dngulo GFD=HAD, por ser correspondien-
les.entre paralelas; pera HAD esigual al angulo dado; lue-
go el dngulo GFD es tambien igual al 4ngulo dado.

rrosLEMA 8 (fig. 75).

Dados dos lados m, n y el anguio comprendido K de un tridn-
gulo, construir este tridngulo.

En el estremo A de una recta AB=m construyo un ian-
gulo A==K_ tomo sobre la recta AE una parte AC=n, y ti-
rando la B, el tridngulo ABC serd el pedido.

Nort, Otro tridngulo, que se construyera con los mismos
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datos seria igual al ABC, pues los dos tendrian dos lados
iguales ¢ igual el dngulo comprendido; luego el problema

es determinado.
rroBLEMA 9 (fig.76.)

Dados un lado m y dos dngulos K y L de un tridngulo,
construir el tridngulo,

Pueden suceder dos casos: 1.° que los angulos dados K y
L sean adyacentes al lado dado m; 2.2 que uno de los dngulos
K sea adyaeente y el otro L opuesto al lado m.

4.% easo. En los estremos de una recta AB=m (fig. 1),
construyo dos angulos A y B iguales & los dngulos dados K
y L; y el tridngulo ABC que resulta, sera el pedido.

2.% caso.  En el estremo A de una recta AB=m (fig. 2)
construyo un angulo A=K, por el otro estremo B tiro una
recta BE paraleladla AF, y construyendo el angulo CBE=L,
el tridngulo ABC sera el pedido: puesto que el lado AB=m,
el angulo A=K, y el 4ngulo ACB=CBE=L.

Nota 1."  Este problema seria imposible, si la suma de
los dos angulos K y L fuese igual a dos rectos 6 mayor que
dos rectos [Teor. 13].

Pero si la suma de los dos dngulos K y L es menor que
dos rectos, el problema es posible; pues en el primer caso, si
las rectas AC y BC fuesen paralelas, la suma de los angulos
Ay B 6Ky L seria igual & dos rectos, contra el supuesto
[Teor. 9, Recip.].

En el segundo caso, la recta BCtiene que encontrar 4 la
AF ; pues si no, por el punto B pasarian dos paralelas & la
recta AF, lo que es imposible.

Nora 2.*  Otro tridngulo que se construyese con los mis-
mos datos, seria igual al 4BC, pues los dos tendrian un lado
igual y los dngulos adyacentes respectivamente iguales; y
por tanto el problema es determinado.

rrosLEMa 10 (fig. 77).

Dados los tres lados m, n y p de un tridngulo , construir el
tridngulo.

Haciendo centro en los estremos de una recta AB igual
4 cualquiera de los tres lados, & m por ejemplo, describo dos
- arcos con dos radios iguales a n y p, y tiro desde el punto €
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de interseccion de estos dos arcos las rectas CA y CB, y el
triangulo ABC serd el pedido.

Nora 1.° Este problema seria imposible, si el mayor de
los tres lados fuese igual 6 mayor que la suma de los otros
dos [Teor. 12]. Pero si el mayor de los tres lados es menor
que la suma de los otros dos, el problema es posible ; pues
cualquiera de los tres lados es en tal caso menor que la suma
de los otros dos; luego m<n—-p, n<m--p, y por consiguicnte
m>n—p; es decir que la distancia m de los centros de los
arcos es menor que la suma de los radios n y p, y mayor que
su diferencia: inego los arcos se cortardn en dos puntos.

Nora 2.* Otro cualquier triangulo, que se construyese
con los mismos datos, seria igual al triangulo ABC, pues los
dos tendrian sus tres lados respectivamente iguales; luego el
problema es determinado.

proLEMA 11 (fig. 78).

Dados lu hipotenusa m y un cateto n, construir el tridngulo.
1.° construccion (fig. 1). Construyo un éngulo recto 4,
sobre uno desus lados indefinidos tomo la parte AC=n, y ha-
ciendo centro en € describo con el radio m un arco, que cor-
tara en B al otro lado, tiro la CB, y el triAngulo ACB sera el
pedido: pues tiene la hipotenusa GB=m y el cateto AC=n.
2.7 construccion (fig. 2). Sobre unarecta BC=m describo
un semi-circulo; desde uno de los estremos C del didmetro BC
describo con el radio CA=n un arco, que cortara en A 4 la
semi-circunferencia; tirolas cuerdas AB y AC; y el tridngulo
ABC sera el pedido: pues liene recto el angulo 4, la hipote-
nusa BC=m y el cateto AC=n.

Nora. Otro tridngulo cualquiera, que se construyese con
los mismos datos, seria igual al ABC, pues los dos tendrian
las hipotenusas iguales y un cateto del uno igual 4un cateto del
otro; luego el problema es determinado.

rrosLENMA 12 (fig. 79).

Dados dos lados m, n y el dngulo K opuesto G uno de ellos:
m, construir el tridngulo.

Construyo un angulo BAD==K (fig. 1), tomo sobre unode
sus lados una parte A B=n, y haciendo centro en B describo
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con el radio m un arco, que en general cortara al lado AD
en dos puntos C y C: tiro la BC, y el triangulo ABC es el
pedido; pues tienc el dngulo A=K, el lado AB=m y el lado
Nota.  Si el lado m opuesto al angulo K es mayor que el
lado n adyacente 4 dicho d4ngulo, el arco descrito desde B cor-
tard 4 la recta indefinida en dos puntos C y €’, uno & la de-
recha del punto 4 y otro 4 la izquierda; pues si desde B ba-
jamos la perpendicular BE & la AD, siendo el radio del cir-
culo mayor que BA, los puntos C y G’ de interseccion del
circulo vy la recta AD distaran del punto E mas que el punto
A [Teor. 22, Recip. 2.°]; luego el punto A estard compren—
dido entre dichos puntos € y C’. Tirando pues la recta BC,
el triangulo BAC sera el tnico que satisface al preblema.

Si el lado m es igual al n (fig. 2) (lo que no podra suce—
der 4 no ser agudo el angulo K), el segundo punto de inter-
seccion del arco y la recta AD estara en A, y el triangulo
isosceles ABC sera el pedido.

Si el lado m es menor que’el n (fig. 3) (lo que exije que
el dngulo K sea agudo), pero mayor que la perpendicular
BE, el arco cortara a la AD en dos puntos Cy €' 4 'la dere-
cha de A; y los dos triangulos ABC, ABC' salisfacen 2 la
cuestion; la cual por lo tanto tiene dos soluciones. .

Si el lado m es igual 4la perpendicular BE, ne habra mas
que un solo triangulo, que es el tridngulo recténgulo ABE.

Si el lado n es menor que la perpendicular BE, el pro~
blema es imposible.

proBLEMA 13 (fig. 80).

Circunscribir un circulo @ un tridngulo ABC, es decir, fra~
zar una circunferencia, que pase por los tres vértices del tridn—
gulo. : .

En los puntos medios de dos de los lados AB y AC levan-
to dos perpendiculares, y haciendo centro en su punto de
interseccion 0, describo con el radio 0A una circunferencia,
(ue pasara por los tres vértices del triangulo: pues corres-
pondiendo el punto O & las dos perpendiculares DO y FO le-
vantadas en los puntos medios de las rectas AB y AC, equi-
dista de los tres puntos A, B'y € [Teor. 23, 1.°].
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Nord 1.*Esta demostrado [Teor. 38] que 1ds perpendi-
culares DO y FO se encuentran, y que por los 'tres vértices
no puede pasar mas que una circunferencia.

Nora 2.*  Si en el punto medio E del tercer lado BC le-
vantamos una perpendicular 4 esta recta, dicha perpendicu-
lar pasard por el punto O equidistante.de B y € [Teor. 23,
Recip. 1.°]. Luego las tres perpendiculares & los tres lados de
un tridngulo, levantadas en los puntos medios de dichos, lados,
se encuenlran en wn Mismo punto, ceniro del circulo eircuns-
criplo al tridngulo. : :

Nora 5.°  Este problema puede enunciarse asi: frazar
una circunferencia que pase por ires puntos que no esten en li-
nea reclg. _ "

PROBLEMA 14, -

Dado un circulo 6 un arco de clreulo; hallar su contro.

Tomo tres puntos en la circunferencia 6 en el arco, vy los
uno por medio de dos cuerdas; en los puritos medios de estas
cuerdaslevanto dos perpendiculares, y el punto de su encuen-
tro serdel centro: pues las perpendiculares levantadas ‘en Jos
puntos medios de las cuerdas pasan ‘por el‘centro [Teor. &1,
Nota]; Tuego el punto de su interseccion sera el centro.

'prOBLEMA 15 (fig. 81).

Dada una recta CD 4§ dos puntos A y'B'd'un mismo lado
de ella, hallar vin punto en 1a véctd; ol que si desde ¢l se tiran
dos rectas & los dos puntos dados; los' dngulos que estas reclas
forman con lu'recta dada séan iguales entre sf,

Desde cualquiera de los dos' puntos dados B bajo tuna per-
pendicular BE &'1a CD; 14 prolongo; tomo ‘en’ su prolonga~
cion B'E=BE, y tiro la recta AB’; el punto 7'sera el punto
pedido. ' : ;

En efecto, tirando 1a recta IB, log triangulos rectingulos
IBE, IB'E son iguales [Teor. 16]; luego el ‘angulo BIE-='
BIE: pero tambien el dngulo AIC=BTE; luego los angulos
AIC, BIE son iguales. *

Nors 1. El camino mas corto para ir desde el punto A.
al punto B, tocando 4 la recta CD, es el AIB. |

En efecto, otro camino tal como ‘Q&FB se compone de Jas
M
(] QP\ 4

: 4
N o
) I,j('&\r‘“
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dos rectas AF.y FB; y si tiramos la FB', serd FB'=FB
[Teor. 22]; luego - {

AFL FB=AF--FB;
pero 7 AF+FB'>AI4-1B';
uego "AF+FB>AILIB.

Nora 2.* ' Por medio de este problema se da bola por ta-
Ma'en el juego del billar. :

‘prosBLEMA 16.

Por un punto dado en una circunferencia tirar una tan—
genle G dicha circunferencia. :

Tirese un radio al punto dado, en su estremo levantesele

. uina perpendicular, y esta sera la tangente pedida [Teor. 40].

PROBLEMA 17 (fig. 82).

Desde un punto A dado fuera de un civeulo, tirar una tan—
genle a la circunferencia.

Jantense el punto dado 4 y el centro de la circunferenecia
dada C por medio deuna recta AC; considerando 4 AC como
diametro, describase una circunferencia, ytirando las rectas
AB y AD 4 lospuntos de interseccion de las dos circunferen- -
cias. estas seran las tangentes pedidas.

Para demostrarlo, tire los radios CBy CD: el angulo ARG,
que tiene el vértice en la circunferencia ABD, y cuyos lados
comprenden la media circunferencia 4ADC, es unangulo rec-
to; luego 4B es perpendicular & CB, y por tanto AB es tan-
gente 4 la circunferencia C. Del mismo modo se demuestra
que AD es tangente & la circunferencia C. ;

Nora. Las dos langentes AB y AD tiradas desde el punto
A son iguales; pues los triangulos rectangulos ABCy ADC son
iguales [Teor. 19].

ProBLENA 18 (fig. 83).

Describir sobre una recta dada AB un arco capaz de un
angulo dado K; es decir, deseribir wun arcoy tal que todos los
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dngulos (que tengan el vértice en él, y cuyos lados pasen por los
estremos de la recta AB , sean iquales al dngulo dado K.

En el estremo A formo un éngulo BAC=K, levanio en el
punto A una perpendicular AD & ia AC, ¥ en el punto medio
E de la ABlevanto otra perpendicular 4 la AB: estas dos per-
pendiculares se encontraran en un punto O, porque la suma
de los dos angulos OAE y OEA es menor que dos rectos. Ha-
ciendo centro en 0, y describiendo con el radio 04 una cir-
cunferencia, el arco AGB serd el arco capaz del Angulo
dado K. .

_ En efecto, la circunferencia descrita desde el centro O con
el radio OA pasard por B, porque las dos distancias 0A y OB
son iguales [Teor. 25]. La recta AG es perpendicular al radio
0A, y por consiguiente es tangente & dicha circunferencia.
Un angulo cualquiera AGB inscrito, que comprenda entre sus
lados el arco AB, esigual al angulo BAC formado por la
tangente AC y la cuerda AB, pues estos dos angulos tienen
por medida la mitad del arco AB; y como el dngulo BAC es
igual al dngulo dado K , el angulo AGB serd tambien igual
al angulo K.

proBLEMA 19 (fig. 84).

Dividir un angulo BAC en dos partes iquales.

Haciendo centro en A trazo cen un radio cualquiera el
arco BC correspondiente 4 este angulo; desde los puntos B y
C describo con el mismo radio dos.arcos que se cortarin en
un punto D [Teor. 45, Recip. 1.°]; tirola DA, y esta dividira
al angulo BAC en dos partes iguales. :

En efecto, tirando las rectas DBy DC, los triangulos BAD
¥ CAD son iguales [Teor. 18]; luego los angulos BAO y CAO
son iguales. |

Nora.  Dividiendo cada dngulo mitad en dos partes igua—
les, cada una de estas en otras dos iguales, y asi sucesiya—
mente, se podra dividir un angulo en 4, 8, 16, 32, ete. par-
tes iguales. .

proBLEMA 20 (fig. 85).

Inscribir un circulo en un trigngulo ABC; es decir, trazar

una circunferencia -4 la cual sean tangentes los tres lados del
tridngulo. & ‘
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Dividanse ‘en dos partes fguales dos angulos A y € del
iriAngulo, Tas Bisectrices A0'y'CO se encontraran en un punto
0; pues’sino, 1a suma de 105 angulos OAC yOCA valdriados
rectos, To 'que és absutde. ‘El punto de encuentro Ode las bi-
sectrices serd el centro del circulo’ que se'quiere construir;
puestodos Tos puntos de Ta OA ‘equidistan de los Jados AB'y
AC [Teor. 28, 1.7], todos los puntos de 1a’'CO equidistan de
1os ‘Tados AC'y BC; Tuego €l punto’'0 équidista de los tres la-
‘dos AB, ACY'BC; luego las tres perpendiculares OP, 00 y
OR son iguales: si pues hago centre en 0, y describo con el
radio/ 0P una circunferencia, pasara esta por-los puntes P,
0 v R;'y'como los Tados del tridngulo son perpendiculares 4
los'rddios ‘OP, 00 y -OR, ‘seran tangentes al circulo; y por
consiguiente el circulo quedara inscripto en el triangulo.
“ Nots 4% '0tto_punto cualquiera diferente ‘del punto O
estard fiidra de una de las dos bisectrices; ¢ fuera de'lasdos,
'y por consiguiente no podrd equidistar de los tres lados'del
“triangulo [Teur. 25, 2.°]. Luego 'en un tridngulo no se' puede
Yinserilir mas que una sola circunferencia. 51
Nora 2.* S8itiramos la bisectriz del dngulo B, pasara por
el punto O [Teor. 25, Recip. 1.°]. Luego las tres bisectrices de
Aos tres angulos de un' tridngulo se encueniran en un mismo pun-
{0, centro del circule inscripto.

' -probLEMA 21 (ﬁg 86)

Dadas dos rectas comensurables AB 'y CD, hallar swmayor
medlida ‘comun,'y lo razon de dichas rectas:

Siendo AB>CD, llévese la recta CD'sobre 1a AB todaslas
‘veees que se pueda: supongamos (ue CD esté contenida en
AB dos'veces, v quede un'residuo EB. Llevo EB sobre CD;
supongo que esté contenida tres veces,y quede un residuo
FD. Llevo FD sobre EB, y supongo 'que esté ‘contenida dos
veees,'y quede un residuo GB. Lievo GB sobre FD; supongo
esté contenida tres veces exactamente: GB'serd la mayor me-
dida comun de las dos rectas AB v CD.

Para demostrarlo, tengo las igualdades

AB=2CD-+EB, CD==3EB-+FD,
EB=2FD--GB, FD==3GB.

GB esth contenidaexactamente en FD, ypor consiguiente
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en EB; GB esté conlenida exactamente en FD y en 3EB, v
por consiguiente en CD; GB estd contenida exactamente &n
EB y en 2CD, y por consiguiente en AB: luego GB es me~
dida comun de ABy CD. ;

Para demostrar ahora que GB es la mayor medida co-
mun de ABy CD, llamo D & esta mayor medida comun, y
tendré que estando D centenida exactamente en ABy en
2CD, lo estara en EB; estando D contenida exactamente en
CD y en 3EB, lo estara en FD; estando D contenida exacta-
mente en EB y en 2FD, lo estard 'en &B: luego D no es
mayor que GB; y pues GB estd contenida exactamente en
ABy CD, se infiere que GB: es la mayor medida comun de
AB y CD.
~ Para hallar ahora la razon-de las rectas AB y CD, tene-
mos segun las igualdades anteriores:

EE=2x 3GB-} GB= 7 GB,
CD=35x 7 GB-+3GB=24GB,
AB=2x24GB-}|-7 GB=55 GB;
AB 55

| CD™ 24"

99. Dadas dos rectas incomensurables, Kallar sw razon
aprozimada. Whaie H

Procédase como en el problema anterior, hasta que se:

llegue -4 un. residue suficientemente pequefio, despréciese
esteresiduo , y hallese como antes la razon de lasdos rectas.

.23... Medir una linca recta

Hallese la razon entre la recta y la unidad, y esta razon
serd: la medida de la recta (3, Nota).

luego



Poligonos semejantes.

AV

CAPITULO I.

' Lineas proporcionales.

TEOREMA 54 (fig. 87).

LS;' se divide una recta AB en partes iquales, y por los puntos
de division A, C, D, B se tiran paraleles AE, CF, DG, BH,
que encuentren d olra recta EH, queddrd esta tambien dividida
en paries iguales entre si.

Tiro las EI, FK, GL paralelas 4 la AB: tendremos [Teo-
rema 28] EI=AC, FK=CD, GL=DB; y como por hipé-
tesl son iguales las partes AC, CD, DB, las EI, FK, GL se-
rdn tambien iguales. Ademés, siendo EI, FK, GL paralelas 4
la AB, son paralelas entre sf, y por tanto los angulos 1EF,
KFG, LGH seran iguales [Teor. 8, Recip.], como tambien
[Teorema 11, 1.°] los éngulos EIF, FKG, GLH; luego los
tridngulos EIF, FKG, GLH, que tienen un lado igual adya-

cente & dos 4ngulos respectivamente iguales, son igualess
luego EF=FG—GH. '

TEOREMA 55 (figs. 88 y 89).
Sé en un trapecio ABCD se tira una paralela EF ¢ las ba-

ses, cortard d los dos lados AB y DG del trapecio en partes pro-
porcionales; es decir, que se tendrd la proporcion
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“"AE | EB :: DF : FC.

Tenemos que considerar dos casos: 1.° las dos partes AE
y EB son comensurables; 2.° dichas dos partes son inco-
mensurables. {

1.¢* caso. Supongamos que AG (fig. 88) sea lamedida co-
mun de las rectas AE y EB, y que esté.contenida en AE 4
veces y en EB 7 veces: tendremos [29] la proporcion

AE 2 EB ve BT

Tirando por los puntos de-division paralelas 4 las Bases,
quedard la recta DC. dividida en partes iguales [Teor.. 54],
de las que la DF contendra &, y 7 la FC; luego serd

: DF ¢ EC :: 4 7.
De esta proporcion y de la anterior resulta esta otra:
AE::; EB: :: BF + FC.

2.° caso. Si las reetas AE y EB (fig. 89) son incomensu—
rables, imaginemos dividida una de ellas, la EB por ejemplo,
en partes iguales, tan pequefias como queramos; y llevando
una de estas partes sobre la recta EA desde el punto E, el ulti-
mo punto de division no podra caer en A, por ser las rectas inco-
mensurables: sea G el iltimo punto dedivision, y tiremosla rec-
ta GH paralela 4 la AD. Siendo comensurables las rectas GE

E FH
EB FG
ra, como las partes en que se divide la recta EB son tan pe-

quefias como se quiera, se infiere que el punto G puede apro-
ximarse al punto A tanto comose quiera, y que por tanto AL

vy EB, tendremos, segun el primer caso, Aho-

es el limite de la cantidad variable GE; luego ‘;—ges ellimite

nl

de la cantidad variable %, ¢ ignalmente %ﬁ‘ es el limite
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de la variable %{: : luego, segun el teorema de los limites

[Alg.elem., Nota, al fin],
" esiung. e d e DI
b ok
Nota. Dela proporcion AE : EB :: DF : FC resultan
otras dos [Arifm. 172]:

AE-LEB : AE :: DF-L-FC : DF,

6 bien AB: AE:: DC:DF.
Tambien AE-EB: EB:: DF4-FC : FC,
6 bien . ‘AB:E'B::I)_'C:FC.

Reciproco.  8i una recta EF (fig. 90) divide en partes pro-
porcionales d los lados AB y DC de un' trapecio , serd paralela
d las bases.

Si. EF no fuese paralela 4 las bases, por el punto/E se
podria tirar la EG paralela dla BC, y por consiguiente &
la AD; y segun el teoremadirecto, tendriamos la proporcion

Y (02AB:AE 20 DG DG
pero. por h-i;p,é.tcéi tenemos '
. AB :.:AE::DC:DF;

luego, como estas dos.proporciones ticnen los tres primeros
términos los mismos, resuitaria DG=DF; lo que es absurdo.
32  Nora. Generalizando el mélodo de demostracion que
hemos seguido en este teorema reciproco, y en los reciprocos
delos 3, 6, 7 y 21, tendremos la regla siguiente, para la de-
mostracion de 108 teoremas rgeiprocos, que no estan en el
caso de la nota [24]. T :
Supdngase que la conclusion no es cierta, y ejeciitese
una construccion en que se verifique la hipitesi del teorema
directo, dedtizease la conclusion de dicho teorema directo,
y el absurdo quedaré manifiesto.
En adelante, cuando algun teorema reciproco se halle en
este caso, lo advertiremes, y dejaremos la demostracion al
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cuidado’ del lector;' si no' es preferible la demostracion di-

recta, como en los teoremas 29 y 30'reciprocos del 28, y en
el reciproco del 40.

'I‘.EORlEMA 56 (fig. 91).

Si en un tridngulo ABC se fira una recta DE paralels 6 un
lado AC, divide a los otros dos lados en partes proporcionales;
y reciprocamente. o : :

1.° Por el punto B tiro una paralela a la DE, tomo so-
bre ella una parle arbitraria BF; por el punto F tiro la FH
paralela & BC, y prolongo las DE y AC hasta que encuentren *
ala FH en los puntos G y H. Siendo en el trapecio ABFH
la DG paralela & la AH, tendremos la proporcion
BD : DA :: FG:GH;
pero FG=BE y GH==EC; luego
BD': DA ::'BE": EC."
2.°  Hagamos la misma construecion. Tenemos por hip6-
tesi la proporcion
-BD : DA : : BE : EC.
Siendo BE=FG y EC=GH, ser4 tambien
BD:DA::FG:GH;

luego [Teor. 83, Recip.] 1a DG es'paralela 4 1a AH.
Nora.  De la proporcion BD : DA': :'BE +'EC
resultan otras dos [Aritm. 172]: 4 R0I0N

.\BD-+DA .z BD :: BE-EG: BE,

6'bien BA':'BD :'":' BC : BE,
Tambien BD--DA : DA : 3 BE--EC : EC,
0 hien BA : DA :: BC . Ef.

TEOREMA 57 (fig. 92).

' La biseciriz B deun dngulo B 'de un tridigulo, divide al

lado AC opuesto & dicho' ingulo en dos partes AD y DC propor-
clonales i los lados adyacentes AB y BC.

»
rd
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Tiro por el punto € la CE paralela 4 la:BD, y la prolongo
hasta que encuentre 4 la prolongacion de la AB; tendremos

[Teor. 56] h
AD : DC:: AB : BE.

Ahora, el angulo E=ABD, por ser correspondientes cntre
paralelas; el angulo ECB=CBD ; por ser alternos entre
paralelas: y como por hipétesi es el angulo ABD=CBD, se-
ran iguales los dngulos E y ECB ; luego sus lados opuestos
BE y BC son iguales; y por tanto tendremos

AD:DC::AB: BC.

Reciproco..  $i una recia BD, que sale del vértice de un dn-
gulo de un tridngulo , divide al lado opuesto en parles propor-
cionales a4 los lados adyacentes , serd biseciriz de dicho an-
gulo [32].

CAPITULO II.

Tridngulos semejantes.

55. [En dos tridngulos que tengan sus angulos respecti-
vamente iguales, se llaman lados homdlogos los lados opuestos
a angulos iguales. :

Asi, si los triangulos A BC, abe (fig, 93) tienen los dngulus
4 y a iguales, como tambien los By 6, los Cy c; los lados
BC y be opuestos 4 los angulosiguales A ¥ @ son lados homéo-
logos: tambicn lo son los AC y ac, los AB y ab.

34 Se llaman tridngulos semejantes, ios tridngulos que
tienen sus dngulos respectivamente iguales y sus lados homé-
logos proporcionales. ;

La existencia de estos tridngulos se demuestra por la pro-
posicion siguiente.

TeoREMA 58 (fig. 94).
Si en un triaugulo ABC se tiva und: recta DE puralele G

un lado AC, el iridngulo parcial BDE que resulla, es seme-
Junte al tridngulo propuesto.
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En efecto, los tridngulos ABC, DBE tienen comun el an-
gulo B, iguales los dngulos A'y BDE como correspondientes
entre paralelas, y por la misma razon tambien igualeslos
angulos C'y BED, Ahora, siendo DE paralela 4 A€, tendre-
mos [T'eor. 56],

AB: BD :: BC: BE.
Tiremos EF paralela & AB, y serd
BC:BE:: AC: AF;
pero AF=DE [Teor. 28]; luego
BC : BE : : AC: DE.
Luego AB:BD::BC:'BE:: AC: DE.

Queda pues demostrado que los triangulos ABC y DCE
tienen sus angulos respectivamente iguales, y sus lados ho-

moélogos proporcionales, y que por tanto estos tridngulos son
semejantes. ‘

TEOREMA 59 (fig. 95).

Dos triangulvs ABC, abe son semejantes, cuando tienen dos
lados AB y BC del uno proporcionales & dos lados ab y be del
otro, é iqual el angulo comprendido, B=Db. .

Tomo sobre el lado AB una parte BG=qab, y tiro la GH
paralela al lado AC: tendremos [Teor. 56]

AB:BG:: BC: BH.
Por suposicion tenemos

AB:ab::BC:bc;

¥ como estas dos proporciones tienen sus tres primeros tér-
Iinos respectivamente iguales, resulta BH==bc. Luego los
triangulos GBH y abc son iguales [Teor. 16.]; y pues el GBH
es semejante al ABC, tambien el abe serd semejante al ABC.

'monmm‘ 60 (ﬁg. 93).

Dos tridngulos ABC, abe son semejantes, cuando tienen sus
tres dngulos A, B y C, a, by c respectivamente iquales. _
Tomo sobre el lado AB una parte BG=ab, lado homolo-
g0 de AB, y tiro la GH paralela al lado AC; sera el angulo
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BGH=A=a; luego; los dos tridngulos BGH y abe son igua-
les [Teor. A7]: y pues el BGH es semejante al ABC, tambien
el nbc sera semejante al. ABC, _ ,

Colorario. . Dos, tridngalos que tengan dos dngulos respecti-
vamenle iquales, son semejanles [Teor. 13, Corol. 8. %]

teorEmA 61 (fig. 95).

Dos tridngulos ABC, abe son semejantes, cuando tienen sus
lados proporcionales, AB :ab:: AC: ac:: BC: be.

Tomo sobre el lado AB una parte BG=ab, y tiro la GH
paralela a la AC: tendrembps- |

AB: BG: :BC: BH;
pero por hipdtesi tenemos'la proporeion
: AB:ab: : BC: be;
luego, como estas dos propo-rciones tienen sus tres primeros

términos respectivamente iguales, serd BH=0c.
Tambien, porser semejantes los triangulos ABC y BGH, es

ks . . AB:BG:: AC: GH,
y por suposicion  AB-:ab: i ACtac; o
luego  GH=ac.
Luego los tridngulos GBH y abe son iguales [Teor. 18];
Y pues el GBH es semcjante al ABC, tambien el abe sera se-
mejante al ABC. : & :
TEOREMA 62 (fig. 95).

Dos tridngulos rectangulos' ABC ;- abe: son semejantes,
cuando - tignen . proporcionales un reateto y la - hipolenusa,
AB ' ab s BG ben RERY & afnnfonms

Tomo sobre ¢l lado AB una parte BG=uab, y tiro la GH
paralela al lado AC: téndiemos’ ¢ ) ;

AB: BG .; BG . BH :
pero por suposicion AB i'ab : t BC': be:
laego Bill=be.



61
. Luego los tridngulos rectangilos GBH y ‘abe soniguales
[Teor:A9]; y pues el GBH es semejante al ABC, tambien el
abeserd semejante al ABC. 10! | ‘ .

THOREMA 63, ¢

Dos tridngulos son semejuntes; cuando tienen sus lados res—
pectivamente paralelos. Y'Y i a0n

Sean 4, B, C los tres &ngulos del primer tridngulo, y «,
b, ¢los tres dngulos del segundo, teniendo los dos angulos
A ya suslados paralelos; igualmente los B y 4, los €'y ¢:
digo que estos tridngulos son semejantes. 1

Sabemos [Teor. 14] quelos angulos, cuyos lados son pa
ralelos, son iguales 6 suplemento uno de otro. No pueden ser
dos dngulos A y B de uno de los tridngulos suplementos 4 la
vez de dos a y b del obro, ‘porque la suma de los cuatro 4n-
gulos A, B, a y b seria igual 4 cuatro rectos, lo que es ab-
surdo; luego 'solo puede suceder que los tres angulos del uno
sean respectivamente iguales & 'los dellotro, 'en cuyo casolos
tridngulos son semejantes; 6 que uno de los angulos de un
triangulo sea suplemento de otro delos angulosdel otro tridn-
gulo; pero aun en'este caso'los tridngulos son semejantes,
pues lienen dos angulos respectivamente iguales [Teor. 60,
Corol.] _ i )

TEOREMA 64.

Dos tridngulos son'semejantes, cuando tienen sus lados yes-
pectivamente perpendiculares.
Se demuestra del mismo modo que el teorema anlerior.
Nora.  Cuando dos tridngulos tienen sus lados respecti-
vamente. paralelos 6, perpendiculares, los, lados. homélogos
son los paralelos 6 los perpendiculares.

Consecuencias de la semepanza de dos tridngulos.

mommﬁ.& 65 (fig. 96).

Las bases homdlogas de dos tridngulos semejantes son progor-
cionales & sus alturas.
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Sean los dos tridngulos semejantes ABC y abe, siendo
iguales los dngulos Ay a, By b, Gy ¢; tomemos por bases
de estos triangulos los lados homdlogos AB y ab: dige que es-
tas bases serdn proporcionales 4 las alturas CD y cd.

Pueden suceder doscasos: 1.° que las alturas caigan den-
tro de los tridngulos; 2.° que caigan fuera.

1.%" caso (fig. 1). Por ser semejantes los tridngulos ABC
y abe, tenemos la proporeion

AB :ub:: BC : be.

Tambien los trién'gulos rectangulos BCP y bed son seme-
jantes; luego X :
: CD :'cd :: BC: be.
De estas dos proporciones resulta

AB :ab::CD ; cd.

2.° case (fig. 2).  Por ser semejantes los triangulos 4BC
¥ abe, tenemos la proporcion ;

AB :ab:: BC: be.

Tambien los triangulos rectingulos BCD y bed son seme-
Jjantes; luego
CD :¢d::BC: be.
Por consiguiente
AB :ab ::.CD 2 cd.

TEOREMA 66 (fig. 97).

Si vardas rectas BA, BD, BE, BC, que salen de un punto B,
encuentran d dos paralelus AC y FI, dividen d estas paralelas
en partes proporcionales.

Siendo FG paralela & AD, los triangulos ABD y FBG son
semejantes : sus lados homélogos seran proporcionales; y

por tanto
AD : FG :: BD : BG.

Los tridangulos BDE y BGH, semejantes por la misma ra=
zon, nos dan la proporcion -

DE : GH :: BD : BG.
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De estas dos proporciones, que tienen comun la razon
BD : BG, resulta esta otra

AD : FG :: DE : GH.
Del mismo modo se demostraria que:
L DEVCGHE SONE OB

TEOREMA 67 (fig. 98).

La perpendicular BD, bajada desde el vértice del dngulo rec-
10 de un tridngulo rectangulo d lo hipotenusa, es media propor—
cional entre los segmentos AD y DC de la hipotenusa.

Los tridngulos ABD y BCD, cuyos lados son respectiva-
mente perpendiculares, nos dan [Teor. 64] la proporcion

AD : BD :: BD : DC.
Colorario. La perpendicular BD (fig. 99), bajada desde un
punto de la circunferencia d un didmetro AC, es media propor-

cional entre los segmentos del didmetro: pues tiradas las cuer-
das AB y CB, el angulo ABC esrecto [Teor. 49, Corol. 2.°].

TEOREMA 68 (fig. 98.)

Si desde el vértice B del dnqulo recto de un tridngulo rec~
tingulo ABC se baje una perpendicular d la hipotenusa:
1.° cada cateto es medio proporcional entre la hipolenusa y el
segmento adyacente d dicho cateto; 2.° los cuadrados de los ca-
tetos AB y BC son proporcionales d los segmentos AD y CD de
la hipotenusa.

1.° Los triangulos. ABD y ABC, que tienen comun el an-
gulo A, y los dngulos ADB y ABC iguales por ser rectos,
son semejantes ; luego sus lados homélogos son proporeiona-

les; es decir,
ACr ABv sudiB Sd B
Del mismo modo se demuestra la proporcion
AC: BC:: BC: CD.
2.°  Acabamos de demostrar las des proporciones

i AC:4B:: AB: AD,
AC : BC: : BC: CD.
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De ellas se deducen las dos igualdades

AB*—=ACxAD,
. BCP=ACXCD.

Dividiendo ordenadamente la primera porlasegunda; ten-
dremos, suprimiendo el factor AC comun 4 los dos términos
de la segunda razon, '

AB*:BC*:: AD : CD (a).

Corolario, Si desde un punto B (fig. 99) de la_circunferen-
cia se baja_una. perpendiculor & un didmetro AC ., 1y desde
dicho punio B se tiran las cuerdas BA y BC d los estremos de
este diametro: 1.° cada cuerda es media proporcional enlre. el
didmetro y el segmento adyacente 4 dicha cuerda; 2.° los cua~
drados de las cuerdas BA 'y BC son proporcionales d los seg—
mentos AD y CD del didmetro. ' =

~A.° Siendo recto el 4ngulo ABC, acabamos de ver que
cada cateto AR 6 CB es medio proporcional entre la hipote—
nusa AC y el segmento adyacente AD 6 CD. -

2.° Tambien acabamos de demostrar la proporcion

AB': BC: Al O,
teorENA 69, Uamado' de Pitdgoras (fig. 98).
En todo tridngulo rectingulo el cuadrado de le hipotenusa

AG les dgual & la suma de los cuadrados de los catelos AB
y CB.

Hemos'demostrado [Teor. 68] que

. ACxAD=AB?,
¥ que ACxCD=BC(".

{a) En las proporciones éntre los lados homélogos de dos tridn-
gulos semejantes es indiferente suponer que los términos de la propor-
cion son lineas, 6'son longitudes ¢ medidas de dichas lineas; pero siem-
pre que se trate de productos 6 cuadrados deilineas, debe entenderse
que son productos y cuadrados de sus valores numericos, obtenidos és-
tos midiendo las lineas ¢on' una misma unidad,
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Sumando estas dos igualdades miembro & miembro, y
separando el factor comun AC, tendremos

AC(AD-+-CD)=AB*4-B(?,
6 bien - AC*—=AB*|-BC*. WL omman
Nota. El teorema de Pitigoras se enuncia tambien de,
otro modo. Siendo el cuadrado de la hipotenusa igual 4 la
suma de cuadrados de los catetos, resulta que el cuadrado de
un calelo es iqual al cuadrado de o hipolenusa menos el cuadrado
del ofro cateto. POy i 13
Segun esto, por el teorema de Pitagoras podremos hallar
el valor numérico de cualquiera de loslados de un triangulo
rectangulo, conocidos los valores numéricos de los otros dos.
Ejemplo 1.° Hallar el valor de la hipotenusa, valiendo
un cateto 4, y el otro cateto 3.
Llamando x al valor de la hipotenusa; tendremos #*=—
18,6 *=164-9, 6 2*==28; luego [Aritm. 130] o=

V25, 6 x=5. . : : : :
2.°  Valiendo la hipotenusa 10, y un cateto 8, hallar el
valor del otro cateto.
Sea z el valor de dicho cateto: tendremos

B=10—8%, 6 1*=100—64; 6 #*="36, 1=1/50, 2=6.

93. Se llama proyeccion de una linea recta 6 curva AB
(figura 159) sobre una recta EF, la parte CD de esta segun-
da comprendida entre las perpendiculares bajadas sobre ella
desde los estremos de la primera. La proyeccion de la hipo-
tenusa sobre uno de los catetos es este cateto.

TEOREMA (70, fig. 140).

En todo tridmgulo el cusdrado de un bido BC opuesto G un
dangulo agudo A es iqual 4 lo sumn de cuadrados de - los olros
dos lados, menos el duplo del producto de uno de ellos AC por
lu proyeccion AD 'del otro sobre él.

Siendo agudo ¢l dngulo A, la perpendicular BD cacrd
dentro de dicho 4ngulo A [Teor. 13]. En el tridngulo rectan-
gulo BGD tenemos por el teorema " de Pithgoras

BC*=DB-DC* ]
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En el triangulo rectangulo ABD ‘tenemos por el mismo
“teorema
BBp*—4B*—AD* [2];
y como DC=AC—AD (fig. 1."), 6 BC=AD—AC (fig. 2."),
serd‘en las dos
DC*=AC*+-AD*—2ACxAD [3].
Sumande -erdenadamente las igualdades [17], [2] ¥y [5],
reswtlta :
BC*=AB*--AC*—24CxAD.

teoreMA T4 (fig. 1%1).

En todo tridngulo: obtusingulo el cuadrado del lado BC,
opuesto al dngulo obluso A, esigual & la suma de cuadrados de
los otros dos lados , mas el duplo de uno de ellos AC mulliplicado
por ln proyeccion AD del ofro lado sobre él. ‘

Siendo obtuso el angulo 4, la‘perpendicular BD cae fue-
ra del tridngulo. En el tridngulo rectangulo BCD es

BC*=BD*4-DC* 1,
y enel'triangulo rectangulo ABD
BD*=AB*—AD® 12);
y como DC=ACHAD, sera

DC=AC - AD*+-2ACXAD [3].
Sumando ordenadamente las igualdades [17, [2] y [3], Te-

sulta
BC*=AB*-}-AC*|-2ACxAD.

Reciprocos de los 69, 70 y 7T1. 1.° Si el cuadrado de
un lado es dqual & la suma de cuadrados de los otroes dos lados,
el dngulo opuesto & dicho lado es recto.

- 2.°  Si el cuadrado de un lado es menor que la suma de cua-
dm;l]os de los otros dos lados, el dngulo opuesto & dicho lado es
agudo. -

3. 8¢ el cundrado de un lado es mayor que lo suma de cua—
drados de los ofros dos lados, el dngulo opuesto & dicho ludo es
obtuso |21].
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TEOREMA 72 (fig. 100).

Si dos cucrdas AB y CD de un circulo se cortan, las partes
AE y EB de la wna son reciprocamente proporcionales i lus par-
tes CE y ED de la otra [Aritm. 191, Nota].

Tiro las cuerdas AD y BC: los tridngulos EAD y EBC
son semejantes, porque tienen iguales los dnguios en E, y
tambien los dngulos Ay € [Teor. 49, Corol. 1.°]; Tuego sus
lados homélogos son proporcionales: tendremos pues

AE : EC :: ED : EB.
TEOREMA 73 (fig. 101).

St desde un punto B fuera de wn circulo se tivan dos secantes
EA 'y EC (que terminen en los segundos puntos A v C de
interseccion con la circunferencia), dichas secantes EA 'y K
estin en razon inversa de sus segmentos esternos EB y ED
[Aritm. 191.]

Tirando las cuerdas AD y BC, los tridngulos EADy EBC
son semejantes; pues ademas de tener comun el angulo E,
los dngulos A y €'son iguales [Teor. 49, Corol. 1.°]; luego

#AE : EC :: ED : EB.
~ TEOREMA 74 (fig. 102).

Si desde un punto E fuera de un circulo 'se tiran una fan-
gente EA y und. secante EC (que terminen, la primera en el
punto de contacto, ¥ la segunda en el segundo punto de in-
terseccion), lu tangente BA es media proporcional entie lu se-
cante EC y su segmento esterno ED.

Tirando las cuerdys AC yAD, los tridngulos AED yAEC
son semcjantes, pues fienen comun el angulo E, é iguales
los dngulos EAD 'y EGA, porque ambos tienen por medida la
mitad del arco AD [Teors. 49 y 50]; luego

ECr AE :+ AE : ED.
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CAPITULO TIL.

Poligonos semejantes en general.

56. En dospoligonos, cuyos dngulos son respectivamente
‘iguales, se Hlaman lados homdiogos los lades adyacentes & an—
gulos iguales.

Asi, si los poligonos ABCDEF y abedef (fig. 103) tienen
iguales los :inrrulos Aya,Byb, Cyc,ete, loslados ABy
ab, advacentes a los angulos Ay B,a y b rereclwamente
wuales son homoélogos. Iguaimentc seran homologos los la-
dos BC y be, los €D y ¢d, ete.

37. Se llaman poligonos semejantes los poligonos -que
ademas de.tener sus angulos respectivamente iguales, tie~
nen sus lados homologos proporeionales.

La existencia de estos poligonos se demuestra por la pro-
_posicion siguicnte.

TEOREMA 73 (fig. 103).

Dos poligonos ABCDEF y abedef, compuestos de un mismo
migmero detridngulos ABC, ACD, ADE, efc., abe, acd, ade, etc,
respeclivamente  semejuntes y semejanfemente dispuestos, son
semejantes.

Los 4ngulos B y bsoniguales, porquelos tridngulos ABC
y abc son semejantes y estin semejantemente colocados. Por
la misma razon los dngulos ACB y ach, ACD y acd son igua-
les; luego los angulos BCD y bed son iguales. Del mismo
modo se demuestra que los demés dngulos son respectiva-
mente iguales.

Siendo semejantes los triangulos ABC y abe, tenemos

AB . ab :: BG : b,
BC ez AC : ae.

Siendo semejantes los triangulos ACD y acd, tenemos
CD :ed:: AC: ac
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De esta proporcion y de la anterior se deduce esta:

alra
BC : be:: CD : cd.

Del mismo modo se demuestra que los deméas lados homo-
logos son proporcionales. Luego [56] los' poligonos son seme-
jantes. .

. Reciproco. Dos poligonos ABCDEF, abcedef semejantes,
pueden descomponerse: en tridngulos respectivamente semejantes
y semejontemente  dispuestos;

Supongamos que sean iguales los angulos A y a, By b,
Cy ¢, ete. Tiremos las diagonales AC, AD, AE, ac, ad, ae:
digo que los tridngulos ABC, ACD, ADE, ete. seran respec—
tivamente semejantes 4 los triangulos abe, acd; ade, etc.

En efecto, los tridlngulos ABC y abe tienen los dngulos B
y b iguales: ademds, por ser semejantes los poligonos, es

AB :ab:: BC : bc;
luego [Teor. 59] dichos tridngulos son semejantes. Por con-
siguiente
AC s ac :: BC : be;
¥ como, por ser semejantes los poligonos, es
BC : be's D 2ol
resulta AC vac.:: CD; od. : ¢

Tambien, por ser semejantes los tridngulos ABC y abe
los dngulos ACB y ach son iguales: restandolos de los iguales
BCD y bed, los restos ACD y acd son iguales; luego los trian-
gulos ACD y acd son semejantes [Teor. 59].

Del mismo modo se demuestra que los demas triangulos,
que tienen la misma disposicion, son respectivamente seme-
jantes. ;

TEOREMA  76.

Los perimetros AB+BC--CD--ete., ab-+becd--ete.
de dos poligonos semejantes ABCDEF, abedef son proporciond-
les @ sus lados homdlogos.

En efecto, tenemos por suposicion

AB :ab:: BC: be:: CD : ed, ete.;
luego [Aritm. 175]
" ABA-BCCD+f-ele. : ab-+be-Fed-t-cle. 12 AB : ab.
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" CAPITULO 1V.

Poligonos regqulares. -

58. . Se dice que un poligono estd fncripio en un- circulo,
6 que un circulo estd circunseripto & un poligono, cuando
todos sus vértices estdn en la circunferencia.
Se dice que un poligono estd circunscriplo 4 un circulo, .
6 que un circulo esta ‘nscripfo en un poligono, cuando to-
dos sus lados son tangentes al eirculo.
59. Se llamapoligono regular el poligono que tiene todos
sus-lados iguales y todos sus angulos tambien-iguales.
El tridngulo equildtero y el cuadrado son dos poligonos
regulares. . ;
La proposicion siguiente demuestra que existen’ poaligo~
nos regulares de cualquicr nimero de lados.

TEOREMA 77 (fig. 104).

Si se divide una circunferencia en ftres 6 mas arcos iquales,
las cuerdas de dichos arcos formardn un poligono regular ‘ins~
cripto (). . )

Supongamos que los arcos AB, BC, CD, ‘ete., en’ que la
circunferencia esta dividida, sean iguales: digo: que el poligo-
no ABCDE es regular. ; : .

Los lados AB, BC, €D, etc. son iguales, porque los arcos
subtendidos por ellos son iguales. Los angulos A, B, €, ete.
son iguales, porque son angulos inscriptos que comprenden
entre sus lados igual arco: luego el poligono ABCDE es re-
gular. , , '

Colorario. Dividiendo en dos partes’ iguales los arcos sub-
lendidos por los lados de wn poligono reqular inscriplo y tirando
las cuerdas de los arcos milades, estas cuerdas forman un nuevo

(o) La circunferencia puede dividirse por tanteo en cualquier ni-
mero de partes iguales.
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poligono reyular inscripto- AFBGCHDIEK, de duplo aimero de
lados que el propuesios |

Este poligono es regular, pues esta formado por las cuer-
das de los arcos iguales en que estd dividida la-circunferen-
cia; y el niimero de sus lados es deble que el del propuesto,
pues & cada lado del propuesto corresponden dos lados del
nuevo poligone.

TEOREMA 78 (fig. 105).

Si se divide una circunferencia en tres & mas arcos iquales,
las tangentes & la: circunferencia en los puntos' de division A, B,
C, D, E forman un poligono reqular circunseripto MNPQR.

Tiro las cuerdas AB; BC, CD, ete.: estas cuerdas son igua-
les, porque lo son sus arcos; y los &ngulos formados por las
tangentes y las cuerdas son todos iguales, puescada uno tie-
ne por medida la mitad del arco que comprenden sus lados:
luego los tridngulos AEM, ABN, BCP, etc. son is6sceles, y
ademds son iguales, por tener un lado igual adyacente 4 dos
angulos respectivamente iguales; luego los- dngulos M, N,

/P, O y R son iguales.

Resulta tambien de la igualdad de-diches tridngulos, que
las rectas AM, AN, BN, BP, ete. son iguales, y que por tan-
to sus dobles MN, NP, P(Q, etc. son iguales. Luego el poli-
gono MNPQR es regular.

Colorario (fig. 106)  Dividiendo en dos partes iguales los
~arcos comprendidos entre los lados de un poligono requlor cir-
cunseripto, y tirando tangentes en los puntos de division, resulta
un nuevo poligono reqular circunscripto MNPRSTVXY de duplo
mimero de lados que el anterior.

Este poligono es regular, pues estd formado por las tan-
gentes 4 la circunferencia en puntos que la dividen en par-
tes iguales. El nimere de sus lados es duplo del nimero de
lados del poligono propuesto; pues el mamero de arcos, en
que la circunferencia queda dividida, es duplo del ntimero de
arcos en que lo estaba al principio; y por consiguiente el
nuevo ntimero de tangentes es tambien duplo del namero
primitivo.

TEORENMA 79 (fig. 107).

St en los:puntos medios de los arcos subtendidos por los lados
de un poligono reqular inscripto se tiran fangentes: 1.° estas tan-
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gentes forman un poligone reqular’ circunscripto de igual nime -
ro de lados que el inscripto; 2.° cada dos wériices correspoi -
dientes de ambos poligonos y el centro estardn en linea recta.

La primera parte ‘de este teorema es ficil de demostrar,
pues las tangentes se ‘tiran en puntos que dividen & la cir-
cunferencia en arcos iguales.

Para demostrar la segunda parte, tiro la GH, y tengo
que el punto O equidista de G y H; tambien NG=NH, por-
que en el tridngulo NGH son iguales los dngulos NGH y
NHG; luego [Teor. 24] la ON es perpendicular & la GH; lue-
g0 [Teor. 411 dividird al arco GBH en dos partes iguales, v
por tanto la ON pasara por B, punto medio de GBH; lueg:
fos tres puntos 0, B y N estn en la linea recta.

teorEMA 80 (fig. 108).

Todo poligono reqular ABCDE puede inscribirse en un cir -

culo, y puede circunscribirse d un circulo.

1.° Sea 0 el centro de la circunferencia, que pasa por
los tres vértices A, B, C: hagamos ver que esta circunferen-
cia pasara por todos los demas vértices.

Tiro los radios OA, OB, OCy la recta 0D. En el trian-
gulo 0BG los angulos OBC y OCB son iguales, por oponerse
4 lados iguales; restindolos de los angulos ABC y BCD igua-
les por hip6tesi, los restos ABO y DCO seran iguales ; luego
los tridngulos ABO y DCO son iguales, por tener ¢l lado OB
igual al OC, el lado AB=CD por ser regular el poligono, y
el Angulo ABO=DCO ; luego O0D==04: luego la circunferen-
cia que pasa por los tres puntos A, B, €, pasa tambien por
el punto D ; 'y como se demostraria del mismo modo que di-
cha circunferencia pasa porlos demaés vértices, se infiere que
el poligono queda inscripto en el circulo.

2.° Siendo los lados del poligono cuerdas iguales del cir-
culo 'circunseripto, estarin a igual distancia del centro .
[Teor. 43]; es decir, que las perpendiculares OF, 0G, OH
ete. son iguales; luego, si hacemos centro en O, y describi:
mos con el radio OF una circunferencia, esta pasard por los
puntos F'y G, H, ete.; y como los lados del poligono son
perpendiculares 4 los radios OF, 0G, OH, cte., y por tanto
son tangentes 4 dicha circunferencia, se infiere que el poli-
gono queda circunseripto al circulo.
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40. Se llama cenfro de un poligono regular el centro de
su circulo inscripto 6 circunseripto. Radios del poligono re-
gular son las rectas tiradas desde el centro 4 los vértices del
poligono. Apotemas del poligono regular son las perpendicu-
lares bajadas desde el centro 4 los lados.

Nota. Los tridngulos, en que los radios de un poligono re-
gular dividen al poligono, son todos iguales [Teor. 18).

Segun esto, los radios de un poligono reqular dividen ¢ sus

dngulos en dos partes iquales.

41. Se llama dngulo en el centro de un poligono regnlar el
angulo formado por dos radios tirados 4 los estremos de un

lado. La medida de este angulo es evidentemente !'—'I-{, sien—

n
do n el nlimero de lados.

TEOREMA 81 (fig. 109).

La razon del lado del cuadrado mscripto en un circulo al ra-
dio.es v/ 2 '
Sea AB un lado del cuadrado inseripto; tiro los radios CA

Y CB. Siendo el arco AB un cuadrante, el angulo ACB es.

recto. En el tridngulo rectangulo ABC tenemos por cl teore-
ma de Pitigoras

AB=AC - CB;
y llamando r al radio,
AB2:T2—{—T2, O ABS:QTE,

AB? :
de donde HB-T:E, Y por consiguiente [Aritm. 145]
p

A vz

Nora.  1.°  En virtud de este teorema se podra hallar el
lado del cuadrado inscripto en un circulo, siendo conocidoel

radio, y al contrario; pues de '.‘@:VE, resulta AB=rv/2;
o

A AB s s
Y por consiguiente r==——, 6 mulliplicando los dos términes

-
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de este quebrado por su denominador, para que -este sea ra-

ABY/2

cional, serd T_'_Q'“_'

Nora. El lado del cuadrado inscripto en wn circulo y el
radio son incomensurables; pues su razon es incomepsura-
ble [29]. Siendo el lado del cuadrado inseripto en un circulo
la diagonal de un cuadrado euyo lado es el radio, resulta
que la diagonal de wn cuadrado y su lado son rectas incomensu-
rithles. :

TeoREMA 82 (fig. 110).

El lndo del exdgono regular inscripto en un circulo es igual
al radio de dicho cireulo. ‘

Sea AB un lado del exdgono regular inscripio; tiro los

; : 4R “2R 2
radios CA y CB, y tengo [41] el angulo C=-f-3-=_.E =i=R;

1 bl
luegolasuma A |-B delos otros dos dngulos del tridngulo ABC

I i
valdra %R; Y como los dos angulos A'y B son iguales, por
oponerse a los lados ignales AC y BC, cada uno de estos an-
2
gulos valdrd —R. Tenemos, pues, que losdngulos Ay Cson
3

iguales; luego los dos lados CB y AB son iguales.

Nora. Conviene enunciar tambien este lecorema de este
otro modo: la cuerda de lo sesta parte de lo civcunferencia, ¢
del arco de 60°, es iqual al radio.

TEOREMA 85 (fig. 111).

La razon del lado del tridngulo equilitero dnscripto en un

circulo al radio es /5.

., Sea AB el lado del tridngulo equildtero inscripto, tiro el
diametro’ AC'y la cuerda BC: siendo el arco AB 1 de la cir-
canferencia, y el arco ABC la mitad de la cireunferencia, se-
ra el arco CB=ABC—AB=1-.=! de Ia circunfereneia, v
por consiguiente la cuerda CB es igual al radio. :
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En el tridngulo rectingulo ABC tenemos por ¢l teorema;
de Pitdgoras -
AB=AC*—BC",
y llamando r al radio,

AB234T2—‘T2, 6 ABE:-;STE";
CAN G, : '
de donde -T—E::S, Y por consiguiente [Aritm. Complemen—
0 28, Alg. 1177 280/7;
r
Nora 1." Segun este teorema, podremos hallar el Jado
del tridngulo equilatero inseripto, conociendo el radio, y al

: i y AB ot =
contrario; pues siendo — ==1/5, se infiere que AB=ry/5,
. Jr‘ "

¥ que r:ii, 6 multiplicando los dos términos-de este que-
3

brado por su denominador, para que este sea racional, serd’
ABY/'5

Nora 2.2 El lado del tridngulo equilitero inscripto en un
circulo y el radio son dncomensurables; pues su razon es in-
comensurable [29]. :

Nora 3.°  La apolema OD del tridngulo equildtero inseripto

en un céreulo es igual G lo mitad del radio: pues los tridngulos.
semejantes ADO vy ABC nos dan

AD : AB :: DO : BC;
y como AD es milad de AB, tambien DO serd: mitad de BC
6 del radio. ; )
42. Se dice que una recta estd dividida en media y es-
frema razon, cuando estd dividida en dos partes tales que la

parte mayor es media proporcional entre dicha recta y la
parte menor.

e

TEOREMA 84 (fig. 112).

El lado del decigono regular mseripto en un circulo es igual
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@ lu parte mayor del radio dividido en media y estrema razon.
Sea AB un lado del decédgono regular inscripto, tiro los
4R 2 2
ridios CA y CB: el dngulo Cza_g:gﬂ; luego A-B=iR;
y como los éngulos A y B son iguales por oponerse 4 lados
iguales, cada uno valdra 4 R. :

Esto supuesto, divido el 4ngulo A en dos partes igua-
les por la recta AD, y tendré [Teor. 57]

BD : DC :: AB: AC [1].

Ahora, valiendo # R el angulo CAD, los lados AD y CD
son iguales, por oponerse alosngulos iguales Cy CAD. Tam-
bien el dngulo ADB=C+CAD=4R [Teor. 13, Corol. 1.,
Yy por tanto los lados AB y AD, opuestos 4 los 4ngulos igua-
les ADB y ABD, son iguales; luego DC=AB; y la proporcion
[1] sera

BD : DC :: DC : BC.

Queda pues demostrado que el radio BC esta dividido en
Den media y estremarazon, y que su scgmento mayor DC es
igual al lado AB del decdgono regular inscripto.

Nora. Hemos visto [Teor. 81] que la razon del lado del

cuadrado inseripto al radio es1/2;luego, si tomamos por uni-

dad el radio, el valordel lado del cuadrado inscripto es v/ 2.
Por consiguiente, si las construceiones geométricas fuesen
exactas, que no lo son, hallariamos con exactitud una recta

cuyo valor fuese /2. Lo mismo dirfamos de otra raiz cuadra-

da incomensurable cualquiera 1/, que es el valor de una

recta media proporcional entre lzs rectas cuyos valores son
1yn

TEOREMA $5.

Los poligonos regulares de un mismo niimero de lados son so—
aejantes.

Consideremos dos exagonos regulares: valiendo los seis
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angulos de un exdgono 8 rectos [Teor. 26], cada dngulo del

exagono regular valdrd ._S_;Ii; luego los dngulos de ambos po-

ligonos son iguales.

Siendo iguales los lados de cada poligono, larazon de un
lado de un poligono 4 otro lado del otro poligono es siempre
la misma; luego los lados homélogos son proporporciona—
les : luego [36] los poligonos son semejantes.

TEOREMA 86 (fig. 143).

* Los perimetros de dos poligonos regulares ABCDE, abede de
un mismo nimero de lados son proporcionales ¢ sus radios AQ,
a0, y & sus apotemas OF, of.

Sean Py p los perimetros de los dos poligonos: por ser
semejantes estos poligonos, tendremos [Teor. 76]

P:p:: AB: ab.

Si ahora tiramos los radios OB y o, los triangulos OAB
y oab seran semejantes, por ser iguales los angulos 0AB y oab,
como mitades de los iguales EAB y eab [40, Nota], y tambien
iguales los dngulos OBA y oba por la misma razon: luego
[Teor. 65]

: AB :ab:: AO : qo :: OF : of;
luego P: p::40: a0 ::OF : of.

TEOREMA 87 (fig. 114).

Toda linea convexa (a) cerrada ABCD, envuella por olra li-
nea cualquiera cerrads PQRST, es menor que esta.

No pueden ser iguales todas las infinitas lineas ABCD,
PORST, ete., que encierran 4 la superficie plana ABCD; pues
tirando la recta MN, que no corte 4 la ABCD, sera MN<
MPQN, y afiadiendo & ambos miembros la partc MTSRN, re-
sulta MNRST<PQRST.

No siendo iguales todas las lineas en nimero infinito,

(#) Sellama linea convexa la linea que no puede ser cortada por
una reeta mas que en dos puntos.
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que encierran & la superficie plana ABCD, sucedera uno de
estos dos casos: queexistan entre estas lineas dos 6 mas igua-
les en magnitud, menores que todas las demés, 6 que exista
una sola, menor que todas las demas. !

Hemos visto que la PQRST es mayor ‘que la MNRST;
luego la PQRST no es de las menores: lomismo se puede de-
mostrar de otra cualquiera de las lineas mencionadas, dife-
rente de la ABCD; luego no pueden existir dos de estas que
sean iguales en magnitud y menores que todas las demé}s;
luego existe una sola menor que todas las demas; y pues nin-
guna diferente de la ABCD es de las menores, esta es nece-
sariamente la menor.

Corolarios. 1.° La circunferencia es mayor que el perime-
tro de todo poligono tnscripto, y menor que el de todo poligono
carcunscriplo. .

2.°  Sidesde un punto G (fig. 115) se tiran d. los estremos
de un arco convero de cualquier curva dos tangentes (a) CAy
CB, la suma de estas dos tangentes es mayor que el arco: pues
tirando la cuerda AB, tenemos, por el teorema,

AB--AC-BC>ADB}-AB;
luego ACH+BC>ADB.

5. El perimetro de un poligono reqular wnseripto , que tenga
duplo nibmero de ludos que otro poligono reqular inscripto, es ma-
yor que el de este.

4.° " El perimetro de un poligono reqular circunscripto, que
tenga duplo wimero de ludos que otro poligono reqular circuns—
«cripto, es menor que el de este.

TEOREMA 88,

ElL perimetro de todo poligono reqular circunscripto G un cir-
culo , es menor que 16 radios,

Sea P el perimetro de un poligono regular circunseripto,
p el de su semejante inscripto, R la apotema del poligono cir-

(@) Entendemos por tangente i una cur

P va cualquiera una recla que
toca en un punto 4 dicha curva. :
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cunscripto, que sera el radio del circulo, y r la apotema del
poligono inscripto: tendremos [7Teo. 83|

P‘:p::R:r.

Si los dos poligonos son triangulos equilateros, es[Teore-
ma 83, Nota 3.°] R=2r, y por consiguiente P=2p; pero p
es menor que el perimetro del cuadrado circunseripto, que
es evidentemente igual & 8R; Iuego 2p<16R, 6 P<16R.

Si los poligonos regulares inscriptos y circunseriptos lie—
nen mas que tres lados, la apotema r del inscripto sera mayor

que —; pues siendo los arcos, en que esta dividida la circun-
2

ferencia, menores que % de la circunferencia, las cuerdas cor-
respondientes son tambien menores que el lado del tridngulo
equilatero inseripto [Teor. 39, 2.°], y por tanto distan del

I3

\ 2 ; R
centro mas que este [Teor. 43, 2.°]. Sicndo pues —2-<r, O -

R<2r, serh P<2p; y como p<8R, serd con mayor razon
P<16R.

Lema 1 (fig. 116).  Se puede inscribir en un_circulo un po-
ligono reqular. cuyo nimero de lados sea bastante grande, para
que la diferencia enlre el radio del circulo y la apotema del po-
ligono sea. menor que cualquiera cantidad dada, por pequciia
que sea. ; ‘

Inscribamos un poligonoregular de cualquier ntmero de
lados, despues otro poligono regular cuyo nimero de lados
sea duplo que el anterior, despues otro de duplo niimero de
lados que el tillimo; € imaginemos que esta operacion se
continue indefinidamente: 4 medida que va creciendo el ni-
mero de lados del poligono regular inscripto, es evidente que
la magnitud de las cuerdas, 6 lados del poligono,va disminuyen-
do; y por consiguiente [Teor. 43, 2.°] su distanciaal centro,
6 la apotema del poligono, va aumentando; luego ladiferen-
cia entre el radio del circulo y laapotemava disminuyendo.
Para demostrar que esta diferencia puede llegar 4 ser menor
que cualquiera cantidad dada [Aritm. 123, Nota], llamemos
R al radio de! circulo, » & la apotema del poligono, n al ni-
mero de sus lados, y a & uno de estos. Tenemos [Teor. 12,
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Corol.] AO—OC<AG, 6 R—r<. Bl perimetro del poligono

esna, yesmenor que el perimetro del cuadrado circunseripto
al circulo, que vale 8 radios, esto es na<8R, de donde

- iR
a< SR; luego con mayor razon B———?‘(SR, O R—r<——,
“* 2n %

El niimero de lados n puede llegar 4 ser mayor que cual-

quicra cantidad por grande que sea; luego el quebrado s

podra llegar 4 ser menor que cualquiera cantidad dada, cre-
ciendo n suficientemente; luege entonces R—r serd con ma-
yor razon menor que cualquiera cantidad dada.

Lema 2. Se pueden inscribir y circunscribir & un circulo
dos_poligonos requlares de igual nimero de lados, - tales que lu
diferencia de sus perimetros sea menor que cualquiera cantidad,
lan pequefia como se quiera.

Dividamos la circunferencia en tres 6 mas arcos iguales;
tiremos las cuerdas de estos arcos, y las tangentes 4 la cjr-
“cunferencia en los puntos de division: habremos inscripto y
circunscripto dos poligonos regulares de igual niimero de la-
dos. Inscribamos y circunscribamos otros dos poligonos regu-
lares de duplo naimero de lados que los anteriores [Teor. 77,
Corol. y Teor. 78, Corol.], despues otros dos de duplo ni-
mero de lades que los {iltimos; y continuemos esta operacion
indefinidamente. A medida que va duplicandose el namero
de lados de ambos poligonos inscripto y circunscripto, el peri-
metro del inscripto va aumentando [Teor. 87, Corol. 3.°], y
el del circunscripto va disminuyendo [Teor. 87, Corol. 4.°T;
luego la diferencia entre ambos perimetros va disminuyendo.

Para demostrar que esta diferencia puedellegar & ser me-
nor que cualquiera cantidad por pequefia que sea [Aritm. 125,
Nota], llamemos P al perimetro del poligono circunseripto, P
alde susemejante inscripto, R4 la apotema del circunseripto y
7 & la apotema del inscripto: tendremos [Teor. 86

PipiiRip;
0 bien [dritm. 173) :
P—p:P::R—r:R,
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P
de donde P, —PET{'(R—") H

pero P<16R [Teor. 88]; luego P—p<16 (R—r).

Ahora bien, haciendo que lospoligonos tenganun niime-
ro de lados suficientemente grande, puede el factor R—r lle-
gar a ser menor que cualquiera cantidad dada por pequefia

‘que sea [Lema 1]; luego tambien el producto 16 (R—r) puede
llegar a ser menor que cualquiera cantidad asignable; y con
mas razon P—p és entonces menor que esta cantidad.

Nora. Los teoremas 84 y 88 y los dos lemas, que acaba-
mos de demostrar, tienen por principal objeto preparar la de-
mostracion del teorema siguienté.

TEOREMA 89

Las circunferencias C y C' son proporcionales & sus radios
Ry R (a).

Sean P y p los perimetros de dos poligonos regulares se-
mejantes circunscripto & inscripto 4 la circunferencia C; sean
P’y p’ los perimetros de dos poligonos, semejantes 4 los an-
teriores, circunscripto ¢ inscripto 4 la circunferencia (.

Es evidente que la razon g- estd comprendida entre las

1

razones% y %—, ¥ que la razon % estd comprendida entre

’

las razones %—, y -1—1;7: pero [Teor. 86]

BB lﬂ_‘_p_

R R'R R
Gliy g ; P _p
luego la razon & esta comprendida entre las T y T luego

7]

C allfiais .
las dos razones constantes R y 7 estan comprendidas entre

¢ P
las variables — ﬁ.
es F y R



Mas, sabemos que

Beodtica il s
“puede llegar 4 ser menor que cualquiera cantidad por peque-
fia que sea, multiplicando suficientemente los lados de los dos
poligonos inscripto y circunscripto [Lema 2]; luego, segun el

’

(el 1
teorema de Arbogast [ Aritm..comp.” 16], las constantesﬁ y —E'
son iguales, 6 bien
? Cy Ren € sl
6 CEEC T IRETRY

Corolarios. 1.° Las circunferencias son proporcionales 4 sus
didmelros ; esto es,

G2l 0 2R,
2.° Lo razon de la circunferencia al didmetro es una eanti-
dud constante; pues la proporcion
C: 2R ::Cx R
prueba, que la razon de una circunferencia 4 sudiimetro es
igual 4 la razon de otra circunferencia cualquiera 4 su dis-

metro; luego dicha razon es siempre la misma, 6 es cons-
tante.

PROBLENMAS

RELATIVOS AL LIBRO IV,

prOBLEMA 24 (fig. 147).

Dividir una recta_en cualquier mimero de paries gquales.

Supongamos que se quiera dividir la recta AB en cinco
partes igunales.

Por uno de sus estremos A tiro otra recta indefinida AC,
tomo sobre esta con una abertura cualquiera de compas cin-
co parles iguales AD, DE, ete.; tiro la HB, y por el punto 6
una paralela GI 4 la HB: BI serd ¢ de 4B. Llevando pues



83

sobre la I4 tres veces la BI, quedara la AB dividida en cin-
co partes iguales AM, ML, LK, KI, I1B. :

En efecto, siendo GI paralela &4 HB, tendremos [Teor. 5G]
GH : AH :: IB: AB; y pues GH es { de AH, tambien IB es
4 de AB. :

- proBLEMA 28 (fig. 118).

| Dividir una recta ET en paries proporcionales ¢ las de olra
recly AB!

Por uno de sus estremos E tiro otra recta indefinida EG,
tomo sobre esta las partes EH, HI, IK iguales 4 las AC, CD,
DB, tiro KF, y por los puntos I, H las paralelas IL, HM &
la KT las partes EM, ML, LF, en que queda dividida la EF,
serdn proporcionales dos & dos & las. EH, HI, IK.

En efecto, siendo HM paralela & IL, tenemos [Teor. 56]

EM «EH :: ML : HI.

En el trapecio MFKH tenemos [Teor. 85], por serIL pa-
ralela 4 las bases, '

ML : HI :: LF : IK;
luego . EM : EH :: ML : HI :: LF : IK.

rroBLEnA 26 (fig. 119).

Hallar una cuarta proporecional G tres rectas dadas m, n,
p; es decir, hallar una recta que sea el cuarto lérmino de lo
proporcion m i mn i pivx.

1.* construccion. =~ Sobre los lados de un dngulo A tomo
las partes AD=m, DC==n, AE=p; junio el punto D con el
E,y por el punto C tiro la CB paralela 4 la DE; EB sera la
cuarta proporcional, 6 el valor de .

En efecto, siendo DE paralela & BC, sera {Teor. 567

AD:DC :: AE : EB,
0 m allvp EB

A\
2.% construccion. Sobre los lados de un angulo A tomo

las partes AD=m, AC=n, AE=p; junto el punto D con el
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I, y por el punto C tiro 1a CB paralela d'la DE, y AB serd
la cuarta proporcional: puesto que tenemos [Teor. 56, Nota]

AD : AC : : AE : AB,
0 L m: n. :: p :AB.

3.° construccion. 'Sobre unarecta indefinida tomo las par-
tes AD=m, AC=n; tiro por el punto D una recta cualquie-
ra DE=p, junto los puntos A y E, y'tire porel punto € la .
(B paralela 4 la DE; CB es la cuarta proporcional: pues sien-
do semejantes los tridngulos ABC y ADE, seré

AD : AC-: ;.DE : CB,
0 o camos D LGBy

PROBLEMA 27.

Hallar una tercera proporcional ¢ dos rectas dadas m y n;
es decir, hallar una rectu que sea el cuarto término de lu pro-
gorcion continua m :n ::n: X,

Este problema se resuelve del mismo modo que el ante-
rior, del cual es un caso particular.

PROBLEMA 28 (fig. 120).

Hallar wna media proporcional entre dos vectas dadas
‘my n.

1.% solucion. Tomo sobre unarecta indefinida las partes
AB=m, BC=n & continuacion una de otra; considerando A
la recta AC como didmetro, describo un semicirculo, levanto
en 8 la perpendicular BD 41a AC, y BD seré la media pro-
porcional pedida [Teor. 67, Corol.].

2. solucion. Tomo sobre una recta AC igual & la mayor
de las dos rectas m una parte AB==n, describo sobre AC un
semieirculo, levanto la perpendicular BD, y tiro la cuerda
AD : esta serd la media proporcional [Teor. 68, Corol. 1.°].

Nota.  Ademés de los métodos que acabamos de dar, para
hallar cuartas, terceras y medias proporcionales, existen
otros varios, aunque no tan sencillos, fundados respecliva-
mente en los teoremas 72 y 75; 67, 68, 72 ¥ 74; Tk: su in-
vestigacion sefd un huen ejercicio para el lector.
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proBLEMA 29 (fig. 120%)..

Dividir una recta AB en media y estrema razon.

En uno de los estremos A de la recta levanto una perpen-
dicular AC=3AB; haciendo centro en C describo con elradio -
AC un circulo, tiro la BC, llevo la BD sobre la BA, y el pun-
to £ serd el que divide 4 la recta en media y estrema razon.

En efecto, prolongo la BC hasta F, y tengo [Teor. 74]

BF : BA -+ BA : BD,
de donde [Ardm. 173]

BA : BF—BA :: BD : BA—BD,
) BA : BE :: BE : AE.

prosLEMA 30 (figs. 121 y 103).

Sobre una recta dada, considerada como lado homdlogo de un
lado de un poligono dado, construir un poligono semejante al
dado.

Supongamos en primer lugar que sobre la recta ac{figu-
ra 121], lade homélogo de AC, se quiera construir un tridn-
gulo semejante al ABC.

1.* solucion. Tiro por el punto a una recta ad, que for-
me cen laac undngulo a=A, tomo sobre el lade AC (prolon-
gado, si es menor que a¢) una parte AD=ac, por el punto D
tiro la DE paralela a la CB, tomo sobre la ad una parte ab=—
AE, y tiro la he: el tridngulo abc sera semejante al ABC; pues
los dos tridngulos abc y ADE son iguales [Teor. 16], y este
es semejante al ABC [Teor. 58].

2.% solucion. En los puntos @ y ¢ construyo dos dngulos
iguales & los A y C; y el triangulo abc que resulta serd seme-
jante al ABC [Teor. 60, Corol.].

3.% solucion. Tomo sobrela AC una parte AD=ac, y tiro
por el punto D una paralela 4 la BC; sobre la ac construyo
un tridngulo abe igual al ADE, valiéndome de los tres lados
de este; y el tridngulo abe, igual al ADE [Teor. 18], sera
semejante al ABC.

Supongamos ahora que sobre Ia recta ab (fig. 103),lado’

homélogo de AB, queramos construir un poligono semejante
al ABCDEF. :
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Tiro las diagonales AC, AD, AE: sobre la recta ab cons—
truyo un tridngulo ebc semejante al ABC, sobre la ac constru-
yo un triangulo acd semejante al ACD; sobre la ad otro aed
semejante al AED, y sobre la ae otro aef semejante al AEF:
el poligono abedef serd semejante al ABCDEF [Teor. 75].

propLEMA 81 (fig. 122).

Inscribir un cuadrado en un circulo.

Tiro dos didmetros perpendiculares AB y CD, y por sus es-
tremos las cuerdas, las cuales formaran el cuadrado inscripto
ACBD: pues los dos didmetros perpendiculares dividen 3 la
circunferencia en los cuatro arcos ignales AC,CB, BD y AD:
laego [Teor. 77] las cuerdas de estos arcos forman un poligo-
no regular de cuatro lados, 6 un cuadrado.

PROBLEMA 32 (fig. 125).

Inscribir un exdgono reqular en un circulo.

Llévese el radio como cuerda sobre la circunferencia,
esta quedara dividida en seis arcos iguales AB, BC, (D, ete.;
puesto que el radio es la cuerda de la sesla parte de la cir-
cunferencia [Teor. 82, Nota]: tirando las cuerdas correspon-
dientes 4 los seis arcos, se tendra el exdgonoregular inscrip-
to ABCDEF (Teor. 77].

PROBLEMA 83 (fig. 125).

Inscribir en un circulo un tridngulo equildtero:

Inscribase el exdgono regular ABCDEF, 7y tirense las
cuerdas AC, CE'y EA de arcos duplos, de manera que for—
men un triéngul'o; y este sera el triangulo equilatero ins—
cripto [Teor. 77.] ;

PROBLEMA D&,

Inscribir en un circulo un decdgono requiar. .

Dividase el radio en media y estrema razon, y llevando
Ja parte mayor como cuerda sobre la circunferencia, que-
dard esta dividida en diez arcos iguales; puesto que la par-
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fe mayor del radio dividido en media y estrema razon cs
igual al lado del decdgono regular inscripto [Teor. 847: ti-
" rando en seguida las cuerdas correspondientes 4 los diez ar-
cos, se tendra el decdgono regular inscriplo [Teor. 77].

PROBLEMA 35,

Inscribir en un circulo un pentdgono reqular.

Inscribase el decdgono regular, y tirénse las cuerdas de
los arcos duplos, de manera que formen un pentégono; y
este sera el pedido [Teor. 77].

PROBLEMA 30.

Inscribir en un circulo un pentedecdgono reqular.

Li¢vese come cuerda el radio sobre la circunferencia, y
el arco' correspondiente sera § de la circunferencia; l1évese
como cuerda sobre este arco desde uno de sus estremos la
parte mayor del radio dividido en media y estrema razon, y
¢l arco correspondiente serd 4 de la circunferencia ; la di-
ferencia de estos arcos serd $—4=1% de la circunferencia;
luego tomando la cuerda de este arco, y llevindola sobre la
circunferencia, quedard esta dividida en quince partes igua-
les; tirando las cuerdas, se tendrd el pentedecagono regu-
lar inscripto.

Nota. Acabamos de ver que se pueden inscribir en un
eirculo geométricamente, es decir, sin tanteo, poligonos re-
gulares de 6 6 5 lados, de &, de 106 5, y de 183. Como, es-
tando inscripto un poligono regular, es facil [Teor. 77,
Corol.] inscribir otro de duplo, ntimero de lados que €, se
infiere, que sabremos inscribir sin tanteo en la circunferen-
cia los poligonos regulares cuyo niimero de lados es cual-
quiera de los siguientes :

A T I R e
5, 6,12, 2%, 48.....
5, 10, 20, &0, 80.....
15, 30, 60, 120, 240....

eroBLEMA 37 (fig. 124).

Dado un lado de un poligono regular inscripto, hallar el
lado del poligono semejante circunseripto.
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Sea AB=a un lado de un poligono regular inscripto,
CD=b ser4 el lado del poligono regular circunscripto seme-
jante [Teors. 79 y 85]; sea r el radio del circulo: tendre-

mos [Teor. 65]
: 4 AB: CD::0F : OE,
0 @ : b ::0F: .

Pero en el tridngulo rectingulo OAF tenemos, por el
teorema de Pitdgoras,

OF—=0A*—AF",
6 bien 0F*:r*-“£ ;
¥ por consiguiente OF = r’-—-%; luego
a:b::V’—a&—s:r,
de donde e A

)
L
1/1"’———
/ 4
Nora. Esta relacion puede servir para rcsolver el si-

guiente problema general : dadas dos de las tres cantidades
a, byr, hallar la tercera [Alg. 107].

PROBLEMA 38 (fig. 125).

Dado un lado de un poligono regular inscripto, hallar el la-
do de otro poligono regular inscripto de duplo nimero de lados.

Sea AB=a un lado de un poligono regular inscripto,
AC=b ser4 el lado del poligono regular inseripto de duplo
namero de lados [Teor. 77, Corol.]. .

Siendo el arco ACB 4 lo mas § de la circunferencia, y por
tanto el arco AC 4lo mas ¢ de la circunferencia, sera el 4n-
gulo AOC agudo, y por consiguiente [Teor. 7 0]

AC=A0*4-C0*—2C0x0D;
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g
¥y como 09:1/1“”7-%— '
sera C=2r—9r |/ r’—%,
2
6 bz‘/‘.).r’—2r l r’-f% (a)-

Nora. Esta relacion puede servir para hallar cualquiera
de las tres cantidades a, b y r, dadas las otras dos [Aly. 107].

proBLEMA 39 (fig. 126).

Dados los perimetros p, P de dos poligonos regulares seme-
jonles inscriplo y circunscripto, hallar los perimetros p' P’ de
dos poligonos semejantes inscripto y circunscripto de duplo nii-
mero de lndos.

Sea AB un lado del poligono regular circunscripto, CD el
de su semejante inscripto, n el nimero de lados de cada po-
ligono. Tiremos la CE, la tangente CG yla OE; CE sera [Teo--
rema 77, Corol.] un lado del poligono regular inscripto de du-
plo niimero de lados, CG 6 su igual EG serd la mitad de:
un lado del poligono semejante circunscripto [Teor. 78, Co-
rolario].

Tenemos, pues, P=2n, AE, P'=hn. EG; luego

2P P AR o BG 1.
~ Ahora, [Teor. 83] ,
P.:p:: A0 0C=0E;
y siendo OG la bisectriz del dngulo AOE, sera [Teor. 57]

(@) Esta espresion puede ponerse hajo la forma

(2 ; 20— "
. g “J_V’L%-@ [Alg. 159].
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AOG: OF :: AG : EG;
Iuego P p—-AG D BG;
Y por consiguiente
: Pip:p:: AE : EG,
De esta proporcion y la [1] resulta
2P Py PLp: p,

2Pp
de donde Pe=—,
Ptp
Para hallar p', tenemos p=2n. CF, p'=2n.CE;
luego g8y i CF ¢ CE,

Los triangulos ECF, EGH semejantes nos dan
CF :CE :: EH : EG;
luego p iip" i EH VEG.
Mas p'=4n.EH, P'=kn.EG; luego
plaPree By EG.
De esta proporcion y la anterior resulta
prpiip o P, de donde
P'=vPyp.

Nota.  Los problemas 37, 58 y 59 tienen: por principal
_objeto preparar la resolucion del problema siguiente.

PROBLEMA 40.

Hullar la razon aproximada = de la circunferencia al did-
melro (a).

Siendo la razon de la circunferencia al didmetro la mis—
ma para lodas las eircunferencias [Teor. 89, Corol. 2.”], ha-

() Lambert demostrd el primero que la razon de la circunferen~

cia al didmetro es un niimero incomensurable. Véase 14 geometria de
Legendre,
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\laremos esta razon, suponiendo que el didmetro del circulo
vale 2; y por consiguiente que el radio vale 4. Si hallamos
el valor de esta circunferencia, dividiéndolo por 2, habremos
resuelto el problema [Aritm. 162].

Sabemos [Teor: 81, Nota 1.%] que el lado del cuadrado

inscripto vale rv/2; y como aclualmente r=14, el lado de

dicho cuadrado valdra +/2: el lado del cuadrado circunserip-
to vale 2r=2; luego los perimetros de los dos cuadrados ins-

cripto y circunscripto valen !;\/2 y 8. Porel problema ui-
timo podremos hallar los valores de los perimetros de los oc-
togonos regulares inscriplo y circunseripto, y en seguida los
valores de los perimetros de los poligonos regulares inserip-
to 'y circunseripto de 46 lados, despues los de los poligonos
regulares de 52 lados, y asi sucesivamente.

A medida que va duplicindose el nitmero de lados de los
dos poligonos semejantes, la diferencia de sus perimetros va
disminuyendo, y pucde Hegar 4 ser menor que cualquiera
cantidad por pequefia que sea [Lema 2, pag. 80].

Supongamos, para fijar las ideas, que se quiera hallar el
valor de = con menor error qué una milésima: se continuard
el caleulo de los perimetros, hasta llegar 4 dos, que se dife-
- rencien en menos de dos milésimas: pues, sipor cjemplo he-
mos llegado & los valores de P=6,28566...y p=—06,28264...,
sera P<6,284, y p>6,282; luego €=6,282-+a, siendo

X 5

i o C A o
<2 milésimas: por consiguiente ?u—_ﬂ:a,iﬁ-i—%—ﬁg_ Xy

a 1 r_" 3 b d
pues —2—<1 milésima, se infiere que ===3,144¢con un error

menor que 1 milésima.

Nora. Nos hemos valido para la resolucion de este pro-
blema del lado del cuadrado inscripto; pero en su lugar nos
podriamos valer de) de otro poligono regular cualquiera, por
ejemplo, del lado del exdgono. En este caso se hallaria el
valor del lado del exagono cireunseripto por el problema [56];
y multiplicando uno y otro por 6, tendriamos los perimetros
de los dos exdgonos inscripto y circunscripto, y despues s¢
continuaria como antes.
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Arquimedes hallé que la razon de la circunfercneia al

, ¥ los modernos han ha-

53
115
HNado en decimales 3,14159 26555 89795...

9
didmetro es 37‘-, Mecio hallo

PROBLEMA 40.
Dado el radio, hallar la circunferencia, y al contrario.

Tenemos E%-:w; de donde resulta

C

; C=2xR, R_—..ZT.

Ejempl. ;Cudl es el valor de una circunferencia cuyo
radio es 10 varas?

Hemos hallado C=2xR; luego C=2x3,14159x10 , 0
(C=62,8318 varas.

2.° 4Cudl es el radio de una circunferencia cuya longi-
tud es 1000 varas?

C 1000 500
e AROmOY, R 9x5,16150  5.14159 — 13915

varas.

3.° ¢Cual es la longitud de un arco de 73 grados, siendo
el radio 25 varas.

El valor de la circunferencia es en el caso actual
$,14159x50; la longitud de un arco.de un grado de dicha
; ; 3,14159x50
circunferencia es 2" 77
' 360
3,14159x50x75

360 )

Resuélvase por una proporcion.
4.° La longitud de un arco, siendo el radio 21 varas, es
33,27 varas, seudntos grados tendra dicho arco?
La longitud de la circunferencia es 3, 14159x42: el valor

o

mg; luego el va-

» ¥ la del arco de 73° se-

TA

en grados del arco de 1 vara serd
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lor en grados del arco 33,27 varas seri 5___60xao,97_ ]
3, 14159%42

Resuélvase por una proporcion [Aritm. 194 y 195].
5.° Hallar el niimero de grados del arco que reetificado
es igual al radio.
Siendo el radio R, la longitud de la circunferencia es
2=R: formaremos pues la proporcion

2R : R :: 560° : 2°
560°xR, 180°
0 x=

R Wi =57°,20578.
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Areas de los poligonos y del circule.

AR

CAPITULO I.

Areas de los poligonos.

43. Area de una superficie es la medida de esta su-
perficie [3, Note].
Para medir_una superficie, se tomapor unidad un cua-
drado.

TEOREMA 90 (fig. 127).

Dos rectingulos ABCD, EFGH, que tienen iquales bases AB
y EF, son proporcionales 4 sus alturas AD y EH.

Puede suceder que las alturas AD y EHsean comensura-
bles 6 incomensurables.

1° Si las alturas AD y EH son comensurables, sca AT su
medida comun, que quepa en la altura AD 7 vecesy en la
altura EH 4 veces; tendremos [29]

AD 17
EH &’
Tirando por los puntos de division paralelas 4 las bases,
quedara dividido el rectingulo ABCD en‘7 rectangulos par-

ciales, y el rectingulo EFGH en 4: todos estos rectangulos
parciales son iguales, pues ticnen bases iguales y alturas igua-
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les [Teor. 32, Corol.j; luego cualquiera de ellos es medida
comun de los dos rectingulos ABCD y EFGH;luego [29]

De esta proporcion y de la anterior resulta esta otra
ABCD AD
EFGH EH

- 2°  Si las alturas son incomensurables, imaginemos divi-
dida una de ellas EH (fig. 128)%en partes iguales, y llevan—
do una de estas partes sobre la altura AD desde el punto 4,
* el Gltimo punto de division no podra caer en D, por ser las
alturas incomensurables; sea I ¢l Gltimo punto de division,
y construyamos el rectangulo ABLI,
Por.ser comensurables las alturas AI, EH tendremos,
segun el primer caso,

ABLI Al
EFGH EH
_ Siendo tan pequefias como queramos laspartes en que se

supone dividida la EH, el punto I podra acercarse al punto
D cuanto se quiera; luego ABCD esel limite de la cantidad

ABCD
. I gt ABCD TR
variable ABLI, y porA consiguiente EFeH S el limite de la

variable WAL

; por la misma razon &b es el limite de la
ErG PO 8 TR

variable :E‘%II : luego, segun el teorema de los limites,

3 ABCD _AD
EFGH EH
Nora. No hay que decir que las dos alturas AD y EH
- s¢ han de medir con la misma unidad, aunque arbitraria.
CGorolario.  Dos rectdngulos que tienen iquales alluras son

proporcionales d sus bases: pues las alturas de los rectangulos
pueden considerarse como bases, y las bases como alturas.
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TEOREMA 91.

Dos rectangulos cualesquiera son proporcionales & los pro-
ductos de sus bases por sus alluras.

Sean Ry R’ los dos rectingulos, ¢ y b la altura y base
del primero, a' y b’ la altura y base del segundo: digo que

R : R ::axb: a'xb'.
Sea R” un tercer rectangulo, que tenga la altura a del

primero y la base ' del segundo.

Los rectangulos Ry R", ‘que tienen igual altura, son pro-
porcionales a sus bases; esto es,

R:R'::b:0.

Los rectangulos R” y R’, que tienenigual base, son pro-
porcionales & sus alturas; esto es,

R':R::a:4a.

Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y su-
primiendo el factor R” comun 4 los dos términos de la pri-
mera razon, resulta :

R:R ::axb:a'xl (a).
Nota. Las cuatro rectas a, b, a’ y b’ se han de medir con
una misma unidad arbitraria.
Ejemplo. Hallar la razon de dos rectingulos, tales que la
base del primero sea 3 varas, su altura 135 pies, la base del
segundo 8 pies y la altura 39 pulgadas.

Como en este ejemplo las unidades & que estin referidas
las alturas y bases, 6 sean lasdimensiones de los dos rectin-

(a) En las proporciones
R:R":b:b,
. R':R::a:a
es indiferente'e.l con§i4eraréi R, R', R" como superficies, 6 como sus
valores numéricos 6 dreas; pero cuando se multiplican las dos pro-

porciones, implicitamente se admite que estas letras representan nu-

mtcros, pues seria absurdo el pretender multiplicar una superficie por
otra.
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gulos son diferentes, es menester referirlas 4 la misma uni-
dad, por ejemplo & la pulgada: entonces las dimensiones de]
primer rectangulo serdn 108 pulgadas y 156 pulgadas, vy las
dimensiones del segundo 96 pulgadasy 39 pulgadas: luego
si llamamos, para mayor claridad, Ry R’ 4 los dos rectin-
gulos, tendremos

R 108x156

B 96x39 ¥

Juego la razon del primer rectangulo al segundo es 4i; 6
en otros términos, el primer reclangulo es 41 veces mayor
que. el segundo.

TEOREMA 92.

El dera de un rectingulo es igual al producto de su base por
s altura; si la unidad lineal es el lado del cuadrado que se
toma por unidad de superficie.

Sea Reel rectdngulo, by a su base y altura, ( el cua-
drado que se toma por unidad, I sulado. Como el cuadrado
es un rectangulo, cuyos lados son iguales, tendrémos, segun
el teorema anterior,

R bxa
iy
ycomo el primer miembro es la medida del rectanguloR [3,

Vota], 6 su area, resulta que el drea de un rectingulo es igual
al producto de su base por su altura, dividido por la sequnda po-
tencia del lado del cuadrado que se toma por umidad; siendo los
tres reclas medidas con la misma unidad arbitraria.

Si el lado [ del cuadrado, que se toma por unidad de su-
perficie, es la unidad lineal, entonces ’=1; y por consi-
guiente

R
C
que es el enunciado del teorema..

_Nora.  En todas las reglasde medicion de superficies que
Siguen, tomaremos por unidad lineal, puesto que esta es ar-
bltrqua_, el lado del cuadrado tomado por unidad superficial;
v asievilaremosen todas ellas ladivision del producto de dos

7

—axb,
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reétas por la segunda potencia del lado de:dicho caadrado.

Corolario. = El drea de un cuadrado es igual ¢ lo  sequnda
potencia de su lado ; pues el cuadrado es un rectingulo cuya
‘base y altura son iguales (a)-

Segun esta regla, un pie euadrado, es decir, un cuadra-
do que tiene por lado un pie lineal, tiene 12x12=144 pulga-
das cuadradas; una vara cuadradatiene 9 pies cuadrados; ete.

reonems 93 (fig. 129).

El drea de un paraleldgramo ABCD es igual al producio
de su base por su altura. ‘

Levanto en los puntos A y B las perpendiculares AFy
BE 4 la AB hasta que encuentren al lado DG 6 4 su prolon-
gacion: los tridngulos rectangulos ADF, BEC, que tienen las
hipotenusas AD y BC iguales, como tambien los catetos AF'y
BE [Teorema 28], son iguales. Restando del trapecio ABCF
el triangulo BEC, queda el rectangnlo ABEF; y restando
" del mismo trapecio el tridngulo ADF, queda el paralelogra-
‘mo ABCD; y como, si de una misma cantidad se restan
cantidades igunales, los restos son iguales, se infiere que el
rectangulo ABEF cs equivalente al paralelégramo ABCD [3].

Ahora bien, el area del rectangulo ABEF es igual a
ABxBE; luego el area del paralelégramo ABCD es tambien
igual & ABxBE. .

Corolario.  Los paraleldgramos de igual base y de dgual al-
tura son eguivalendes.

TeonemMA 9% (fig. 150).

El drea de un tridngulo ABC es iqual ¢ lu mitad del produc-
1o de su base AC por su altura BD. 97

Tiro porlosvértices BB y (0 dos paralelas 4 los lados opues-
tos, y resaltard un paraleldgramo ACEB de igual base y de

(@) = De aqui viene el nombre de cuodrado que se da tambien 4 la
segunda potencia de un nimero; pues dicha segunda potencia es el drea
de un cuadrado, cuyo lado tiene por valor dicho nimero,

Por una razon semejante se da d veces el nombre de rectdangulo al
producto de dos niumeros.
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igual altura que el tridngulo: los dos tridngulos ABC y BCE,
que tienen sus tres lados iguales, son iguales; luego el tridn-
gulo ABC es mitad del paralelégramo ACEB. El 4rea de este
paralelogramo es igual al producto de subase por su altura;
luego el area del tridngulo serd igual & la mitad del producto
de su base por su altura.

Corolarios. 1.° Los tridngulos de iqual base ¢ igual altura
son equivalentes. :

2.° Todo tridgngulo es mitad de un paralelégramo de igual
base ¢ igual altura. :

3.° . Las dreas de dos tridngulos cualesquiera son entre si co-
mo los productos de sus bases por sus alturas; y por consiguien-
te, si los tridngulos tienen bases iguales, sus 4reas seran
proporcionales & sus ‘alturas; y si tienen iguales alturas, seran
entre si como sus bases.

TEOREMA 95 (fig. 131).

El drea de un trapecio ABCD es igual al producto de su alfu-
ra EF por la semi-suma de sus bases AB y DC.

Tiro la diagonal AC, y queda el trapecio dividido en los
dos triangulos ABC y ADC, los cuales, considerando como
bases suyas las del trapecio, tienen igual altura EF que es-
te. La area del tridngulo ABC es $ABxEF, y la del tridngu-
lo ADC es $DCXEF; luego la del trapecio sera

' . AB+-DC

gABxEF—|—aDCxEFxEF><(;AB—}—%DC):EFXT.

Nora. Hemos demostrado [Teor. 34] que la recta GH,
que une Jos puntos medios de los lados no paralelos del tra-
pecio, es igual & la semi-suma de las bases; luego el drea del
trapecio es tambien igual al producto desw altura por la vecta que
une los puntos medios' de los lados no paralelos. olgr

TEOREMA 96.

El drea de un poligono requlares iqual ¢ la mitad delprodic-
t0 de la apotema por el perimetro.

. En efecto, sea I uno de Jos lados, o la apotema v n el
numero de lados; el perimetro serd nl. Desde el centro tire-
mos radios 4 todos los vértices del poligono, y quedara éste
descompuesto en tantos triangulos, todos iguales [59, Nota],
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eomo lados tiene: ol drea'de uno de estos triagngulos es Fla;
Inego el drea del poligono serd flaxn=3axnl; es decir, la
mitad de la apotema multiplicada por el perimetro.

Nota. = El area de un poligono irregular cualquiera puede
hallarse, descomponiéndole en triangntos, hallando el drea
de cada triangulo, y sumando estas areas.

CAPITULO II..

Area del cireulo.

.

Lema 5./ Se pueden inscribiv - circunscribir & wn circulo
dos poligonos requiares semejuntes, cuyas dreas se diferencien en
menos de cualguiera cantidad por pequeiia que sea.

Sean p y P los perimetros de dos poligonos regulares se—
mejantes inscripto y circunscripto, r v R sus apotemas: las
arcas de los dos poligonos seran rp v ZRP. Ahora bien, r
puede aproximarse & R, v p a P tanlo como se quiera [Le—
mas 1y 2, pdg. 807, mulliplicando suficientemente los lados
de los dos poligonos inscripto y circunseripto; luego los dos
productos Zrp y $RP pueden llegar 4 diferenciarse en me—
nos de cualquiera cantidad dada.

TRoREMA 97.

Bl drea de un circulo es dgual & lo mitad del, producto de la
circunferencia por el radio.

Sea 4 el area del circulo, C la circunferencia, Py p los
perimetros de dos poligonos regulares semejantes, circuns—
eripto é inscripto, Ry r sus apotemas: digo que A=21CR.

Las dreas de los dos poligonos son ZPRy Zpr; y es evi-
dente que A estd comprendida entre estas dos areas: tambien
es claro que-la cantidad ZCR estd comprendida entre ZPR y
ipr; luego A y sCR, cantidades constantes, estdn comprendi-
das entre las variables {PR y 4pr, variables que [Lema 3]
pueden llegar & diferenciarse en menos de cualquiera cantidad
asignable; luego, segun el teorema de Arbogast, las cons-
tantes A y {CR son iguales.

Nora. Siendo C==2=R.[Probl. 407, es A==R®.
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Esta relacion nos da 4 conociendo R, y tambien nos da
R conociendo 4 ; pues de ella resulta
{ ‘4 ; ? T £
R=__, yiporconsiguiente R== s
T

&%. Secllama sector de circulo 1a porcion dc circulo com-
prendlda entre dos.-radios y el arco.
Asi, la superficie ABCD (fig. 152) es un sector, y olro la
superﬁcle AEBC.

TEOREMA 98.

El area de un sector es igual & i mitad del producto de su
arco por el radio.

Del mismo modo que se demostrd el teorema 48, se de-
muestra que el drea del sector'es & la del virculo, como el arco
del sector es d la circunferencis: si pues representamos por 8
el area del sector, por A'la del circulo, por « la longitud
del arco, y por Cla de la circunferencia, tendremos

Sl 2% 0
y por consiguiente [Aritm. 168]
§: A% axiR : CxiR. 7 :

Siendo iguales en esta proporcion los conseeuentes 4 v
CxiR [Teor. 97}, los antecedentes seran tambien IUUleb,
es decir, axiR luego ete.

Ejemplo. Hallar el érea de un seclor, cuyo arco es de»

73°, y el radio de 25 varas.

Todos los teoremas, en que hay que multiplicar lineas,
exijen que se midan dichas lineas con la misma unidad: por
tanto hallaremos primeramente las varas que tiene el arco,

3, 15159%5x73
36
3,14159x5x73 25
= x— varas cuadradas.
36 2

£5..8e llama segmento de circulo cualquiera de las dos

porciones del circulo comprendidas entre una cuerda y sus
dos arcos correspondientes. ]

Eldrea de un segmento ADB (fig. 132) menor que el se-

que son

; ¥ en seguida ¢l drvea del scetor sera
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micirculo'<e hallard; restando del area del sector correspon-
diente ADBC la del tridngulo ABC.

El 4rea de un segmento AEB mayor que el semicirculo
se hallard, afiadiendo al drea del sector AEBC la del trian-
gulo ABC.

CAPITULO IIL.

Comparacion de las dreas.
TeoneMA 99 (fig. 133).

Las dreas de dos tridngulos ABCG, ADE, que tienen un
dngulo comun A, son proporcionales & los productos ABxAC,
ADXAE de los lados que forman dicho dngulo.

Tiro la recta EB; los dos tridngulos ABC, ABE, que tie-
nen sus bases AC, AE en una misma recta, y un mismo vér-
tice B, y por consiguiente igual altura, son proporcionales
a sus bases [Teor. 9%, Corol. 5.°]; esto es,

ABC : ABE : : AC : AE.

Los tridangulos ABE y ADE, que tienen sus bases AB y
AD en linea recta, y un mismo vértice E, y por tanto igual
altura, son entre si como sus bases; esto es,

ABE : ADE : : AB : AD.

Multiplicando estas dos proporciones ordenadamente, y
suprimiendo el factor ABE comun 4 los dos términos de la
primera razon, resulta

ABC : ADE : : ACXAB : AExAD.
TEOREMA 100 (figs. 134 y 103).
Las dreas de los poligonos semejantes son proporcionales & los
cuadrados de sus lados homdlogos.

Consideremos en primer lugar dos tridngulos semejantes
ABC, obe (fig. 13k); tomemos por bases dos lados homoélogos
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AB y ab; adyacente cada uno & dos dngulos agudos, y baje=
mos las alturas CD y ¢d, que caeran dentro de los triangu~
los [Teor. 14]. I'enemos por ser semejantes 105 triangulos
propuestos,.

AB : ab.i: AC  ac:

Tambien los triangulos rectingulos A(‘D acd son seme-
jantes; luego

CD:ed' s+ AC :-ac.

Multiplicando ordenadamente estas dos proporciones, y
partiendopor 2 los dos términos de la primera razon, resulta

ZABXCD : abxcd :: AC? : ac?

que es el enunciado del teorema.

Consideremos ahora dos poligonos semejantes cualesquie-
ra ABCDEF, abedef (fig. 105), en los que son respectivamen-
te iguales los dngulos A ya, By 0,C y ¢, etc. Desde dos an-
gulos iguales Lualeequlera Aya, tlrtmoq diagonales a los
Vé[‘tl@ﬁ% de todos los demas; los tridngulos ABC y abe, ACD
y acd, etc. seran respectivamente semejantes [Teor. 75 Re-
eiproco): luego, segun acabamos de demostrar, sera

ABC : ab¢ = : BC*: b¢’
ACD : aed 2 : CD? : ¢d? [1]
ADE : ade :: DE? : de* ”
AEF : aef :: EF? : ¢f?

Siendo semejantes los poligonos, tendremos

BC : be::CD :cdjiz: DE :. de : Lefi
y por tanto [Aritm. 171, €orol.]
BC 2 bk GO e DB S de’ s BF" 2 ol

las segundas razones de las proporciones [1] son, pues, todas
iguales; luego las primeras seran tambicnlgualm Por consi-
guiente [Arian. 175)

ABC+ACD--ADE--AEF : abet-acd-ade-f-aef 2 BC? : be?,

que cs lo que se queria demostrar.
Corolario. . Las dreas de los poligonos requlares semejantes
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ABCDE, abede (fig. 113) son proporcionales & los cuadrados
de sus radios y de sus apolemas.
Acabamos de demostrar que

ABCDE : abede :: AB® - ab*;

pero, siendo semejantes los tridngulos ABO y abo es (34, ¥
Teor. 65)] :

AB :ab:: 40 : g0 :: OF : of;
lue o ABCDE : abede :: AO® : ag® 22 OF* : of.

TECREMA 101,

Las dreas de dos circulos son proporcionales & los cuadrados
de sus radios: pues, si Ry r son los radios, =R* y =r® son las
areas de los circulos, y es evidente que

R0t IR Y ot
TEOREMA 102,

Si considerando como homdlogos 1os tres lados de wn tridn—
gulo rectangulo, se consiruyen tres poligonos semejantes, el poli—
gono construido sobre ly hipotenusa serd equivalente G lo suma de
los poligonos consiruidos sobre los eatetos.

- Sean a, by ¢ la hipotenusa y catetos de un triangulo
rectingulo A, By C las areas de los tres poligonos semejan-
tes construidos sobre ellos: digo que A=B--C.

En efecto, siendo semejantes’ los tres poligonos, tenemos
[Teor. 100] i

R e
A AT
. B+C ¢
luego = 2
£ A @
pero, segun el teorema de Pitdgoras, a*=b>--¢%; luego
A=B--C.

TEOREMA 103.

Si considerando como vadios ¢ como didmetros los rres lados
tep r ’
de wn tridngulo rectingulo, se construyen fres circulos, el cons-
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truido 'sobre I3 hipotenusa es equivalente ¢ lu suma de los cons—
truidos sobre los catetos. s
: Se demuestra del mismomodo que el teorema anterior ()

by

s TEOREMA 102 *(fig. 136).

El cuadrado construido sobre la suma de dos rectas es equiva—
lente & la suma de cuadrados construidos sobre las dos, mas el
duplo del rectangulo construido sobre las mismas.

Sobre AC, suma de las rectas ABy BC, construyo un cua--
drado ACDE, tomo AF=AB, y por los puntos B y F tiro las
BG y FH perpendiculares: & los lados ACy AE. La figura
ABIF es un cuadrado. Tambien la figura IGDH es otro cua-
drado; pues siendo

BG—FH, BI—FI,

resulta GI=IH. kste cuadrado es igual al construido sobre
la recta BC. J

Ahora bien,
ACDE=ABI!F--1GDH--BIHCH-EGIF:

los dos rectangulos BIHC, EGIF son ignaies, pot tener bases
iguales BI, FI, ¢ iguales alturas IH, 1G: luego

ACDE=ABIF--IGDH--2BIHC,
que es el enunciado del teorema.

% teoreva 103 *(fig. 137).

El cuadrado construido sobre lo diferencia de dos reclas es
tqual @ lo suma de cuadrados de estas dos rectas, menos el duplo
del rectingulo construido sobre ellas.

Sobre la recta 4B, diferencia de las dos rectas AC y BC,

(@) Es muy curioso el siguienle corolario de este teorema.
. 8i tomando por didmetros los tres lados de un tridngulo rectdngulo
isdsceles ABC (fig. 153), se describen sobre ellos tres semicireulos ABC,
ADB Yy BGC, el drea de cada una de las fiyuras ADBEA y BGCFB (que

se laman Linulas de Hipocrates) es iguel d la mitad del drea del tridn-
qule ABC. ;
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construyo el cuadrado ABGF, sobre la recta AC construyo el
caadrado ACDE, y sobre la BC el cuadrado BCIH; y prolon-
go F(z hasta que encuentre en K al lado DC.

El rectangulo FEDK tiene por base FK=AC, y por altu-
ra EF=BC. Bl rectdngulo HGKI tiene por base GH—AC, y
por altura GK=BC; luego estos dos rectingulos son iguales
al construido sobre las dos rectas AC y BC. Ahora,

ABGF=ACDE--BCIH-_EFKD—GKIH,
6 ABGF—=ACDE--BCIH-_9EFKD:

luego etc.
% TEOREMA 104 ’A(fe'g. 158).

El cuadrado construido sobre la hipotenusa de un iridngulo rec-
tingulo es equivalente & lu suma de cuadrados consiruidos sobre
los catetos (a).

Sea ACB el tridngulo rectinguloen C: construyo sobre sus
tres lados tres cuadrados AG, AI, BK, y digo que 4G es
equivalente 4 ia suma AJ-}-BK.

Desde el vértice del angulo recto bajo la perpendicular CD
a la hipotenusa, y la prolongo hasta que encuentre en E al
lado FG; y tiro las rectas FM y HN paralelas & las ACy AB.

Los paralelégramos CAFM y BAHN soniguales, pues los
lados CA y AF del primero son iguales 4 los AHy AB del se-
gundo, y los dngulos comprendidos CAF y BAH soniguales,
por estar ambos compuestos de un angulo recto v del angulo
BAC [Teor. 52]. El paralelégramo BAHN es equivalente al
cuadrado ACIH, por lener los dos la misma base AH & igual
altura [Teor. 99, Corol.]. El paralelégramo CAFM estambien
equivalente al rectdngulo ADEF, por tener los dos la misma
base AF & igualaltura: y pues los dos paralelégramos BAHN
y CAFMson iguales, el cuadrado ACIH yelrectangulo AFED
son equivalentes. Del mismo modo se demuestra que el cua-
drado BCKL es equivalente al rectangulo BDEG. Luego el

cuadrado ABGF es equivalente 4 1a suma de los cuadrados
ACIH y BCKL.

(a) sl teorema esla incluido como caso particular en el 102,
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Nora.  El producto de las longitudes 6 valoresnuméricos
de dos rectas representa el area del rectédngulo construido so-
bre estas reclas; y la segunda potencia de lalengitud de una
recta es el area del cuadrado construido sobre ella: por con-
siguiente todos los teoremas, en que entran productos 6 se—
gundas polencias de rectas, pueden enunciarse, reemplazan-
do dichos productos 6 segundas polencias por rectangulos 6
cuadrados construidos sobre dichas rectas. Asi, el teorema
altimo es el de Pitagoras enunciado en otros términos,

Al contrario, todo teorema, en que entren rectangulos y
cuadrados, se podra enunciar, reemplazando cadarectingu-
lo por el producto de los nameros que representan 4 subase
y altura, y cada cuadrado por la segunda potencia del na-
mero que represente & su lado. ‘

Asi, los teoremas 1027 y 103 pedran enunciarse respec-
tivamente como sigue,

La sequnda polencia de la suma de dos nilmeros es iqual &
la suma de las sequndas polencias de dichos nimeros, mas el du—
plo del producto de los mismos mimeros.

La sequndu potencia de la diferencia de dos niimeros es iqual
d lu suma de las sequndas potencias de dichos nimeros, menos el
duplo del producio de los mismos nikmeros (a). ;

PROBLEMAS

RELATIVOS AL LIBRO V.

eropLEMa &1 (fig. 142.)

Reducir wn poligono ABCDE d otro equivalente que tenge
un lado menos. ]

Por los estremos B y D de dos lados adyacentes BC, CDx
del poligono tiro la diagonal BD, ta cual formard con di-

(a) Obsérvese que Ia demostracion geométrica de estos teoremas
comprende a toda clase de niimeros comensurables é incomensurables;
mientras que el razonamiento con que la mayor parie de los autores
pretenden probar dichos teoremas en el dlgehra, supone que los niume-
TO8 500 comensurables, y aun numeros enleros,
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chos dos lades un triangulo; porel vértice € opuesto a BI? ti-
ro una paralela CF & esta recla, y la prolongo hasta que
encuentre en F al lado AB prolongado; junto el punto F
con el D, y el poligono AFDE, que tiene un lado menos que
el propuesto, serd equivalente 4 este.

En efecto, los triangulos BCD y BFD son equivalentes
[Teor. 94, €orol.]; luego, si & cada uno se afiade la figura
ABDE, resulta que el poligono ABCDE es equivalente al
AFDE.

PRODLEMA 42,

Reducir un poligono & tridngulo equivalente.

Redtizease el poligono & otro equivalente que tenga un
Jado menos, este & otro equivalente que tenga un lado me—
nos, y asi sucesivamente, hasta que se encuentre un tridn-
gulo, el cual serd equivalente al poligono dado.

PROBLEMA 45,

Reducir un trianqulo & cuadrado equivalente.

Hallese una media proporcional entre la mitad de 1a ha—
se y la altura, y el cuadrado construido sobre dicha media
proporcional serd equiyalente al tridngulo dado.

En efecto, sib y a son la base y altura de un triangulo,
y m la media proporcional, serd Jab=m?.

El primer miembro de esta igualdad representa el drea
del tridngulo, y el segundo la del cuadrado construido sobre
la media proporcional; luego este cuadrado es equivalente
al triangulo.

PROBLEMA A4,

 Reducir un paraleldgramo ¢ cuadrado equivalente.
Hallese una media proporcional entre 1a base Yy la altura
de dicho paralelégramo; y el cuadrado construido sobre di-
cha media proporcional serd equivalente al paralelégramo.
Se demuestra como la solucion anterior,

PROBLEMA A5.

Reducir un poligono cualyuiera &« cuadrado equivdlento.
Bedazease a triangulo equivalente, y esle & cuadrado,
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PROBLEMA 40,

Reducir un circulo & cuadrado equivalentes

Hallese una media proporcional entre lamitad del radio y
la circunferencia, y el cuadrado construido sobre ella sera

equivalente al circulo.
Se demostrara esta solucion como la del problema 355.
Nota. Para poder resolver con exactitud este problema,

que es el de la cuadrature del circulo, seria menester poder
construir una recta exactamente igual 4 la circunferencia
rectificada. Esto no se ha consegunido todavia, y muy pro-
bablemente no se conseguird nunca.

prOBLEMA A7 (fig. 143).

Dado un poligono, construir ofro semejante con el cual esté el
primero en la razon de m ¢ n.

Dividase una recta AB en dos partes ACy CB, que estén en
la razon de m 4 n; sobre AB como diametro describase un se-
micirculo, levantese la perpendicular CD 4 la AB, tirense las
cuerdas AD y BD, tomese sobre la AD, prolongada si es pre-
ciso, una parte DE igual & un lado del pohcono dado, porel
punto E tircse la EF paralela 4la AB: DF sera el lado ho-
mélogo de DE en el poligono que se quiere construir.

En efecto, sea P el poligono dado, X el poligono seme-
jante & P construido sobre DF considerado como lad&homo-
logo de DE: sera [Teor. 100]

Pk o .DE DB [l]

Siendo semejantes los triangnlos ABD y EFD, tendremos la
proporeion

DE : DF .. DA : DB,
¥ por consiguiente

DE? - DE:-22 DA - DB

De esta proporcion y la [1] resulta esta otra

BUX DAY DR
Ahora [Teor. 68, Corol. 2°]

AN BDE AC : BC Y m g
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luego P:Xz:im:

es decir, que X es ¢l poligono pedido.

Solucion analitica. Sea P el area del poligono dado, X la
del que se quiere construir, @ uno de los lados del poligono
dado, y = su lado homoélogo en el poligeno X; tendremos
[Teor. 100] '

2 2.

P A E e ik
pero por suposicion, P: X ::m: n;
_luego aXdaties W my
i 3
na
de donde _ s
; i
iy n
6 bien S el D
m

luego [Aritm. 165) x es una media proporcional entre las rec-

n
tas —a ¥ a.
m

Casos particulares. Construir un poligono semejante ¢ wno
dado, y que sea duplo, triplo, cuddruplo, efc. del poligono dudo.
1.° Bi el nuevo poligono hade serduplo delpoligono da-

il i P ; 4
do, serd —=2; luegos*=2a", 6 —=1/2; es decir, que [Feo-
m - a

rema %e] 2 es la diagonal de un cuadrado cuyo lado es a; 6
bien #'es el lado del cuadrado inscripto en un efreulo cuyn
radio es a.

2.°  Siel nuevo poligono ha de ser triplo del poligono da—

do, ser4 L.—3; ¥y =3, 6 Z=1/5; luego [Teor. 83]
m a

es el lado del tridngulo equilitero inscripto en un circulo
cuyo radio es a. :
5.° Si el nuevo poligono ha deser cuédruplo del poligono

- L5l ;

dado, serd —==4; y por consigniente #*=4a*, ¢ Ty
n

luego el lado del nuevo poligonoha de ser doble de suhomé-

logo en el poligono dado.

A



GEOMETRIA DEL ESPACIO.

BIBRYO I

Planos, angules diedros y angulos
poliedres.

VRV

CAPITULO 1.

Perpendiculares y oblicuas d un plano.

P —

46. D na recla. que liene dos puntos en un plano, esid
toda ells en ol plano: pues hemos dicho [6] que se llama
plano una superficie tal, que si una recta pasa por dos pun-
tos tomados & arbitrio en dicha superficie, coincide entera—
mente con la misma superficie.

TEOREMA 105 (ﬁg.. 144).

Tres puntos A, By C, que'no estin en linea recta, deter—
minan la posicion de un plano; & lo que es igual, por tres
puntos A, B y C, que no esidn en linea recta, puede pasar un
plano , y no puede pasar mas que un solo plano:

Tiremos la recta AB: es evidente que por esta recta AB
podrd pasar un plano, v que si este plano gira al rededor de
larecta AB, Hegara & pasar por el tercer punto €. Luego
por tres puntos que no estan en linea vecta puede pasar un
plano.

Para demostar que por dichos tres puntos no puede pa-
Sar mas que un solo plano, concibamos que por estos puntos
pasen dos planos. Tiremos las rectas AB y AC; estas rectas
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estaran enleramente en los dos planos, perque cada unotie-
ne dos puntos en ellos [46]. Tomemos ahora un punto cual-
quicra D en-uno de los planos, y tiremos en este plano la
recta DEF, de modo que corte 4 las dos rectas AB y AC; lo
que es posible,por hallarse las rectas AB y AC en los dos
planos. Los puntos £ y F estn en los dos planos; luego la
recta DEF estard enteramente en los dos planos, y por tan—
to el punto D se halla en los dos planos. Queda pues demos-
trado que todo punto de uno de los planos es tambien punto
del otro plano; luego ambos planos tienen todos sus puntos
comunes; luego forman un solo plano.

Corolarios. 1.° Dos rectas que se cortan, determinan Il
posicion deun plano: pues sefialando un punto en cada una,
diferente del punto comun, tendremos tres puntes que no
estan en linea recta; por estos tres puntos puede pasar um
plano, el cual conticne 4 las dos rectas [46]. Ahora, si por
las dos rectas pudiesen pasar dos planos, resultaria que por
tres puntos no en linea recta podrian pasar dos planos dife-
rentes; lo que es imposible. o i

22
plano.

En efecto, segun la definicion de las paralelas, estasrec-.
tas estan en un mismo plano. Si fuera posible que por dos
paralelas pasasen dos planos, tomando dos puntos en launa
y unoen la otra, pasarian por tres puntos no en linea recta
dos planos diferentes; lo que es absurdo.

5.°  La interseccion de dos planos es una recta: pues si no
fuese'recta, se podrian tomar en ella tres puntos no-en linea
recta, por los cuales pasarian los dos planos, ¥ por tanto
estos planos coincidirian; contra el supuesto.

Dos rectas  paralelas  determinan la  posicion de un

xeorEMA 406 (fig. 145).

Si una recta, AB es perpendiculor 4 ofras dos rectas AC y
AD que pusan por su pie A en un plano MN, es perpendicuiar &
olra cualjuiera recte AR, que pasa por su pie en el mismo
plano.

Tiro una recta DC que corte 4 las tres rectas AC. AD y
AE, prolongo la AB hacia el otro lado del plano. MN, tomo

en su prolongacion la parte AB==AB, ¥ tiro las rectas BC,
BE, BD, B'C, BE, BD.
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Las rectas BC y B'C’ son iguales, por ser oblicuas que
se apartan igualmenle dela perpendicular CA, y por la mis—
ma razon las rectas BD y B'D son iguales: luego los trian-
los BCD y B'CD son iguales [Teor. 18]; y por consiguiente
los dngulos BCE y B'CE son iguales. Los triangulos BEC y
B'EC son iguales [Teor. 16]; luego BE=D'E: luego la rec—
ta EA, que tiene los puntos E y 4 equidistantes de By B,
es perpendicular & BB’ [Teor. 24].

EORENA 107 (fig. 146).

Todas las perpendiculares AC, AD, AE, etc., levantadas
@ una recta en uno de sus pumtos A, estdn en un mismo
plano.

Por dos de estas rectas AC y AD hagamos pasar un pla-
no MN, y admitamos que una de las otras rectas, AE por
ejemplo, no se halle en este plano. Por las dos rectas AB y
AE imaginemos un plano, el cual cortard al plano MN por
la recta AG, diferente de la AE. Por ser la AB perpendicu-
lar 4 las dos rectas AC y AD, seria perpendicular 4la AG

- [Teor. 106]; pero la AE es por suposicion perpendicular 4
la AB; luego por el punto A se podrian tirar dos perpendi-
culares AE, AG & larecta AB en un mismo plano BAE:; lo
que es imposible. ;

47. Se dice que una recta es perpendicular 4 un plano,
6 que un plano es perpendicular i una recta, cuando )a rec-
ta es perpendicular 4 todas las que pasan por su pie en dicho
plano.

Segun esta definicion, una recta serd perpendicular &

" un plano, si es perpendicular & dos rectas que pasan por su
pie en dicho plano [Teor. 106].

* Una recta que no es perpendicular 4 un plano, se llama
oblicua al plano.

I

Teorens 108 (fig. 147).

. Por un punto A de un plano no se puede levantar mas que
una sola perpendicular AB ¢ dicho plano: pues, si por dicho
punto A se tira otra recta AC, y por las dos un plano, su in-
« lerseecion con el plano MN sera DE. Siendo AB perpendicu-

lar al plano MN, es perpendicular 4 la recta DE que pasa

8
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por su pie en dicho plano MN; luego la AC es oblicua 4 la
DE, y por tanto es oblicua al plano MN.

TeoREMA 409 (fig. 148).

‘Desde un punto B, dado fuera de un plano MN, no se pue-

“de bajar al plano mas que una sola perpendicular BA: pues,

tirando desde el punto B otra reeta cualquiera BC al plano

MN, y juntando los pies 4 y C, la recta BA serd perpendi-

cular & la AC, porque lo es al plano MN [47]: por consi-

guiente [Teor. 5] la BC es oblicua & la AC, y por tanto cs
-oblicua al plano.

seTeoneMA 110 (fig. 149).

Por un punto dado A de una recta AB no se puede “tirar
mas que un plano CDE perpendicular & dicha recta.

Tiro otro plano cualquiera CDF por dicho punto 4,y
hago pasar por la recta AB un plano que corte 4 losdos CDE
¥ CDF por las rectas AG y AH; la AB serd perpendicular &
la AG, porque lo es al plano CDE; luego la AB sera oblicua

-4 la AH, y por consiguiente oblicua al plano CDF.

seTeoREMA 111 (fig. 130).

Desde un punto B, dado fuera de una recta MN, no se pue-
de tirar mas que un solo plano BD perpendicular 6 lo rec—
fa MN.

Tiro otro plano cualquiera BE que corte 4 la recta MN,
y desde un punto B de la interseccion de los planos tiro las
dos rectas BA y BC 4 los puntos de interseccion delos planos
y de la recta MN. Siendo el plano BD perpendicular 4 la rec-
ta MN, esta es perpendicular 4 la recta AB que pasa por su
pie en el plano BD; luego la recta MN esoblicua a la EC, y
por consiguiente es oblicua al plano BE.

teoREMA 112 (fig. 148).
La perpendicular BA, bajada & un plano MN desde un pun-

to B esterior G ¢, es menor que cualquiera oblicua BC tirada o
desde dicho punto al plano: pues tirada la AC, la BA es
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perpendicular & la AC, y por consiguiente la BC es oblicua;
y ya se sabe [Teor. 21] que BA<BC. :
Reciproco. La recta mas corta que se puede tirar desde un
punto & un plano , es perpendicular al plano [32].
48. Se llama distancia de un punto & un plano la perpen-
dicular bajada desde dicho punto al plano.

teoREMA 113 (fig. 1581).

Si desde un punto tomado fuera de un plano se tiran una
perpendicular y varias oblicuas: 4.° Las oblicuas que se apar-
tan igualmente de lo perpendicular, son iguales. 2.° De dos
oblicuas, la que se aparta mas de la perpendicular, es mayor.

1.° Sean las oblicuas BC y BD, y sea AC=AD: digo
que BC=BD. .

Los triangulos ABC y ABD son iguales [Teor. 16]; lue-

go BC=BD.
2.° Sean las dos oblicuas BD y BE, y sea AE>AD: digo
-que BE>BD. ‘ ;

Tomo AC=AD, y tiro BC, que serd igual & BD [1.°];
como BE>BC [Teor. 22, 2.°], serd BE>BD.

Reciproco. 1.° Las oblicuas iguales se apartan igualmen-
te. de la perpendicular i un plano.

2.° La mayor de dos oblicuas se aparta de la perpendicular
d un plano mas que la menor [21].

teorEMs A14(fig. 152).

Si desde el pie de una perpendiculor BA d un plano MN se
tira una perpendicular AC & una recta DE situada en el plano,
la recta CB tirada desde el pie C de esta sequnda perpendi-
cular 4 un punto B de la primera serd perpendicular 4 'la -
recta DE situada en el plano. i

Tomo sobre 1a DE las partes iguales CD y CE, y tiro las
rectas DA y EA, DB y EB: tendremos AD=AE [Tenre-
ma 22, 1.°], y DB=EB [Teor. 113, 1.°]; luego la recta BC,
que tiene los puntos B y G equidistantes de los D y E, es
perpendicular & la DE [Teor. 24).
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CAPITULO IIL.

Paralelismo en el espacio.

reorEMA 415 (fig. 153).

Por un punto G del espacio no se pucde (irar mas que unt
sola paralels AB & una recta CD : pues otra recta cualquiera,
EF, que pase por dicho punto'G, estard en ‘el plano ABCD,
0 estard fucra: si esta en el plano, no puede ser paralela 4
CD [ 18]: si -esta fuera, tampoco; pucs dos paralelas deben
estar en un mismo plano.

rroreMs 116 (fig. 156).

Dos rectas AB y CD ‘perpendiculares & un plano MN son
paralelas.

Las dos rectas AC y CD no pueden encontrarse, pues son
perpendiculares 4 la recta AG que une sus pies. '

Falta ahora demostrar que estas-dos rectas AB 'y CD es=
tan en un mismo plano (a).

Para esto, liro por el punto € la EF perpendicular 4
la AC en el plano MN, y junto el punto C con el punto B: la
BC sera [Teor. 114] perpendicular & la EF. Pero por ser
DB perpendicular al plano, es perpendicular 4 la recta EF;
Tuego las rectas CA, CB y CD son perpendiculares 4 la EF;
luego [Teor. 107 estas tres rectas estan en un mismo plane:
y como la BA tiene do$ puntos B y A en este plano, se ha-
llara toda en él; las rectas AB y CD estan pues en un mis-
mo plano. Las rectas AB y CD, que no se encuentran
y estan en un mismo plano, son paralelas.

Reciproco. 8¢ una de dos paralelus es perpendicular ¢ un
plano, la otra tambien lo serd [32]. .

\

(a) Dos rectas pueden no encontrarse en el espacio y no ser para-
lelas , por no hallarse en el mismo plano. Asi, para poder asegurar que
dos rectas son paralelas, se ha de demostrar que no se encuentran, y
que ademds estdn en un mismo plano.
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reoneMA 147 (fig. 185).

Dos rectas AB, CD, paralelas ¢ una tercera EF en ol es
pacio , son paralelas entre si: pues tirando un plano MN per-
pendicular & la AB, lo serd a su paralela EF [Tecr. 116,
Recip.]; y siendo perpendicular 4 la EF, serd perpendicular
a su paralela CD; luego las dos rectas AB y CD son perpen—
diculares al plano MN ; y'por tanto son paralelas.

49. Una recta y. un plano que prolongados indefinida-
mente no se encuentran, se [laman paralelos.

teoreMA 118 (fig. 156).

Si una reeta AB es paralele & otra CD tirada .en un plano
MN, es paralele al plano.

La recta AB se halla en el plano ABCD [Teor. 105, Co-
rolario 2.°]; este plano no tiene con el plano MN mas puntos
eomunes que los de la recta CD; y como la recta AB ne pue-
de encontrar & la CD, pues las dos son paralelas segun la hi-
potesi, se infiere que la AB no puede encontrar al plano MN*

50. Dos planos que por mas que se prolonguen no se
encuentran, se llaman paralelos. :

teorEMa 119 (fig. A87):

Dos planos MN y PQ perpendiculares & una recta AB. son
paralelos: pues si dichos planos se encontrasen, tirando desde
un punto C de su interseccion las rectas AC y BC, la recta
AC eslaria en el plano MN por tener dos puntos 4 y C en
dicho plano; y por la misma razon la recta BC estaria en el
plano PQ. La recta AB seria perpendicular 4 las AC y BC,
por serlo & los planos MN y PQ [47]; luego desde el punto:
C'se podrian tirar dos perpendiculares 4 la.recta AB; lo que
es imposible,

teorEmA 120 (fig. 158).

Si d dos planos paralelos corta un tercer plano, las inter-
secciones son paralelas: pues dichas intersecciones se hallan
en el plano secante; v no pueden encontrarse, aunqne se pro=
longuen, por estar situadas en planos paralelos,
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Reciproco del 119.  Si una recta AB (fig. 158) es perpen-
dicular ¢ un plano MN, es tambien perpendicular & cualquier
plano PQ paralelo al primero.

Por la recta AB tiro dos planos CABD y EABF ,cuyas
intersecciones con los planos MN y PQ serin respectivamen-
te paralelas; es decir, AC serd paralela & BD y AE 4 BF.
Siendo AB perpendicular al plano MN, lo es4 las rectas AC
y AE; y por consiguiente lambien serd perpendicular 4 las
rectas BD y BF, paralelas 4 las AC y AE; luego[47] AB es
perpendicular al plano PQ.

TEOREMA 121 (fig. 159).

Las paralelos AB, CD comprendidas entre dos planos pa-
ralelos MN, PQ son tguales: pues tirando por ellas un plano
ABDC, sus intersecciones AC y BD con los planos paralelos
serdn paralelas; luego el cuadrilatero ABDC es un paralelo-
gramo; y por tanto AB==CD.

Gorolario. - Los puntos de un plano equidistan de su pa-
ralelo.

TeoreMA 122 (fig. 160).

Si dos rectas AB y AC, que se cortan, son paralelas & otras
dos DE y DF que tambien se cortan, el plano MN que pasa
por las dos primeras, serdparalelo al plano PQ quepasa por las
dos segundas.

Desde el punto A bajo una perpendicular AG al plano PQ,
¥y por el pie G de esta perpendicular tiro las GH y GI para-
lelas 4 las rectas DE y DF. Siendo AB y GH paralelas 4 la
DE, seran paralelas entre si [Teor. 117] y siendo ACy GI
paralelas & la DF, serin paralelas cntre si. La recta AG es
perpendicular & las GH'y GI; luego lo serd 4sus paralelas
4By AC: luego [147] la AG es perpendicular al plano MN;
Y por consiguiente los dos planos MN y P(Q, perpendiculares

v

ala recta AG, son paralelos [Teor. 119].
Teorema 123 (fig. 161).

Dos ingulos BAC, EDF, cuyos lados son respectivamente pa-
ralelos, y cuyos planos son diferentes, son iguales, si los lados
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paralelos AB y DE, AC y DF estdn dirigidos en el mssmo-
sentido. ;

Tomo AB=DE, AC=DF, y tiro las rectas AD, BE, CF,
BCy ET. Siendo AB igual y paralela & DE, AD ser igual y
paralela & BE [Teor. 50]. Siendo AC igual y paralela 4 DF,
serd AD igual y paralela & CF; luego BE y CF, iguales y
paralelas & AD, serén iguales y paralelas entre si: luego B( -
sera igual y paralela 4 EF. Luego los tridngulos ABC, DEF,
cuyos tres lados son respectivamente iguales, son iguales; y
por tanto los dngulos BAC y EDF son iguales.

4% TEOREMA 12k (fig. 162).

St tres planos MN, PQ RS paralelos cortan & dos rectas
AC y DF, lus cortan en partes proporcionales; es decir, que
tendremos la proporcion

AB: BC :: DE : EF.

Si las rectas AC y DF estuviesen en un mismo plano, el
teorema seria cierlo, y estaria comprendido en el teorema
83; pero en general las rectas AC y DF estén en diferentes
Planos, y en este supuesto es en el que debemos demostrar
el teorema. :

Tiro las rectas AD, CF, y la AF que cortaré al plano PQ
en un punto G, junto los puntos B, G y los E, G. La recta.
BG es paralela & CF [Teor. 120] ; luego

7 AB: BC :: AG : GF.
Por igual razon tendremos .
DE : EF : : AG : GF.
De esta proporcion y la anterior resulta:

AB : BC :: DE + EF.

51. Se (lama proyeccion de un punto sobre nn plano el
pie de la perpendicular bajada desde dicho punto al plano¢ y
proyeccion de una linea recta 6 curva sobre un plano la li-
nea que forman las proyeceiones de sus diferentes puntos so-
bre el mismo plano.
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TEOREMA 103 (fig. 163).

La proyeccion de una recta sobre un plano es otra recla.

Sea AD una recta, a, b, ¢, d, ete. las proyecciones de
varios de sus puntos 4, B, C, D, ete. : digo que las proyec—
ciones a, b, ¢, d, etc. estan en linea recta.

Las rectas 4a y Bb perpendiculares al plano MN son pa-
ralelas, y por consiguiente estin en un mismo plano, en el
cual estd contenida la recta AD, por tener dos puntos A y B
en él. Las rectas Bb y Cc perpendiculares al plano MN son
paralelas, y por consiguiente estin en un mismo plano, que
tambien contiene 4 la recta AD: luego estos dos planos tienen
comunes las dos rectas AD y Bb; luego [Teor. 105, Corol. 157
dichos planos eoinciden ; luego los tres puntos a, b y ¢ estan
en la interseccion del plano AaBéb con el MN; 6 lo que es
igual, dichos tres puntos estdn en linea recta. Del mismo
modo se puede demostrar que otra proyeccion cualquiera d
estd en linea recta con las a, 0, c.

Nora. Segun este teorema, dada una recta indefinida, se
hallard su proyeccion, juntando por medio de una recta las
proyecciones de dos de sus puntos. Si la recla eslimitada, su
proyeccion serd la recta que une las proyecciones de sus es-
tremos. 4

El plano que contiene 4 la recta y 4 su proyeccion, se
llama plano proyectante de la recta; y el plano sobre el que
se proyecta una linea, se llama plano de proyeccion.

TeoREMA 126 (fig. 164).

Si dos reclas AB.y CD son paralelas en el espacio, sus pro-
yecciones son. tambien paralelas; pues si por dos puntos de cada
una de estas dos rectas tiramos dos perpendiculares al plano
de proyeccion, y juntamos las proyecciones a y b, ¢ y dque
resultan por medio de dosrectas, tendremoslas proyecciones
ab y cd de las dos rectas. Siendo 4B paralela & CD por supo-
sicion, y Aa paralela & Ce [Teor. 116], el plano proyectante
ABub serd paralelo al plano proyectante CDcd [Teor. 122];
luegolas intersecciones ab y cd de estos planoscon el tercero
MN serdn paralelas [ Teor. 120].
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TeoneMa 127 (fig. 165).

El éngulo agudo que forma una recta AB con su proyeccion,
es menor que el que forma dicha rectn con ofra cualquiera que
pase por su pie en el plano de proyeccion.

Desde un punto cualquiera A de la recta AB, bajo una
perpendicular AC al plano MN, y junto los puntos B y C;
tendré la proyeccion BC de la recta BA. Tomo ahora sobre
una recta cualquiera BD, que pase por el punto Ben el plano
MN, una parte BD=BC, y junto los puntos A y D: losfrian-
gulos ABC, ABD, que tienen comun el lado AB, BC=BD,.
v AC<AD [Teor. 112], nos dardn [Teor. 20, Recip.] elangu-
lo ABC<ABD; que es lo que se queria demostrar.

El 4ngulo agudo que forma una recta con su proyeccion
se llama dngulo de la recta y del plano. '

52.  Se llama dngulo de dos rectas que no se cortan en elespa-
¢io, el 4ngulo formado por una de ellas y una paralela 4 la
otra tirada por un punto de la primera; 0 bien el éngulo que
forman dos reclas tiradas por un punto cualquiera del espa--
cio paralelamente & las dadas.

CAPITULO IIlL

Angulos diedvros.

53. Se llama dngulo diedro la separacion 6 abertura de
dos planos ABC, DBC (fig. 166) que se cortan.
Caras del dngulo diedro son los dos planos ABC y DBC
que forman dicho dngulo. ‘
Arista del angulo diedro eslainterseccion BC de las caras.
Un angulo diedro se designa con cuatro letras; una de
cada cara 'y lasdos de la arista, quese colocan enmedio: asi,
el angulo diedro, cuyas caras son ABC y DBC (fig. 167, se
designara ABCD; el diedro cuyas caras son ABC y EBC, se
designard ABCE.
Si un dngulo diedro estd solo, puede designarse con las
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dos letras de la arista. Asi, el dngulo formado por los planos
(fig. 166) ABC y DBC puede designarse BC.

Dos angulos diedros se llaman iguales, cuando coincidien-
do dos caras y lasaristas,.coinciden tambien las otras dos ca-
ras. De donde se infiere que la magnitud de un dngulo diedro
no depende de la de sus caras, sino dela separacion de estas.

34. Se llaman éngulos diedros adyacentes los dos angulos
diedros formados por dos planos que se reunen en una recta.
Asi, los dos angulos diedros ACED y BCED (fig. 168) son ad-
Yacentes. _

93. Un plano CED se llama perpendicular 4 otro ACB,
cuando los angulos adyacentes que forman son iguales.

Un plano es oblicuo & otro, cuando los 4ngulos adyacen-

tes que forman son desiguales. ;

96. Se llama angulo diedro 7ecto cada unode losdos die-
dros adyacentes formados por dos planos, de los que el uno
es perpendicular al otro. -

TEOREMAS 128 v 129.

Por una recta dada en un plano no se puede levantar mas
que un solo plano perpendicular al primero. .
Dos dngulos diedros rectos son iguales, aunque no sean ad-
yacentes. . '
Se demuestran estos dos teoremas del mismo modo que
sus teoremas anilogos 1 y 2.
57. Angulo diedro agudo es el 4ngule diedro menor que
el recto; y obiuso el mayor.

TEOKEMA 150.

La suma de los dngulos diedros adyacentes es igual ¢ dos dn”
qulos rectos.
Se demuestra como su analogo el teorema 5.

Corolarios. 1.° Los cuatro dngulos diedros, que forma un
plano con otro al cual es perpendicular, son rectos. De donde se
infiere, que si un plano es perpendicular d@ ofro, este es perpen-
dicular al primero.

2.°  La suma de los dngulos diedros consecutivos formados
hacia un mismo lado de un plano es igual & dos rectos.

5.°  La suma de todos los dngulos diedros conseculivos for-
mados al vededor de una recta por varios planos que salen de
esta recta, es iyual @ cuatro reclos. ‘ ;
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4.° Un dngulo diedro cualquiera es menor que dos dngulos
diedros rectos.

Estos corolarios se deducen como sus analogos los del
teorema 3.

58. Sila suma de dos dnguios diedros es igual 4 un die-
dro recto, cada uno se llama complemento del otro; 6 bien los
dos se llaman complementarios. -

Si la suma de dos angulos diedros es igual 4 dos diedros
rectos, ¢ada uno se llama suplemento del otro; 6 bien los dos
se llaman suplementarios.

59. Se llaman dngulos diedros opuestos por la arista dos.
angulos diedros de los que el uno estd formado por las pro-
longaciones de las caras del otro.

TEOREMA 131.

Los dngulos diedros opueslos por la arista son iquales.
Se demuestra como su analogo el teorema 4.
- 60. Llamaremos dngulo plano correspondiente & un diedro
al angulo formado por dos perpendiculares 4 la arista en un
punto de esta, y cada una en cada plano.

teoreMA 132 (fig. 166).

Dos dngulos planos ABD , ECF correspondientes & un mis—
mo diedro BC son iquales. '

Siendo AB y EC perpendiculares a la arista BC, y estan-
do las dos en el plano ABC, son paralelas: por la misma ra-
zon las BD y CF son paralelas; luego los dos dngulos planos
ABD y ECF tienen sus lados respectivamente paralelos y di-
rigidos en el mismo sentido; luego [Teor. 123] dichos angu—
los son iguales.

reorems 133 (figs. 169 y 170). ‘

1.°  Si dos dngulos diedros ABCD , EFGH (fig. 169) son
tguales, sus dngulos planos correspondientes ABD y EFH son
dquales. ‘ _ '

2.° 8i dos dngulos diedros ABCD, EFGH (fig. 170) son
desiquales, el dngulo plano EFH correspondiente al mayor die-

dro EFGH es mayor que el ABD correspondiente al menor die-
dro ABCD.



124

1.° Coloco el diedro EFGH (fig. 169) sobre su igual de
modo que coincidan, y supongo que entonces el angulo pla-
no EFH tome la posicion E'F'H’: segun el tcorema 132, los
angulos planos ABD y E'F'H’ son iguales; luego tambien son
iguales los dngulos planos ABD y EFH.

2.° Hago pasar por la arista FG (fig. 170)un plano GFI,
que forme eon el EFG el angulo diedro EFGI ignalal ABCD:
téndremos [1.°] que los dngulos planos correspondientes ABD

Yy EFI son iguales; y como EFI<EFH, serda ABD<EFH.

Reciproco 1.°  8i los dngulos planos corvespondientes 4 dos
diedros son {quales, los diedros son iquales.

2.°  8ilos dngulos planos correspondientes & dos diedros son
desiquales, el mayor corresponde ¢ mayor diedro que el me-~
nor [21].

TEOREMA 134 (fig. 171).

St una recta AB es perpendicular ¢ un plano MN, todo pla-
no PO que pase por ella, es perpendicular al primer plano MN.

Tiro en el plano"MN por el punto B la CBD perpendicu-
lar & la PB, los fngulos ABC y ABD, correspondientes 4 los
diedros QPBM y QPBN, son iguales por suposicion; luego
estos diedros son iguales.[Teor. 133, Recip. 1.°7; luego [85]
el plano PQ es perpendicular al plano MN.

TEOREMA 155 (fig. 171).

Si dos planos MN, PQ son perpendiculares entre si, y en el
uno PO se tira una perpendicular AB d la interseccion PB, di-
cha perpendicular AB serd tambien perpendicular al otro pla-
no MN.

Pues, siendo iguales por hipétesi los diedros QPBM y
QPBN, los angulos planos correspondientes ABCy ABD son
tambien iguales [Teor. 133]; luego la recta AB es perpen-
dicular 4 la CD; y como por suposicion es perpendicular 4 la
PB, serd perpendicular al plano MN [&7].

Reciproco.  Si dos planos MN y PQ son perpendiculares
entre s, y en un punto B de la interseccion se levanta una per-

pendicular al wno MN, dicha perpendiculur estard contenida en
el otro plano PQ [52].
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TEoreMA 156 (fig. 172).

Si dos planos PA y SA son perpendiculares & un tercero
MN, la interseccion AB de los dos primeros serd perpendicular
& este tercer plano MN; pues si en el punto B, comun & los
tres planos, levanto una perpendicular al plano MN, estara
contenida en los dos planos PA y SA [Teor 135, Recip.]; lue-
go dicha perpendicular coincidird con la interseccion AB,
y por tanto esta es perpendicular al plano MN.

TEOREMA 157.

Por una recta oblicua 6 paralela & un plano no pueden ti-
rarse dos planos perpendiculares al primero: pues si fuese po-
sible tirar por dicha recta dos planos perpendiculares al pri<
mer plano, la interseccion de dichos dos planos seria per—
pendicular al primer plano [Teor. 136]; lo que es contrario
a la hipotesi.

TEOREMA 158 (fig. 175).

Dos dngulos diedros CABD, cabd son proporcionales d sus
dngulos planos correspondientes CBD, chd.

Los angulos planos CBD y cbd pueden ser comensurables
6 incomensurables. :

1.° i los angulos planos CBD y cbd son comensurables,
supongamos que su medida comun sea el dngulo ¢bm, que
quepa 6 veces en el angulo plano CBD y 5 en el ¢bd: ten-
dremos [29] :

CBD :¢chd:: 6: 5.

Hagamos pasar planos por las rectas divisorias BM, BN,
BO, ete.; bm, bn, bo, ete. y por las aristas AB y ab: estos
planos dividiran al 4ngulo diedro CABD en 6 angulos diedros
parciales, y al dngulo diedro cabd en 5 angulos diedros par-
ciales: todos estos Angulos diedros parciales son iguales, por
que lo son sus d&ngulos planos correspondientes; luego

« CABD : cabd :: 6: 5.
Por consiguiente
CABD : cabd :: CBD - cbd.



126

2.° Silos angulos planos CBD y cbd son incomensurables,
imaginemos que se divida uno de ellos, por ejemplo el cbd,en
4ngulos iguales,y que se tiren por el punto Benel plano CBD
rectas queformen entre si angulos igualesd aquellosen quese
dividael 4ngulo cbd: la Gltima recta divisoria BQ no podra caer
sobre la BD, porque los angulos planos CBD y ¢bd son inco-
mensurables; pero larecta BQ se podrd aproximar ala BD tan-
to como se quiera, puesto que nosotros podemos imaginar di-
vidido el 4ngulo cbd en dngulos tan pequefios como queramos,
y-queel angulo OBD es menor que uno de estos angulos.

Tiro el plano ABQ. :
Porser comensurables los dngulos CBQ y cbd, tendremos,

el r.'me ' ¢aso GAR0 , (RO
segun el primer caso, T by
Ahora, pudiéndose aproximar cuanto se quiera la recta B0 &
la BD, se infiere que los limites de las variables CAdeQ
‘ - ca
: D C
gc%or son las cantidades constantes Cizfd y _c%?; luego, se-
: CABD CBD
1t de los limites, =,
gun el teorema de los limi e hd
Nota. Si cabd es la unidad para medir al angulo diedro
[
CABD, la primera razon de la proporcion ABD =£§?_ es
cabd chd

la medida del d4ngulo diedro CABD [3, Nota]: si tambien céd
es la unidad para medir al angulo CBD, lasegunda razon de
dicha proporcion es la medida del dngulo CBD; luego, si la
unidad para medird un dngulo diedro es el diedro correspon-
diente & la unidad de los dngulos planos, la medidade un 4n-
gulo diedro y la de su angulo plano correspondiente son
iguales; 6 en términos abreviados, la medida de un dngulo die-
dro es su dngulo plano correspondiente.

61. Las denominaciones de allernos, correspondientes, elc.
se aplican 4 los dngulos diedros en los mismos casos que &
los rectilincos [16].
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TeoREMA 439 (fiy. 174).

Si 4 dos planos paralelos MN y PQ corta un tercer plano
RS: 1.° Los dngulos diedros alternos son-{guales. 2.° Los dn—
gulos diedros correspondientes son dguales. 3.° La suma de los
dos dngulos diedros internos de un mismo lado del plano secan-
te es'igual d dos rectos.

1.° Lasintersecciones AB v CD del plano secante RS y
los paralelos MNy PO son paralelas [Teor. 120]; luego, si ti-
ramos un plano EFIG perpendicular 4 la interseccion AB, lo
sera tambien & su paralela CD [Teor. 116, Recip.]. El plano
EFIG cortard 4 los tres primeros por las rectas GH é IK pa-
ralelas, y por la EF; y puesto que dicho plano EFIG esper-
pendicular & la recta AB, esta sera perpendicular 4 las G#
y OL, que pasan por su pie O en dicho plano EFIG: luegoe:
angulo GOL es el angulo plano correspondiente al diedre
MABS, y por la misma razon el angulo KLO es el angule
plano correspondiente al diedro QCDR; y pues los dos angus-
los alternos GOL, KLO son iguales, por serparalelas las rec-
tas GH é IK, los diedros alternos MABS, QCDR son iguales
[Teor. 133, Recip. 1.°].

Del mismo modo se demuestran los otros dos teoremas.

teorenMa 140 (fig. 175).

Si desde un punto tomado en el interior de un dngulo diedro
BADC se bajan dos perpendiculares ¢ sus caras AC y AB, ol
. dngulo de dichasperpendiculares es suplemento del diedro BADC.
. Siempre podemos tomar en el interior del diedroun pun-

to 0, tal que si desde él se bajan ‘dos perpendiculares 0S y

OT 4 las caras, los pies de estas perpendiculares caigan en
las caras del diedro y no en sus prolongaciones. Por dichas
dos perpendiculares OS y OT hago pasar un plano, que cor-
tard 4 la arista 4D en un punto F, y 4 las caras del diedro
por las rectas 'S y FT. Siendo las rectas OS y OT perpen—
diculares & los planos ABD y ACD, el plano OSFT serd per-
pendicular 4 losdos planos ABD y ACD (Teor. 4341, y por con-
siguiente 4 su interseccion AD[Teor. 156]; luego AD sera per-
pendicular & las rectas FS y FT, y por tanto el 4ngulo TFS
s la medida del diedro BADC. En el cuadrilitere OSFT,
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‘siendo rectos los dos angulos Sy T, es [Teor. 20, Corol.]
‘0-SFT=2R, es decir, que los angulos O y SFT son suple-
mentarios; y pues el angulo SFT es la medida del diedro
BADC, se infiere que el angulo O es suplemento del die—
«dro BADC. :

Ahora, cualquiera que sea el punto del interior del die-
«dro, desde el cual se bajen dos 'perpendiculares 4 sus caras,
‘el dngulo que estas perpendiculares formen, serdigualal 4n-
gulo 0, por tener sus lades paralelos y dirigidosen el mismo
sentido [Teor. 123]; luego dicho dngulo sera suplemento del
«liedro BADC.

CAPITULO 1V,

Angulos poliedros.

62.  Se llama angulo poliedro 6 dngulo sélido 1a abertura
de tres 6 mas planos que concurren en un punto. Este punto
se llama vértice del angulo poliedro.

Un dngulo poliedro se enuncia con la letra del vértice, 6
con dicha letra seguida de otra de cada arista.

8i el angulo poliedro estd formado por tres planos, se lla-
ma -dngulo triedro. r

Angulo poliedro convexo es el dngulo poliedro cuyas caras
no pueden ser cortadas por una recta mas que en dos pun-—
tos (u)

TEOREMA 141 (fig. 176).

Un dngulo plano cualquiera de un angulo triedro es menor
que la suma de los otros dos. :

Sea V el dngulo triedro, y AVC el mayor de sus tres an-
gulos planos; digo que AVC<AVB-BVC. :
. Tiro en el plane AVC la recta VD, que forme con la arista
VA el dngulo AVD=AVB; por un punto cualquiera D de la
VD tiro una recta AC, que corte 4 las dos aristas VA yVe:

tomo ¥VB=VD, y tiro las rectas BA y BC.

1

(a) Todes los dngulos poliedros, de que nosocuparemos en este
tratado, serin convexos. . L /

®
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* Los tridngulos AVB y AVD son iguales [Teor. 16]; lue-
go AB=AD: pero AB+-BC>AC; luego BC>DC.
Los tridngulos BVG y DVC nos dardn [Teor. 20, Recip.]
el dngulo BVC>DYVC. ] ;
Afiadiendo 4 ambos miembros de esta desigualdad los
dngulos iguales AVB y AVD, ser4 !

BVCHAVB>DVCHAVD,
60 en fin BVC+AVB>AVC.

Corolario.  Un dngulo plano cuslquiera de un triedro es ma-
yor que lu diferencia de los otros dos: pues, segun el teorema,

tenemos
BVC-+AVB>AVCG;
restando BV C de ambos miembros, resulta
AVB>AVC—BVC.

TEOREMA 142 (fig. 177).

La suma de todos los dngulos planos de un dngulo poliedro
CONVELO s MEenor que cualro rectos.

Sea Vel angulo poliedro, compuesto de los angulos pla-
nos AVB, BVC, CVD, DVE 'y EVA; digo que la suma de to-
dos estos angulos es menor que 4 rectos.

Para demostrarlo, tiremos un plano que corte 4 todas las
aristas del angulo poliedro, tomemos en-el interior del poli-
gono ABCDE, que resulta de la interseccion de dicho plano
con las caras del angulo poliedro, un punto cualquiera 0, y
tiremos 4 los vértices de este poligono las rectas 04, 0B, OC,
0D y OE. Cada uno de los lados del poligono ABCDE puede
considerarse como: base de nitridngulo.lateral y de un
triangulo del poligono; luego el namero de tridngulos late—-
rales es igual al nlimero de tridangulos del poligono. Por con-
siguiente la suma de los dngulos de los tridngulos laterales es
igual & la suma de los dngulos de los tridngulos del poligono.

En cada uno de los angulos triedros, cuyos vértices son
los puntos A, B, C, D y E, la suma de dos angulos planoses
mayor que el tercero[Teor. 141]; es decir, YBA+VBC>ABC,
VECB--VCD>BCD,y asi en los demds tiedros: luego la suma
de los dngulos de las bases de los triangulos laterales es ma-
yor que la'suma de los éngulos del poligono ABCDE:; luego

| . 9 »
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la suma de losdngulos del punto V serd menor que la suma
de los angulos consecutivos del punto 0; y como la suma de
estos dngulos es igual 4 cuatro rectos, la suma de los dngulos
planes del dngulo poliedro ¥ sera menor que cuatro: rectos.

%063 Dos dngulos triedros se llaman suplementarios, cuan-
do los angulos planos de cada uno son suplementos de los an-
gulos diedros del otro.

sereoneMA 145 (fig. 178).

A todo droulo.triedro © corresponde odro dngulo triedro su-
plementario. i

Siempre podemos tomar en el interior del triedro 0 un
purtto @', tal que si desde él se bajan las perpendiculares
0'D, OE, O'F 4 las caras del triedro €, ¢l punto O quede
dentro del triedro O’

Siendo las rectas O’'D, O'E, O'F perpendiculares 4 las
caras BOC, AOC, AOB, el angulo EO'D es suplementlo del
diedro OC [Teor. 140], el angulo PO'F es suplemento del
~ diedro OB, y el dngulo EO'F cs suplemento del diedro OA.

Los planos DO'E, DO'F, EO'F son perpendiculares res-
pectivamente 4 los planos BOC vy AOC, BOCy AOB, AOBy
AOC [Teor. 134];y las reetas OC, OB, OA, intersecciones de
estos planos, seran perpendiculares & los planos DO'E, DO'F,
EO'F [Teor.136]; luego los dngulos planos AOB, 40C, BOC
serdan suplementos de los diedros O'F, O'E, O'D. Luego [65]
los dos diedros O y 0’ son suplementarios.

sTEoREMA 144,

La suma de los dngulos diedros de un triedro es mayor que
dos rectos gy menor que seis.

Sean A, B, Clos tres dnculos diedros del triedro, a’, V',
¢ los tres angulos planos del triedro suplementario del pro-
puesto, suplementos respectivos de los angulos 4, B, C: ten-
dremos [63]

A=2R—a', B=2R—V', C=2R—c’;
luego A-++B—+-C=6R— (o' b'+1-¢) [171.
La suma a'-+b'-}-¢ .de los angulos planos del triedro su-
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plementario del propuesto es menor que &R [Teor. 1£2];
luego A-+B+-C>2R.

Tambien es evidente, sea por que cada angulodiedro de
un triedro es menor que dos rectos, sea por la igualdad [1],
que la suma A--B--C es menor que seis rectos.

Corolario.  La diferencia enire la suma de dos dngulos die~
dros de un Iriedro y el tercer dngulo diedro es menor que dos
reclos: pues en el triedro suplementario tendremos

a'-++b'>¢';
luego, reemplazando a', b' y ¢’ por sus valores 2R—4,
2R-B, 2R—C, sera

2R—A-+-2R—B>2R—C;
¥ por consiguiente A-+B—C<2R.

64. Se llaman 4dngulos triedros siméiricos dos angulos
triedros, de los que el uno esta formado por lasprolongacio-
nes de las aristas del otro.

TEOREMA 445 (figs. 179 y 180).

1.°  Siun dngulo triedro VABC (fig. 179) tiene dos dngu-
los diedros iguales VA y VG, los dngulos planos opuestos BVC
¥ BVA son dquales.

2.°  Si un dngulo triedro VABC (fig. 180) tiene dos dngu—
los diedros VA y VC desiquaces, al mayor VA se opone mayor
dngulo plano.

1.° Prolongo las aristas en sentido contrario al suyo, y
resultard el triedroVabe simétrico del propuesto. Coloquemos
el triedro Vabe sobreel VABC, de modo que la arista Va cai-
ga sobre la VG, y que la arista V¢ caiga sobre la VA, lo que
es posible, por ser iguales los dngulos AVC yaVe. Siendo por
hipétesi iguales Jos diedros VA y VC, y siendo el diedro Va
igual al diedro VA, porser opuestos porla arista [Teor. 1517,
el diedro VC ser igual al diedro Va: luego el plano Vab cae-
ré sobre el plano VBC. Del mismo modo se demuestra queel
plano Veb cae sobre el VAB; iuego la arista Vb, interseccion
de los planos Vab y Vae, caerd sobre la VB, interseccion de
los planos VAB y VBC. Por consiguiente los angulos planos
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BY( y bV son iguales;y como el bVa==BV A, los dngulos
BVA y BVC serdn iguales. . .

92.°" Tiro por la arista VA un plano VAD que forme con
el AVC un 4dngulo diedro DAVC igual al diedro VC: sea VD
la interseccion de dichoplano conel BVC, Siendo en el triedre
VADC igualeslesdicdros DAVC y VC, los dngulos planos DVC
y AVD, opuestos & ellos, son iguales [1.°]. En eltriedvo VABD
tencmos [Teor. 441] :

VBD4-DVASBVA:
Tuego BVD 4-DVC>BVA,
o BVC>BVA.

Reciproco.  1.° Siun dngulo triedro tiene dos éngulos planos
dquales, los dngules diedros opuesios son iguales.

9.°  Si un dngulo triedro tiene dos dngulos planos,desiquales,
al mmyor se opone mayor dngulo diedro [21].

teoreMs 146 (fig. 181).

Dos dngulos triedros siméiricos VABC, VDET tienen sus dn-
qulos planos y diedros respectivamente iquales; pero no pueden
coincidir, si los tres angulos planos del wno son desiquales.

En efecto, el 4ngulo. AVB=DVE, ¢l AVCG=DVF, ¢l
BVC=EVF; el angulo diedro AV=DV, por ser opuestos
por la arista [Teor. 151], y por la misma razen el diedro
BV=EV, y el diedre CV=FYV.

Para demostrar que estos dos triedros no pueden coincidir,
. observemos que, siendo segun la hipdtesi desiguales los ires
angulos planos del triedo VABC, y por consiguiente desigua-
les tambien sus tres angulos diedros [Teor. 145, Recip. 2.°],
los tres angulos planos del triedro VDEF seran desiguales
entre si, y por consiguiente seran tambien desigualeslos tres
angulos diedros de dicholriedro VDEF. Coloquemos ahora el
triedro VDEF, de modo que las aristas FV y DV coincidan
con las AV y CV: entonces las aristas EVy BV quedarin 4 un
mismo lado del plano AVC: mas como el diedro VC no es
igual al diedro VA. y por tanto el diedro VF nb es igual al
AV, el plano FVE no puede coincidir con el AVB, y por
consiguiente los tricdros no coineiden. Si colocamos el irie—
dro VDEF, de modo que la arista VD) coincida con la VA,
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y la VF con la'VC; Tas avistas VE y VB quedaran & uno y
otro lado del plano AVC, vy por consiguiente tampoco coin-
¢iden los triedros.
Queda, pues, demostrado que los dos triedros simétricos
VABC, VDEF tienen sus seis clementos respectivamente
iguales, y que no pueden coincidir.

TEOREMA 147 (fig. 182).

Dos dngulos triedros VABC , V'A'B'C son iquales, cuondy
tienen dos dngulos planos respectivamente iquales, AVB=—
AV'B, AVC=AV'C, dgualmente dispuesios, ¢ igual el dngulo
diedro comprendido, VA=V'A".

Coloquemos el triedro V'A'B'C’ sobre el VARC, de modo
que las aristas V'A’, V'C’ coincidan con las V4, VC: el plano
A'B'V’ cacra sobre el plano 4BV, por ser iguales los diedros
AV y A'V'; y la arista V'B’ caerd sobre la VB, por ser igua-
les los éngulos planos AVB y A'V'B’. Luego los dos triedros;
cuyas tres aristas coinciden, son iguales.

Nora.  Silos dngulos planos respectivamente iguales AVB
YAVB, AVC y AV'C (figs. 181 y 183) tienen disposicion
contraria, los triedros VABC, V'A'B'C’ seran simétricos.

En efecto, el triedro VDEF simétrico del VABE tiene el
angulo DVE=AVB=A'V'B’, el éngulo DVF=AVC=A'V'C',
y el dngulo diedro DV=AV=A'V"; luego los dos triedros
VDEF, V'A'B'C’ tienen dos dngulos planos respectivamente
iguales, igualmente dispuestos (como se vera facilmente, si
se coloca el triedro VDEF con el vértice hécia arriba en po-
sicion andloga & la del triedro V'A'B'C’) éigual eldiedro com-
prendido; luego [Teor. 147] dichos dos triedros son iguales;
¥ pues el VDEF es simétrico del VABC, tambien el V'A'B'C’
serd simétrico del VABC.

TEOREMA 148 (fiy. 182).

Dos dngulos triedros VABC, V'A'B'C' son dguales, cuando
tienen un dngulo plano igual, AVC=A'V'C’, 'y los diedros
adyacentes respectivamente iquales, BYAC=B'V'A’C', BVCA=
B'V'C'A’, € iqualmente dispuestos.

Coloquemos el triedro V'A'B'C’ sobre el VABC, de modo
que coincidan lasaristas V'A'y VA, V'C'y VC: el plano A'B'V'
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caera sobre el plano ABY por ser iguales los diedros BVAC
y B'V'A'C, y el plano B'C'V’ caerd sobre el BCY por la
misma razon. Luego la arista V'B’, que tiene que caer al
mismo tiempo sobre los planos BAV y BCYV, caera sobre la
VB; y por consiguiente los triedros son iguales.

‘Nota. Si los angulosdiedrosrespectivamente iguales tie-
nen disposicion contraria (figs. 181y 185), se demostrara
como en [Teor. 147, Nota.}, que los dos triedros VABC
y V'A'B'C’ son simétricos. :

reonema 149 (fig. 184).

Dos dngulos triedros VABC, V'A'B'C’ son iguales, euando
tienen sus tres dngulos planos respectivamente iguales, AVB=
AVB, AVC=A'V'C, BYC=B'V'C’, éigualmente dispuestos.

El teorema quedara demostrado, si hacemos ver que dos
" 4ngulos diedros BVAC y B'V'A’'C', opuestos &4 dos dngulos
planos iguales BVC y B'V'C’, son iguales [Teor. 147].

Tomo sobre las seis aristas las seis partes iguales VA, VB,
V€, VA, V'B', V'C', v tiro las rectas 4 B, AC, BC, A'B’, A'C’,
B'C'. Los tridngulos VAB y VA'B', VAC y V'A'C’, VBC y
V'B'C’ son iguales [Teor. 16]; luego los tridngulos ABC y
A'B'C son iguales [Teor. 18].

Tenemos, pues, que los triedros ABCV, A'B'C'V' [62] tie-
nen sus tres angulos planos respectivamente iguales; y como
los tridngulos VAB y VAC son isbsceles, los angulos VAB y
VAC de las bases seran agudos [Teor. 42, Corol. 2.°]; y por
la misma razon los dngulos ¥'A'B" y V'A'C’ seran agudos.

Esto supuesto, tomo sobre lasaristas AV y A’V las partes
iguales AD y A'D', y construyo. los dos angulos plancs EDF
y E'D'F correspondientes 4 losdos diedros BAVC y BA'V'(;
las perpendiculares DEy DF 4 laarista AV encontrarén 4 los
lados AB v AC,y no 4 sus prolongaciones en sentido contra-
rio, por ser agudos los angulos DAB y DAC; ¢ igualmente
las perpendiculares D'E’ y D'F" 4 la arista A’V encontrarin
4 los lados A'B’ y A'C’. Tiro ahora las rectas EF y E'F': los
triangulos rectingulos DAE y D'A'E’, DAF y D'A'F’ son
iguales [Teor. 17]; luego AE=A'E'y DE=D'E', AF=A'F"
y DF=D'F’: los triangulos AEF y A'E'F’ son iguales [Teo-
rema. 16]; luego EF=E'F'. Finalmente los triangulos DEF
y D'E'F' son iguales [Teor. 18]; luego los angulos EDF y
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E' D' F" son iguales; luego [Teor. 153, Reciy. 1.°] los die-
dros BVAC y B'V'A'C' son iguales.

Nora. Si los dngulos planos respectivamente ignales tie-
nen disposicion. contraria (figs. 181 y 183), se demostrara
como en [Teor. 147, Nota] que los dos triedros son si-
métricos.

reoredMA 150 (fig. 183).

Dos dngulos triedros VABC. V' A'B'C" son iguales, cuando

tienen sus tres dngulos diedros respectivamente iguales, BVAC—
" BVAC, AVBC=A'V'B'C, AVCB==A'V'C'B', ¢ iyualmente
dispuesing.

Sean OPQR, O'P'Q'R' los triedros suplementarios de los
propuestos: tendremos que seran iguales sus dngulos planos
POQ y PO'Q', POR y P'O'R', QOR y Q'O'R’ como suple-
mentos de los diedros iguales de los triedros propuestos : fue-
go [Teor. 149] los diedros QPOR y ('P'O'R seran iguales:
luego tambien serdn iguales los &ngulos planos AVC y AV C!
suplementos de los diedros iguales QPOR y ('P'O'R’: luego
los dos triedros propuestos tienen un dngulo plano igual
AVC=AV'(*, y los angulos diedros adyacentes respectiva-
mente iguales ¢ igualmente dispuestos; luego [Teor. 148]
dichos triedros son iguales.

Nota Si los &ngulos diedros respectivamente iguales tie-
nen disposicion contraria (figs. 181 y 185), se demostrara
como en [Teor. 147, Nota] que los dos triedros son simé-
tricos. :

% propLEMA 481 (fig. 186).

Por un punto O, dado en un plano MN, levanlar una per-
pendicular al plang. ;

Tiro en el plano una recta 04, y por un punto A toma-
do en ella la levanto en dicho plano una perpendicular
AB; por 1a AB hago pasar un plano PBA, 1al que el dngulo
diedro PABO sea agudo; por el punto A tiro en ecste plano
la AP perpendicular 4 1a AB; y finalmente en el punto Oy
en el plano OAP, levanto la perpendicular OP 4 la A0 ; ¥ la
OP serd perpendicular al plano MN, '

Pues, siecndo 04 y AP perpendiculares 4 la BA, el plano
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PAO es perpendicular & la BA [47], y por consiguiente al

plano MN [Teor. 134] : luego [Teor. 155]1a PO, perpendi-
cular 4 la inferseccion OA de los dos planos perpendiculares
PAO.y MN, sera la perpendicular al plano MN. HET

& enopusua 49 (fig. 187).

Desde un punto P, tomado fuera de un plano MN, bajar
una_perpendicular al plano. ; \

Tirense. desde el punto P tres: rectas iguales PA; PRy
PC hasta el plano MN; hallese el centro O de la circunfe=
rencia que pasa por los lres puntos 4, By C, y la PO se-
rd la; perpendicular al plano MN.

- Pucs siendo iguales las rectas PA, PB y PC, sus pies 4,
By Cestardn & igual distancia de! pie'de la perpendicular
[Teor. 143, Recip. 1.°]; mas tambien estdn & igual distan=
cia del centro 0, y no hay en el plano ningun otro punto
diferente del O, que esté & igual distancia de los puntos
A, By C[Teor. 38]; luegol el centro O es el pie de la per-
pendicular al plano MN. '

#prosuEMA B0 (fig. 188).

Dadas dos rectas AB y CD que no estdn en un mismo pla-
10, hallur su mas corte distancia. 10

Por un punto B de la AB tiro la BE paralela 4 la CD,
desde un punto cualquira D de Ja CD bajo la DF perpendi-
cular al plano ABE, por el pie F de esta perpendicular tiro
la Fis paralela 4 la BE, y finalmente tiro la GH paralela 4
la_DF; yla GH serd perpendicular 4 las dos rectas, y al
mismo tiempo su mas corta distancia. -

En efecto, siendo la recta DC. paralela 4 la BE, es pa-
ralela al plano ABE [Teor. 118]; y siendo la DF perpendi-
cular 4 este plano, su paralela HG es tambien [Teor. 116,
Recip. ] perpendicular al plano ABE, y por consiguiente 4
las dos rectas AB y GF: siendo 1a HG perpendicular 4 la
GF, serd tambien perpendicular 4 su paralela CD.

Para demostrar ahora que la HG eslalinea mascorta que
puede tirarse entre las dos rectas ABy CD, tiro una recta
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cualquiera LK entre estas rectas, y la LM paralela 4 1a HG:
tendremos que, por ser GH perpendicular al plano ABE, su

paralela LM es tambien perpendicular al plano ARE , ¥ por
tanto la LK es oblicua 4 dicho plano: luego LE>IM, 6
LEK>HG : .

=g
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Policdros,

AVIBVIBANY

Nociones preliminares.
-—o—%@—@m

66. Se Hama poliedro el cuerpo terminado por poligo-
nos : estos poligonos se llaman caras del poliedro.

- Se llama tetraedro el poliedro quetiene cuatro caras s pen-

“taedro el que tiene cinco caras; exaedro el que tiene seis; ete,

Se llama poliedro convexo el poliedro ‘cuya superficie

no puede ser cortada por una recta mas que en dos puntos (a).

Se llama diagonal de un poliedro la recta que une dos

vértices no situados en la misma cara.

CAPITULQO I.

Pirdmides,

67. Se llama pirdmide el poliedro cuyas caras son un po--
ligono cualquiera llamado base y varios triangulos que tie-
nen un mismo vértice. . .

Vértice 0 cispide de la piramide es el vértice comun 4
las caras tridngulares.

(a) Todos los poliedros, de que 1nosctres nos ocuparemos, seran
©ON yeX 08, ‘
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Altura de la piramide es la perpendicular bajada desde
la cuspide al plano de la base.

Piramide triangular, cuadrangular, pentagonal, ete., esla
piramide que tiene por hase un tridngulo, un cuwadrilatero,
un pentagono, ete. ;

El tetraedro es una piramide triangular.

68. Se llama piramide reguler 1a piramide que tiene por
base un poligono regular, y cuyas aristas laterales son todas
iguales. '

69. De esta definicion se.infiere: 4.° que todos los tridn-
qulos laterales de una pirdmide reqular son tquales [Teor. 18];
2.° que el pie de la altura de una pirdmide reqular es el centro
de la base; pues los pies de las aristas laterales ignales equi-
distan del pie de la altura [Teor. 4413]; mas dichos pies, que
son los vértices del poligono regular, equidistan tambien
del centro de este poligono; luego el pie de la altura es el
centro de la bhase. :

70. Se llama pirdmide troncada 6 tronco de piramide la
porcion de piramide comprendida entre la base'y un plano
que corte 4 lodas las aristas laterales. 2

reonema 1531 (fig. 189).

Dos tetraedros ABCD, EFGH son iguales, cuando tienen dos
caras respectivamente iguales, ABC=E¥G, ABD=EFH, dqual-
mente dispuestas, ¢é igual el dngulo diedro comprendido: CABD
=GEFH.

Coloco el tetraedro EFGH sobre el ABCD, de modo que
las caras iguales EFG y ABC coincidan, y que losvértices D
y H queden & un mismo lado del plano ABC: siendo iguales
los diedros GEFH y CABD, los planos HFE y DBA coinci-
dirdn; y como estas caras son iguales, el punto H caerd so-
bre el punto D; luego los dos tetraedros, cuyos vértices coin-
ciden, son iguales.

reorema 152 (fig. 189).

Dos tetraedros ABCD, EFGH son fguales, cuando tiener une
‘cara iqual, ABC=EFG, adyacenle & tres dngulos diedros res-
pectivamente iguales é iqualmente dispuestos.

Coleco el tetraedre EFGH sobre el ABCD, de modo que
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las caras iguales EFG y ABC coincidan, y que los vértices
H y D caigan hécia un mismo lado de la cara ABC: siendo
iguales los diedros GEFH y CABD, el plano HFE cacrd so-
bre el plano DBA, y por la misma razon el plano HEG cae-
ra sobre el plano DAC, y el plano HFG sobre ¢l DBC. Luego
el vértice H, que tiene que caér al mismo iiempo sobre los
tres planos DBA, DAG y DBC, caera sobre el vértice B; lue-
go los tetracdros son iguales.

teoreMa 183 (fig. 189).

Dos tetracdros ABCD, EFGH son iguales, cuando tienen tres
caras respectivamente dguales, ABC=EFG, ABD=EFH, ADC
=EHG, ¢ igualmente dispuesins.

Siendo iguales, y estando igualmente dispuestas dichas

tres caras, losdngulos planos BACy FEG, BAD y FEH, DAC
y HEG seran iguales; y como estén igualmente dispuestos,
los triedros A y E son iguales [Teor. 149]; y por consiguien-
te el diedro CABD=GEFH; luego [Teor. 151] los tetraedros
ABCD y EFGH son iguales. :

TEOREMA 154 (fig. 190).

Toda seccion FGRIK paralela & la base ABCDE de una pi-
rdamide es semejante & dicha base.

En efecto, tiro desde un vértice A de la base diagonales
a todos los demas, tiro en seguida los planos VAC, VAD:
siendo paralelos los planos ABCDE y FGHIK , 'seran parale.
los los lados de ambos poligonos, como tambien las diago-
nales [Teor. 120]; luego los tridngulos ABC y FGH, ACD y
FHI, ADE y FIK son semejantes, pues sus dngulos son res-

pectivamente iguales [ Teor. 425]; luego los poligonos ABCDE
y FGHIK son semejantes [Teor. 73].

PROBLEMA 51 (fig. 190).

Dada una pirimide troncada ADF1 de bases paralelas, ha-
liar la altura NO de la pirdmide total y la NP de la pirdmide de-
Jficiente. ) ;

Supbngase construida la piramide total VABCDE, v ti-
rese un plano VBO por la altura VO y una arista VB: las
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interseceiones B0 y GP de este plano y los planos paralelos
ABCDE, EGHIK seréan paralelas [Téor. 1201.
Los tridngulos semejantes VAB 'y VFG, VBO y VGP nos
dan ‘

AB: F& . VB 5. VG,
VB : VG :: VO : VP;
fuego AB: FG :: VO : VP.

Los términos VO y VP de esta proporcion son las dos al-
turas que nos proponernos hallar. Para esto modifico dicha
proporcion de manera que no quede mas que un solo térmi-
no incdgnitoe; lo que se puede, porque ladiferencia VO—VP
es la altura PO del tronco que se supone conocida [Arimé—
tica 207, Nota].

Tenemos [Ardim. 173]

- AB—FG : AB :: VO— VP=PO0 : V0,
AB—FG : FG :: VO—VP=PO : VP,

de donde
ABx PO -
VO”‘AB—FG’ ;
yps FGX PO,
: B—FG"

CAPITULO II.

Prismas.

71.  Se llama prisma el poliedro cuyas caras son dos poli-
gonos paralelos é iguales, y paralelogramos todas las demas.
Las dos caras paralelas é iguales se llaman bases del prisma,
¥ las ofras se llaman caras laterales. ‘

Altura de un prisma es la perpendicular bajada desde un
punlo de una base al plano de la otra.

Prisma triangular , cuadrangulor, pentagonal, ete. es el
prisma cuya base es un triangulo, un cuadrildtero, un pen-
tagono, ete.

72. Para construir un prisma, se tiran porlos vértices
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de un poligono ABCDE (fig. 191) las paralelas AF, BG, CH,
eic. hicia un mismo lado de este poligono, y cortindolas en
seguida por un plano FGHIK paralelo al ABCDE, e] poliedro
AH que resulta serd un prisma. ’

Porque, siendo las rectas AB, BC, CD, etc. paralelas &
las FG, GH, HI, etc. [ Teor. 12017, los cuadrilateros AFGB,
BGHC, etc. son paralelégramos. Ademas los angulos de los
dos poligonos ABCDE, FGHIK son respectivamente iguales
[ Teor. 423]; 1uego estos dos poligonos pueden coincidir; y
por tanto [71] el poliedro AH es nn prisma. 7

Prisma recio es el prisma cuyas aristas laterales son per-
pendiculares & las bases ; y prisma oblicuo es el prisma cuyas
aristas laterales son oblicuas & las bases.

Las caras lalerales de un prisma recto son rectangulos; pues
siendo las aristas lalerales perpendiculares & las bases, son
perpendiculares 4 los lados de estas bases.

Seccion fecln de un prisma oblicuo es la seccion perpen-
dicular 4 las aristas laterales.

75. Se llama prisma regular el prismarecto cuyabase es
un poligono regular. ‘

74. Prisma troncado 6 tronco de prisma es la porcion de
prisma comprendida entre la hase y un plano oblicuo & .
ella, é intermedio entre ambas bases.

TEOREMA 135 (fig. 192).

Dos prismas rectos de dqual base ¢ igual altura son Zquales.

Sean los dos prismasrectos FC y N, cuyas bases FGHIK,
QRSTV son iguales, v cuyas alturas AF, LQ son tambien
iguales: digo que eslos dos prismas son iguales.

Coloco el prisma QN sobre el FC, de modo que coinci-
dan sus bases iguales: la arista OL caerd entonces sobre
la FA, porque en un punto F de un plano no se puede le-
vantar mas que una sola perpendicular 4 dicho plano, -y
como dichas dos aristas FA y QL son iguales, el punto L cae-
ré sobre el punlo A. Del mismo modo se demuesira que los
puntos M, N, 0, P caen sobre los B, C, D, E. Lucgo los dos
prismas coinciden & son iguales.

TEOREMA 456 (fig. 191).

Toda seccion LMNOP paralela 4 la base ABCDE de un pris-
ma es wgual ¢ dicha base. _



143

En efecto, los lados de los poligonos ABCDE, LMNOP
son respectivamente paralelos [Teor. 120]; luego los cuadri--
lateros ABML, BCNM, etc. son paralelégramos; y por tanto
AB=LM, BC=MN, CD==NO, etc. Los angulos de dichos
poligonos son respectivamente iguales [Teor. 123]; luego
estos poligonos pueden coineidir, 6 son iguales.

75. Se llama paralelepipedo el prisma cuya base es un
paralelgramo.

Paralelepipedo rectdngulo es el paralelepipedo que ade-

mas de ser reeto, tiene por base un rectangulo.
‘ Las seis caras de un paralelepipedo rectingulo son rectdn-
qulos.
. Cubo cs el paralelepipedo cuypas seis caras son seis cua-
drados.

TEOREMA 57 (fig. 193).

Las caras laterales opuestas de un paralelepipedo son iguales
y paralelas. -

Sea el paralelepipedo EC: digo que la cara ADHE es
igual y paralela & la cara BCGF, y la cara ABFE igual y
paralela & la cara DCGH. ,

Los dos paralelogramos ADHE, BCGF tienen iguales los
lados AE y BF, por ser lados opuestos del paralelogramo
AEFB, y por igual razon tienen iguales los lados AD y BC:
ademas los angulos DAE, CBF son iguales [Teor. 123]; lue-
go [Teor. 32] dichos paralelégramos son iguales.

Las mismas caras ADHE, BCGF son paralelas, por pasar
una y otra por dos rectas AE y AD, BF y BC respectiva-
mente paralelas [Teor. 122].

Del mismo modo se demuestra que las dos caras ABFE
Y DCGH son iguales y paralelas.

CAPITULO IIL

Poliedros stmétricos.

%76 Dos puntosse llaman siméfricos, cuando estin en una

misma recta perpendicular 4 un plano, y a igual distancia
de dicho plano.



- Mk

Dos rectas se llaman siméiricas, cuando dos puntos de Ia
una son simétricos de otros dos puntos de la otra.

sreoneMa 158 (fig. 194).

Dos rectas limitadas AB y A'B'; cuyos estremos son simétri-
o8, son dguales. t i

Sean @ y b los puntos en que las rectas AA’, BB’ cortan
al plano MN, respecto al cual son simétricos los estremos A
y A, B y B': doblando el trapecio ABB'A’ por larecta ub,
caerd la recta ad’ sobre la recta a4, por ser rectos los angu-
los A'ab y Aab; el punto A’ caera sobre el punto A, por ser -
iguales las rectas aA" y ad. Del mismo modo se demuestra
que el punto B’ caera sobre el punto B: luego las rectas' AB
y A'B’ son iguales.

‘Corolario.  Dos dngulos BAC, B'A'C’ (fig. 195), cuyos lu~
dos AB y AB’, AC y A'C’ son simétricos, son iguales.

En primer lugar los vértices A y 4' son simétricos; pues
el punto A, interseceion de las dos rectas BA y C4, tendra
su simétrico sobre las rectas B'A"y C'A’; y por tanto el pun-

- to A’ sera simétrico del punto A. )

- Sean By B’ dos puntos simétricos de loslados AB y A'B/,
€'y C' dos puntos simétricos de los lados AC y A'C’: tiro las
rectas BC'y B'C’. Siendo simétricos los estremos de las rec-
tasAB y A'B', ACy A'C', BCy B'C' [76), eslas rectas son
iguales {Teor. 1581; luego los trifingulos ABC y A'B'C’ son
iguales [Teor. 18]y por consiguiente los angulos BAC y
B'A'(Y son iguales.

#TEOREMA 159 (fig. 196).

Si varios puntos A, B, C, D, E estdn en wn mismo plano,
sus simétricos A’y B', C', DY, E' estdn tambien en un mismo
plane.

Juntemos por medio de dos rectas AB, AC tres de los
puntos dados, y por otras dos rectas A'B', A'C’ sus tres simé-
tricos: para demostrar que otro punto cualquicra D' esta en
el plano A'BC’, tiro las rectas AD y A'D’, y tendré que los
dngulos BAC y B'A'C', BAD y BA'D', CAD y CA'D' son -
iguales [Teor, 158, Corol.]; y como

BAD=BAC-CAD,
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por hallarse las tres rectas AB, AC, AD en un mismo plang;,
serd tambien

BAD=BACHCAD;

luego el punto D’ estd en el plano B'A'C’; porque sicno, el
punto A’ seria el vértice del triedro A'B'C'D’, y se tendria
(Teor. 141].

BAD<BACHCAD.

Luego quedademostrado que todos los puntos A', B', (¥, I,
ete., simétricos de los propuestos, estin en un mismo plano.
%77. Dos poliedros se llaman simétricos, siempre que pue-
dan colocarse de modo que todos los vértices del uno sean
respectivamente simétricos de los vértices del otro.

sreonEMA 160 (fig. !96).

Dos poliedros simétricos tienen dquales respectivamente las ca-
ras cuyas aristas son siméiricas, ¢ iguales respectivamente los die-
dros cuyas aristas son simétricas. (

Las caras, cuyas aristas son simétricas, son iguales, por-
que sus lados son respectivamente iguales, per ser rectas cu-
Yyos estremos son simétrices [Teor. 158]; y sus angulos son
respectivamente iguales [Teor. 158, Corol.]: luego dichas
caras pueden coincidir, y por tanto son iguales.

Sean ABCDE, A'B'C'D'E’ dos 4ngulos sélidos de los dos
poliedros [62], siendo simétricos los vértices A yid By B,
Cy €, ete. de dichos poliedros: digo que los angulos die-
dros CBAE y C'B'A'E/, cuyas aristas son simétricas, son
iguales.

En efecto, los triedros ABCE y A'B'C’E’ tienen sus angu-
los planos respeclivamente iguales [Teor. 158, Corol.]: si
imaginamos que el triedro A'B'C'E’ da una media vuella al
rededor del punto A', tomaré la posicion A"B“C'E’: este
triedro es siméirico del ABCE (Teor. 149, Nota]; luego los
dos .triedros ABCE y A'B'C'E' son simétricos; Y por consi-
guiente [Teor. 146] los diedros CBAE y C’'B'A'E’ son iguales.

el mismo modo se demuestra que los otros dngulos die~
dros de los dos poliedros son respeclivamente iguales.
Nora.  Aunque dos poliedros simétricos tienen respecti-

10
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vamente iguales sus caras y angulos diedros, no pueden coin-
cidir en general; pues sus angulos triedros no pueden coin-

‘eidir en general [Teor. 146], y por tanto tampoco pueden
coincidir sus angulos sélidos. :



CAPITULO I.

Cono.

78. SE llama cono el cuerpo engendrado por un tridn-
gulo rectangulo VCA (fig. 197) que gira al rededor de uno
de los catetos VC.

En este movimiento el cateto movible AC describe un
circulo, euyo eentro es el punto C; pues la recta AC es per-
pendicular. en todas sus posiciones al cateto VC, y por consi-
guiente describe un plano [Teor. 107]. Ademas el punto A

-se halla. en todas las posiciones del cateto AC 4 igual distan-
cia del punto C;luego la curva AB esuna curva plana, cyyos
puntosestan fodos & igual distancia del punto C; esdecir, que

- dicha curwasesuna circunferencia.

Sedlama ‘eje 6 altura del cono el cateto fijo del tridngulo
generador. ;

Buase del cono es el circulo descrito por el cateto movible
del tridngulo generador.

Lado del cono es la hipotenusa del tridngulo generador.

Vértice 6 ciispide del cono es el vértice del dngulo opuesto
al cateto movible del tridngulo generador.

Cono troncado 6 tronco de cono es la parte de cono com-

prendida entre la base y un plano que corta 4 todos los lados
del. cono.
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“reorExMa 161 (fig. 197).

Toda seccion PRS paralela d la base de un cono es un circu-
o, cuyo centro estd en el ¢je.

Por los lados V4, VO, VB, ete. y por el eje tiro los pla-
nos VAC, VQC, VBC, etc.; las intersecciones AC y PO, 0Cy
RO, BG y SO de dichos planos y les paralelos AB y PSseran
paralelas [Teor. 120]; luego los triangulos semejantes VAC
y VPO, VOC y VRO, VBCy VSO nos dan las proporciones

VC: V0 :: AC : PO,
VC: YO-:: 0C.: RO,
VG : VO :: BC : SO.

Estas proporciones tienen sus tres primeros términos res-
pectivamente iguales; luego PO=R0=80. Vemos que la
curva PRS es una curva plana, cuyos puntos equidistan
del punto O; dicha curva es pues una circunferencia cuyo
centro es 0.

#79. Se llama plano tangente al cono un plano que solo
tiene un lado comun con la superficie del cono.

TeonEMa 162 (fig. 198).

Todo plano VAB, que pasa por un lado VA del cono y por
Jal tangente AB d la base en el pie de dicho lado VA, es tangente
«al cono.

Todos los puntos de la circunferencia de la base, escepto
‘el'punto 4, estin [uera de la tangente AB; luego qualquier
otro lado, diferente del ¥4, no tiene con el plano VAB mas
punto comun que el punto V; luego todos los ladesdel cono,
escepto el 1ado VA, estin fuera del plano VAB; ¥y per tanto
[79] este plano es tangente al cono.

Reciproco. Todo plano VAB tangente al cono corta al pla-
no de su base por una recta AB tangente & dicha base.

Pues siendo el plano VAB tangente al cono, no tendra con
lasuperficie del cono mas lado comun que el V4; luegolain-
terseccion AB no tiene con la circunferencia de la base del
cono mas punto comun que el punto 4; luego dicha intersec-
cion AB es tangente 4 la base del cono.

Corolario. - Por un puntode la superficie lateral del cono no
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se puede tirar mas que-un plano tangente al cono; pues el pla-
no tangente contiene al lado que pasa por el punto dado [79]

4 latangente 4 la base tirada por el pie de dicho lado [Teo-
rema 162, Recip.]; y ya se sabe [Teor. 105, Corol.] que por
dos rectas, que se cortan, no puede pasar mas que un solo
plano. ;

PROBLEMA B2 (fig. 197.)

Dado un cono troncade ABPS de bases paralelas, hallay la
altura VC del cono total, yla VO del cono deficiente.

Sup6ngase construido el cono entero VAB, y tirese un
plano VAC por el eje VCy un lado VA del cono: las inter-
secciones PO y AC de este plano y los planos paralelos ABy
PS seran paralelas [Teor. 120]; luego los tridngulos VAC y.
VPO seran semejantes, y nos daran ;

AC: PO ::VC: VO,
de donde [Aritm. 207, Nota]

A ACx0C
\ s AC:  VO=VO0=0C: VC=—"""
AC—PO : AC: : VI yr
AC—PO : PO . : VC—=V0=0C: VO= POx0C

5 QPO

CAPITULO I1.
Cilindro.

. 80. Se llama cilindro-el cuerpo engendrado por un ree-
tingulo ABOP (fig. 199) que gira al rededor de-uno de sus
lados PO. ;

En este movimiento los lados BO y AP, adyacentes al
lado fijo PO, describen des circulos cuyos centros son los
puntos O y P; lo que se demuestra como en [78]. Estos dos
circules son iguales, pues tienen igual radio.

Se llama ¢je del cilindro el lado fijo- PO del rectingulo
generador.

Bases del cilindro son los circulos BC y AD, que deseri-
ben los lados del rectangulo generador, adyacentes al eje.
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Luado del cilindro es el lado del rectingulo generador pa-
ralelo al eje. -
Altura del cilindro es la distancia entre las dos bases.

TEoREMA 165 (fig. 199).

Toda seccion SNT paralela 4 ln base del cilindro es un cir-
culo igual & lo base, y su centro estd en el eje PO.

Por los lados SB, VR, TC, etc. y por el eje tiro los planos
SBOQ, VROQ, TCOQ, etc.: las intersecciones SQ y BO, VO
¥ RO, TQ y CO seran paralelas; luego los cuadrilateros SBOQ
VROQ, TCOQ son paralelogramos ; iuego SO=B0, V(Q=R0,
TQ=0C0: y pues BO, RO, CO son iguales, tambien SQ, QV,
TQ son iguales; luego la curva SVT es plana, y tiene todos
sus puntos 4 igual distancia del punto 0 ; luego dicha curva
es una circunfereneia cuyo centro es (). Ahora, como los la-
dos S0 y BO de las dos circunferencias SVT, BRC son igua-
les, dichas circunferencias son tambien igualgs.

#*81. Se llama plano tangente al cilindro un plano que
solo tiene un lado comun con la superficie de! cilindro.

TEOREMA 164 (fig. 200).

Todo plano ABC, que pasa por un lado AB del cilindro Yy
por la tangente BC @ lo base en el pie de dicho lado AB, es tan-
gente al cilindro.

Pues todos los puntos de la circunferencia de Ja base es-
tdn fuera de la tangente BC, escepto el punto B; luegotodos
los lados del cilindro estdn fuera del plano BAG, escepto el la-
do AB: luego [81] este plano es tangente al cilindro.

Reciproco. El plano ABC tangente al cilindro corta al pla-
n0 e lo base de este por una recta BC tangente ¢ dicha base;
pues dicho plano tangente no tiene con el cilindro mas lado
comun queel AB; luego todoslos puntosde la BC estan fuera
de la base del cilindro, escepto el punto B; luego la recta BC
es tangente a la base del ¢ilindro. Tl

Corolario. ~ Por un punto de lu superficie lateral del cilindro
no puede pasar mas que wn solo plano tangente al cilindro:
pues el plano tangente contiene al lado delcilindro que pasa
por el punto dado en la superficie de este, yalatangentedla
base tirada por el pie de dicho lado; ¥ ya se sabe que por dos
rectas que se cortan no puede pasar mas que un solo plano.
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CAPITULO Iil.

Esfera.

82. Se llama esfera el cuerpo engendrade por un semi-

eirculo ABC (fig. 201) que gira alrededor de sudidmetro AL.

Centro de la esfera es el centro O del semicirculo gene--
rador. ;

Radios de la esfera son las rectas tiradas desde el centre
4 la superficie de la esfera.

Todoslos radios deuna esfera son tquales; 6 lo queesiguaf,
todos los puntos de-la superficie de la esfera equidistan del cen—
tro: pues los radios de la esfera son los radios del circulo
generador en sus diferentes posiciones.

Didmetro de la esfera es la recta que pasa por el centro, y
termina por ambos lados en la superficie de la esfera.

Todos los didmelros de una esfera son tyuales; pues cada
uno se compone de dos radios.

teoreMa 165 (fig. 202).

Cortando la esfera por medio de un plano, la seccion AB que-
resulla, es un circulo.

Si el plano secante pasa por el centro de la esfera, la cur-
va de interseccion esuna circunferencia; pues todos sus pun-
tos estan en dicho plano, y equidistan del centro de la es-
fera, por ser puntos de la superficie de esta.

Si el plano secante no pasa por el centro de la esfera,
tiro una perpendicular OC & dicho plano, y las recta$’ 04,
0B, 0D, OE, etc. Siendo estasrectas radios de la esfera, son
todasiguales; y como son oblicuas al plano AB, los puntos
A, B, D, E, etc. equidistan del punto € [Teor. 1135, Recipro-
¢o 1.°1: luego la curva AB tiene todos sus puntos en un pla-
no y 4 igual distancia del punto C; luego dichacurvaes una
circunferencia, cuyo centro es el punto C.

Circulo mdzimo de la esfera esel circulo cuyo plano pasa
por el centro de la esfera; y eirculo menor es el circulo euyo
plano no pasa por el centro.
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troREMA 166 (fig. 201).

Todo circulo mazimo BD divide & la esfera en dos partes
iguales BAD y BCD, llamadas hemisferios: pues, si se coloca
la parte ABD sobre la CBD, de modo que, siendo el circulo
BD comun 4 dichas dos partes, el punto A caiga hiciael mis-
mo lado de este circulo que el punto G, todos los puntos de
la superficie BAD coincidirdn con los de la superficie CBD,
porque los radios de la esfera son todos iguales,

TEOKEMA 167.

*Dos circulos mdximos de una misma esfera se cortan mibtua—
mente en dos partes iguales: pues, pasando sus planos por
el eentro de la esfera, la interseccion es un didmetro comun
4 los dos circulos, el cual divide 4 cada circulo en dos partes
iguales. ‘

% TEOREMA 167 (fig. 201*).

Cuatro punios A, B, C y D, que no estdn en unmismo plano,
determinan lo posicion de una esfera.

Sean Oy P los centros de los circulos circunscriptos 4 los
tridngulos ABC'y ACD: levantando las perpendiculares OR y
PS 4 dichos planos, estas perpendiculares se encontrardn.

En efecto, tiremos las rectas 0G y PG al punto mediode
la recta AC, comunad los dos tridngulos: estas rectas 0G y PG
seran perpendiculares & la AC [Teor. 24]; luego el plano 0GP
serd perpendiculard la AC[47],y porconsiguiente 4 los pla-
nos ABC y ACD [Teor. 134]. La recta OR perpendicular al
plano ABC estard contenida enel plano OGP [Teor. 135,
Recip.], 6 igualmente la recta PS estar contenida enel pla-
no OGP. Ahora,si las dosrectas OR y PS, que se hallan en un
mismo plano, fuesen paralelas, siendo la GO perpendicular 4
la OR, seria tambien perpendicular 4 la PSparalela 4 la OR
[Teor. 6, Recip.]; y por consiguiente, desde el punto G se
podrian tirar dos perpendiculares GPy GO 4 la PS, 1o que es
Amposible. Las dosrectasOR y PS estin pues en un mis-
mo plano y se encuentran en un punto (.

Esto supuesto, el punto Q equidista de los tres puntos A,
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By € [Teor. 115], é igualmente de los tres puntos 4, Cy D;
luego dicho punto Qequidista de los cuatro puntos 4, B, C
y D. Luego la esfera, cuyo centro sea el punto Q y pase por
uno de los cuatro puntos A, B, C y D, pasard por los otros
tres. Queda asi demostrado que por cuatro puntos que no
estdn en un plano puede pasar una ésfera.

Demostremos ahora que por dichos cuatro puntos no pue-
de pasar otra esfera diferente de la primera.

Imaginemos que por los cuatro puntos A, B, C y D pase:
otra esfera: el centro de esta nueva esfera debera hallarse en:
ia perpendicular OR; pues si estuviese fuera, la perpendi—
cular bhajada desde él al plano ABC no pasaria por el punto
O [Teor. 108];y por consiguiente las tres distancias de dicho-
centro & los puntos A, B, C no serian iguales. Por la misma:
razon el centro de dicha esferadebe estaren la perpendicular
PS: luego el centro de esta esfera es el punto 0. Luego esta
esfera y la primera, que tienen el mismo centro é igual ra-
dio, son una misma esfera. ‘

Nora. Silos cuatro puntos dados estdn en un mismo pla--
no, y corresponden 4 una misma circunferencia, existira una
infinidad de esferas que pasen por ellos; pues todos los pun-
tos de la perpendicular levantada al circulo en su centro
equidistan de todos los puntos de la circunferencia; y por
tanto seran centros de dichas esferas,

Si los cuatro puntos estin en un mismo plano, v la cir-
cunferencia que pasa por tres de ellos no pasa por el cuarto,
- la esfera no podra pasar por dichos cnatro puntos: pues si
esto fuese posible, un plano cortaria 4 la superficie de la es-
fera por una linea diferente de la circunferencia; lo que es
absurdo [Teor. 165]. i

85. Se llaman polos de un circulo de la esfera dos puntos
de la superficie de la esfera, tales que cada uno equidista de
todos los puntos de la circunferencia de dicho circulo.

TeorEMa 168 (fig. 203).

Los estremos P y P de un didmetro PP’ perpendicular al
plano AB 6 A'B’ de un circulo de lo esfora son polos de dicho
circulo.

Consideremos en primer lugar el circulo maximo AB; ti-
ro los radios OA, 0B, 0C, ete.y lasrectas PA, PB, PG, ete.,
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que seran iguales [Teor. 113, 1.°]; luego [85] P espolo del
circulo AB. Del mismo modose demuestra que P’ es polo del
circulo AB. 9 .

Sea'ahora A’B’ un circulo menor: tiro las rectas 0'A’,
OB, 0'C. ete.; PA', PB’, PC’, elc.; y los radios OA’, OB,
0C', ete. Siendo iguales los radios, las rectas O'A’, O'B,
0'C’, ete. son iguales [Teor. 113, Recip. 1."]; y por consi-
guiente son tambien iguales las rectas PA', PB', PC', ete.
[Teor. 115, 1.°]: luego el punlo P es polo del circulo A'D'.
Del mismo modo se demuesira que el punto P’ es polo de
dicho eirculo. -

TeoREMA 169 (fig. 204).

Si desde un punlo P de la superficie de la esfera se traza con
una abertura constanie de compds (a) una curva BDEC sobre
dicha superficic, esta curva serd una circunferencia, de la que
el punto P serd uno de los polos.

Tiro los radios 0D, OFE, OC, ete. & diferentes puntos dela
curva BDEC; tiro tambien las rectas PD, PE, PC, etc.: los
tridngulos POD, POE; POC, etc. son iguales, por tener sus
tres lados respectivamente iguales; luego los angulos OPD,
OPE, OPC, ete. son iguales. Tiro ahoradesde el punto D una
perpendicular DQ al radio PO,y las rectas EQ, COQ, etc.: los
triangulos POD, PQE, PQC, etc. son iguales [Teor. 16]; lue-
go Jos dngulos PQD, POE, PQC, etc. son iguales; y como el
primero de estos angulos es recto, los otros tambien son rec-
tos; es decir, que las rectas DQ, E0Q, CO, ete. son perpen-
diculares ai radio OP, y por tanto estas rectas estin en un
mismo plano [Teor. 107]. Luego la curva BC tiene todos sus
puntos en un plano, y 4 igual distancia del punto 0; luego
dicha eurva es una circunferencia. Ahora, como el punto P
estd 4 igual distancia de todos los puntos de la circunferen-
cia BDCB, dicho punto P es polo del circulo BDCB [83].

84. Se llama plano (angente & una esfera el plano que
tiene un solo punto comun con la superficie de la esfera.

(a) EIl compas debe de ser de los modernos, cuyas puntas pueden
doblarse, ]
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TEOREMA 170 (fig. 203).

Todo plano AB perpendicular al radio OC en el punto en
que este corta & la superficie de la esfera, es tangente G lu esfera.
Siendo el radio OC perpendicular al plano 4B, es menor
que cualquiera otra recta 0D tirada desde el centro al plano
AB [Teor. 112]; luego el punto D estd fuera de la esfera.
todos lospuntos del plano AB estan, segunesto, fuerade la es-
fera, escepto el punto C; luego el plano AB es tangente 4 la
esfera [84].
Reciproco.  El plano AB tangente & una esfera es perpendi-
cular al radio OC tirado al punto de contacto.

Siendo el plano AE tangente a la esfera, tiene todos sus
puntos fuera de la esfera, escepto el punto C; luego el radio
OC eslalinea mas corta que se puede tirar desde el centro al
plano tangente: luego [Teor. 142, Recip.] el radio OC es.
perpendicular al plano tangente AB.

Corolario. Por un punto dela superficie de la esfera no
se puede tirar mas que un solo plano langente G la esfera ; pues-
to que el plano tangente es perpendicular al radio, y que
por un punto de una recta no se puede tirar mas que un solo
plano perpendicular & ella [Teor. 110].

85. Se llama dngulo esférico la separacion 6 abertura de
dos arcos AB y AD (fig 206) de circulo maximo.

Lados del angulo esférico son los dos arcos que lo forman.

Vértice de un angulo esférico es el punto de interseccion
de los lados.

El valor de un éngulo esférico BA D se aprecia por el del
dngulo rectilineo SAT formado por dos tangentes SA y AT ti-
radas & los arcos AB y AD en el vértice de dicho dngulo (a).

Segun esto, el angulo esférico BAD v el dngulo diedro
BACD, formado por los planos de los arcos del primero, tie-
nen la misma medida; pues el dngulo SAT es el dngulo plano
correspondiente al diedro BACD.

86.  Se llama triingulo esféricola porcion ABC (fig. 207)

_{a) El valor de un dngulo curvilineo se aprecia siempre por el
angulo reclilineo formado por las tangentes 4 las dos curvas tiradas
en su punte de interseccion.
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de superficie de esfera comprendida entre tres arcos AB, AC,
BC de eirculo médximo, menores que media circunferencia.

Lados del triangulo esférico son los arcos de circulo ma-
ximo que lo forman. :

Angulo triedro correspondiente 4 un tridngulo esférico es
el triedro OABC formado por los radios 0A, OB, 0C tirados
a los vértices del tridngulo. Por el contrario, el tridngulo es-
férico ABC se llama triangulo esférico correspondiente al trie-
dro OABC. :

Los lados del tridngulo esférico son las medidas de los 4n-
gulos planos del triedro correspondiente, y los angulos del'
tridngulo esférico son las medidas de los dngulos diedros de
dicho triedro [85].

rEorEMa 471 (fig. 207, 1.°).

Un lado curlquiera AB de un tridngulo esférico ABC es
menor que la sumg de los otros dos: pues en el triedro OABC,
eorrespondiente al tridngulo esférico ABC, es [Teor. 141]

AOB<AOCH BOC;
luego, reemplazando estos angulos por sus medidas, sera
AB<ACHBC.

~ Corolario. Un lado cunlquiera de un tridngulo esférico es
mayor que la diferencia de los otros dos,

Se demuestra como los corolarios de los teoremas 12 y
141, anilogos al teorema actual.

TEOREMA 172 (fig. 207, 1.%).

La suma de los lados de un tritngulo esférico es menor que
una circunferencia mdxima: pues siendo

AOBH-A0C+BOC< LR [Teor. 142],

serd, llamando C 4 la circunferencia méxima, y reempla-
zando los dngulos de esta desigualdad por sus medidas,

AB+ACHBC<C.
#87. Dos triangulos esféricos se llaman suplementarios
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cuando los lados de cada uno son suplementos de los dngu-
los del otro.
seteoreEMA 173 (fig. 208).

A todo triangulo esférico ABC corresponde otro suplementa-
rio DEF. .

Sea O'DEF el triedro suplementario del triedro OABC
[Teor. 143], y DEF el tridngulo esférico correspondiente &
dicho triedro 0. Siendo suplementarios los triedros 0 y 0,
tendremos [63] las igualdades siguientes:

AOB+E0'DF=2R, DO'E--BOAC=2R,
AOC--DO'EF=2R, DO'F-AOBC=2R,
BOC--DO'FE—2R, EO'F+A40CB=2R.

Poniendo en estas igualdades en vez de los dngulos die-
dros los angulos de los dos tridngulos esféricos, y en vez de
los angulos planos los lados de dichos tridangulos, tendremos

AB--D—2R, DE-A—29R,
AC-LE—2R, ‘ DF--B—9R,
BC-|- F=2R, EF--C=2R;

luego [87] los dos tridngulos esféricos ABC y DEF son su-
plementarios.

7 TEOREMA 174.

La suma de los dngulos de un tridngulo esférico es mayor
que dos rectos y menor que seis.

Véase la demostracion del teorema 144, andlogo al
actual.

Corolario.  La diferencia que hay entre la suma de dos dn—
qulos de un tridngulo esférico y el tercer dngulo es menor que
dos rectos.

Véase la demostracion del corolario del teorema 144.

#¢88.  Segun el teorema 174, puede existir un tridn-
gulo esférico que tenga dos angulos rectos, los tres angulos
rectos, dos angulos obtusos y aun los tres obtusos. El trian—
gulo esférico que tiene un angulo recto, se llama triangulo
esférico rectdngulo; el que tiene dos angulos rectos, birectdn-
gulo; y el que tiene sus tres dngulos rectos, (rirectdngulo.

En el triangulo esférico rectingulo los lados que forman
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<l dngulo recto se llaman catetos, y el lado opuesto al dngulo
recto se llama hipotenusa.

s TeoreMA 474 7 (fig. 209).

En todo tridngulo birectingulo: 1.° el vértice del dngulo obli-
«cuo es polo del lado opuesto; 2.° el dngulo en el polo tiene por
medidu su lado opuesto, ;

Sea el triangulo ABC birectangulo en 4 y C: digo que el
punto B es polo del lado AC, y que el 4ngulo ABC tiene por
medida el lado opuesto AC.

1.° Construyo el triedro OABC correspondiente al tridn-
gulo esférico ABC. Siendo rectos los angulos esféricos BAC
¥y BCA, ¢ los angulos diedros BAOC y BCOA, losplanos AOB
y COB son perpendiculares al plano A0C; luego [Teor. 136]
la interseccion BO esperpendicular al plano AOC, y por tan-
to [Teor. 168] el punto B es polo del arco AC.

2.° Siendo la recta OB perpendicular al plano AOC, se—
rd [ Teor. 106] perpendicular 4 las rectas A0 y OC; luego el
angulo AOC es el dngulo plano correspondiente al diedro
AOBC, y por tanto [Teor. 138, Nota] es la medida de estes
¥y como el arco AC es la medida del 4ngulo AOC, se infiere
que el arco AC es la medida del dngulo diedro AOBG 6 del
angulo esférico ABC. : :

Nora. Lasegunda parte de este teorema puede enun-
ciarse asi: La medida de un dngulo esférico es el arco de circu—
{o mdximo descrito desde su vériice como polo, y comprendido en-
Ire sus lados.

3¢ TEOREMA 175.

1.° Siun tridngulo esférico tiene dos dngulos iguales, los
lados opuestos son tambien iguales. :

2.° 8 un tridngulo esférico tiene dos dngulos desiquales,
. al mayor se opone mayor lado. i
Se demostrara facilmente, construyendolos triedros cor—
respondientes 4 ambos tridngulos, y aplicando & estos {rie—
dros el teorema 143.
Reciproco 1.°  En todo tridngulo esférico isdsceles los dn-
gulos opuestos & los lados tguales son iquales.
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9.9 En todo tridngulo esférico & mayor lado se opone mayor
dngulo [21].

%89. Se llaman tridngulos esféricos simétricos los tridn-
gulos esféricos correspondientes 4 dos triedros simétricos.

Segun esto, dos tridngulos esféricos simétricos, situados

sobre una misma esfera 6 sobre esferas iguales, , tienen sus
seis elementos respectivamente iguales, perono pueden coin-
cidir en general; pues los triedros correspondientes, siendo
simétricos, tienen sus seis elementos respectivamente igua-
les, y no pueden coincidir en general [Teor. 146.]

% reorEMA 476 (fig. 207).

Dos tridngulos ABC, DEF de una misma esfera 6 de esfe-
ras iguales son iguales, cuando tienen dos lados respeclivamen—
ie iguales, AB=DE, AC=DF, dgualmenie dispuesios, ¢ igual
el dngulo comprendido, A=D. :

Los triedros OABC, PDEF correspondientes & dichos
triangulos tienen igualeslos Angulos planos AOBy DPE,AOC
y DPF, y el angulo diedro BAOC=EDPF; luego [Teor: 147]
dichos triedros son iguales, y por consiguiente los dos tridn-
gulos esféricos ABC, DEF correspondientes 4 dichos triedros
son tamhien iguales.

#reonema 177 (fig. 207).

Dos tridngulos ABC, DEF de una misma esfera ¢ de esferas
iquales son dquales, cuando tienen un lado igual, AC=DF, y
los dngulos adyacentes respectivamente iquales, A=D, C==F, ¢
tqualmente dispuestos.

sereoreMa 178 (fig. 207).

Dos tridngulos ABC, DEF de una misma esfera 6 de esfe-
ras tquales son iguales, cuando tienen sus tres lados respecti~
vamente iquales, AB=DE, AC=DY, BC=EF, ¢ igualmente
dispuestos.

#reorEMA 279 (fig. 107).

Dos tridngulos ABC, DEF de una misma_esfera 6 de esfe-
ras squales son iquales, cuando tienen sus'(res dngulos res-
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pectivamente iguales, A=D, B=E, C=F, ¢ igualmente dis-
puestos.

Estos tres teoremas se demostraran ficilmente, como se
ha demostrado el 176, valiéndose de sus analogos los teore-
anas 148, 149 y 150.

s teonems 180 (fig. 210).

‘La linea mas corta, que se puede tirar en Il superficie de
una eésfera entre dos puntos de la misma, es el arco menor de
circulo mdxzimo que pasa por ellos.

Sea AaB un arco de circulo maximo, menor que media
circunferencia, y ACDEB una curva cualquiera que no corte
al arco AB, tirada ¢n la superficie de la esfera entre los
mismos estremos 4 y B; digo que:AaB<ACDEB.

Desde los puntos A y B tiro dos arcos de circulo maximo
AD y BD 4 un punto D, tal que estos dosarcos queden den—
tro de la superficie curva ACDEBA; tiro en seguida desde los
estremos A y D del arco AD otros dos arcos de circulo méxi-
mo AC'y DC& un punto C, tal que ‘estos” dos 'arcos queden
dentro de la superficie ACDA; y contintio esta construceion
indefinidamente. '

Tenemos [Teor. 171]

AaB<AbD--BeD;

tambien AbD < AdC+DeC,
¥ por consiguiente AbD+BcD<AdC—}—DeC+BcD.

No - siendo iguales todas las] lineas AaB, AbD:B,
AdCeDeB, etc., sucederd uno de estos dos casos: que existan
dos 6 mas lineas iguales en magnilud, que sean mayores
que todas las demés, 6 que exista una sola linea mayor que
todas las demas.

La linea AaB no es de las mayores, puesto que es menor
que la AbDeB: tampoco esta es de las mayores, porque es
menor que la;AdCeDcB; y como. Jo mismo puede decirse de
tod.as las demas lineas mencionadas, diferentes de la ACDEB,
se infiere que no pueden existir dos lineas iguales en magni-
tud, que sean mayores que todas las demas; luego existe una
scla linea mayor, que todas las demas; y pues ninguna . de
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dichas lineas, diferente de la ACDEB, es de as mayores,
esta es la mayor. ;

Si la curva cortase al arco AaB, se sacaria ficilmente en
consecuencia de.lo que se acaba de demostrar, que dicha
curva es mayor que el arco AaB.

A PROBLEMA B3 (fig. 210%),

Dada una esfera O, hallar su radio por medio de una cons—
truccion geomélrica. _

Desde un punto cualquiera P de la superficie de la esfera
como polose describe una circunferencia cualquiera AB [Teo-
rema 169]; se sefialan tres puntos en esta circunferencia, y se
construye un tridngulo cuyos tres lados sean lastres cuerdas
que unen dichos tres puntos, y se circunscribe un circulo 4
este tridngulo. Se construye en seguida un tridngulo rectingu-
lo MON, cuya hipolenusa MQ sea iguald PA, y el cateto MN
igual al radio del circulo circunseripto; se prolonga el otro
cateto, y en el medio de MQ se levanta una perpendicular
EC hasta que encuentre enC dla ON prolongada: larectaQC
serd igual al radio de la esfera.

Para demostrarlo, liremos la cuerda PA, el radio AD del
circulo AB, y desde el centro0la perpendicular OR41a PA.

El tridngulo, cuyos tres lados son las tres cuerdas que
unen los tres puntos tomados sobre la circunferencia AB, es
igual al tridngulo formado por dichas cuerdas; luego colocado
uno sobre otro coincidirian; y como 4 un tridngulo no se pue-
de circunscribir mas que un solo circulo [Teor. 58], se infie-
re que el circulo circunscripto al tridngulo es igual al efreu-
lo AB; luego la recta MN, igual al radio de dicho circulo, es
tambien igual al radio AD del circulo AB. Luego los dos
triangulos rectangulos APD y MON son iguales [Teor. 19],
Y por consiguiente el dngulo APD es igual al angulo MON.
Luego los dos triangulos rectangulos PRO y QEC, que tienen
iguales los lados RP. y EQ, 6 iguales respectivamente los {n-
gulos adyacentes, son iguales; luego CQ==0P,

11
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CAPITUL® L

Tetraedros semejantes.
=G

~

90. EN dos tetraedros, que tengan sus dngulos diedros -
respectivamente iguales, se llaman caras homélogas las caras
adyacentes & dngulos diedros iguales. ‘

Asi, si los tetraedros VABG y vabe (fig. 211) lienen los dn-
gulos diedros VA y wo iguales, como tambien-los VB y b,
los VC'y ve, ete.; las caras VAB y vab, adyacentes & diedros
respectivamente iguales, son caras homologas: tambien son
caras homologas las VAC y vac, VBC y vbc, ABC'y abe.

91. Se llaman tetraedros semejantes los tetracdros que tie-
nen sus dngulos diedros respectivamente iguales y semejan— -
temente dispuestos, y sus caras homélogas semejantes.

La proposicion siguiente demuestra la existencia de es-
1os tetraedros.

teoreMA 181 (fig. 211).

Si en wn tetraedro VABG se tira un’ plano DEF paralelo ¢
la base, el tetraedro parcial VDEF que resulta ' es semejante al
tetraedro propuesto. :

En efecto, los angulos diedros EVDF y BVACson iguales,
pues son uno mismo; y los angulos diedros DVEF y AVBC,
DVFE y BVCA son iguales por la misma razon. Los dngulos
diedros VDEF y VABC son iguales, por ser correspondientes
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entre planos paralelos [Teor. 139], ¥ por la misma razon los
angulos diedros VDFE 'y VACB, VEED y VBCA son iguales.

'Las caras laterales VDE y VAB, VDF y VAC, VEF y
VBCG son semejantes, por ser paralelas las rectas DE y' AB,
DF y AC, EF y BC [Teor. 4120]. Las caras DEF y ABC son
semejantes [Teor. 154]. Luego los dos tetraedros VDEF. y
VABCG son semejantes, pues sus dngulos diedros: son respec-
livamente iguales y estdn semejantemente dispuestos, ¥osus
caras homoélogas son sémejantes [91]. | aolis -

TeoRenA 182 (fig. 214).

Dos tetraedros YABC, vabe son semejantes, cuando lienen
dos caras respectivamente semejantes VAB y vab, VAC y vac,
semejantemente dispuestas, ¢ iqual el dngulo diedro comprendilo
BVAC=bvac.

Tomo sobre la arista VA una parte VD=uva, y porel pun-
to D tiro un plano DEF paralelo al ABC: la interseccion DE
serd paralela & AB, y por consiguiente el &ngulo VDE—
VAB==vab; luego los dos triangulos VDE y vab, que tienen
un lado igual, ¥D=va, adyacente & dos dngulos respectiva—
mente iguales, son iguales. Por la misma razon el tridngulo
VDF=vac. El angulo diedro EVDF=bavc por hipdtesi. Lue-
go los dos tetraedros VDEF, vabe son'iguales [Teor. 1517;
pues el VDEF es semejante al VABC [Teor. 1817, tambich ¢l
vabc es semejante al VABC.

eoREMA 185 (fig. 211),

Dos tetraedros VABC,vabe son semejantes, cuando tienen
una cara semejante, AVC d ave, adyacente G tres dngulos dic-
droz respectivamente iquales y semejantemente dispuestos, BVAC—
bvac, AVCB=aveb, VACB=vach.

- Tomo VD=va, 'y por ¢l punto D tiro un plano DEF pa-
ralelo al ABC: el angulo VOF=VAC=vae; luego los" dos
tridngulos VDF y vac son iguales. El dngulo diedro EPVF—
bave y el DVFE=uavch por suposicion; y el VDFE=VA(B—
vach [ Teor. 159]: luego los tetraedros VDEF, vabe son igua-
les [Teor. 152]; y pues el VDEF es semejante al VABC, el
vabe es tambien semejante al VABC.
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teorenma 184 (fig. 211).

Dos lelraedros VABC, vabel son semejantes, cuando liénen
tres caras VAB y vab, VAC y vac, VBU y vbe, semejantes y
semejantemente dispuestus.

“Tomo VD==va, y por el punto P tiro'un plano DEF pa-
ralelo al ABC: ‘el 4ngulo VDE=VAB=vab; luego los dos
triangulos VDE y vab son iguales [Teor. 17]. Porla misma
razon los tridngulos VDF y vac son iguales. Los tridngulos
VEF vy vbe son iguales, pov ser V E==uvb, VF=uv¢, y el angu-
lo EVF=buve. Luego los dos tetraedros VDEF, vabc son igua-
les [Teor. 153); y pues el tetraedro VDEF es semejante al
VABC, tambien el vabc es semejante al VABC.

CAPITULO 1L

Poliedros semejantes en general.

92. En dos poliedros, cuyos dngulos dicdros son respeeti-
vamente iguales, se llaman caras homdlogas las caras adya-
centes'a angulos diedros respectivamente iguales.

93. Se llaman poliedros semejantes los poliedros que ade-
mas de tener sus angulos diedros respectivamente iguales ¢
igualmente dispuestos, tienen sus caras homologas semejantes.

La existencia de estos poliedros se demuestra por la pro-
pesicion siguiente.

TEOREMA 185 (fig. 19'0).

Si en una piramide VABCDE se tira un plano FGHIK para-
lelo 6 Ia base, la pirdmide parcial que resulla es semejante G la
pirdmide propuesta. i

Este teorema se demuestra del mismo modo que el teo-
rema 181, caso particular del actual.
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reonems 186 (fig. 190).

Las bases ABCDE ;, ¥GHIK de dos pirdmides semejantes
son proporcionales & los cuadrados de sus alturas VO y VP.

En efecto, siendo semejantes las bases ABCDE, FGHIK,
tendremos [Teor. 96] :

ABCDE : FGHIK : : AB* : FG'.

Los triangulos semejantes VAB y VFG, VBO y VGP nos
" dan

ABYFG *VB VG VO VP
luego LABCDE : FGHIK :: VO : Y.

Nora: | Las alturas NO 5 VP de las dos pirdmides semejan-
tes 'son proporcionales & sus ardstas homologus.

Covolario. | Si en dos pirdmides ABCD y EFGHI (fig. 212)
de buses equivalentes BCD, FGHI, ¢ dgual altura, AO=EP, se
tivan dos planos paralelos & las bases y-& igual distancia de sus
vértices, Ao=Ep, lus seceiones bed, fghi que resultan son equi—
vilentes. : ‘ ¥

Acabamos de demostrar gne

'BCD : bed =1 AD? : Ao%,
FGHI : fyhi : : EP* : Ep*;,
y coma por suposicion BCD==FGHI, AG=EP, Ao=Ep, re-

sulta bed={ihi. s
teoreda 187 (fig. 215).

Dos poliedros, compuestos de un mismo nimero de tetraedros
respectivamente Semejantes'y semejantemente dispuesios, son se=
mejantes. '

Sean los dos poliedros ABCDEFG, abedefy compuestos de
los tetracdros GABC, GACD, GADE, GBCF (a); gabe, gacd,

(@) Para ver con claridad que estos cuatro tetraedros componen
el poliedro ABCDEFG, imaginese que por los tres puntos G, By G
se 'tira un plano, y se separa del poliedro el tetraedro GBCF; que-
dard la piramide pentagonal GABCDE, que evidentements se com=
poue de los Wres tetruedros GABC, GACD y GADE.
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gade, gbef respectivamente semejantes: digo que estos polie-
dros son semejantes.

Los angulos diedros AB'y ab son iguales, porque son an-
gulos diedros 'de los dos tetraedros semejantes y semejante—
mente dispuestos GABC 'y gabe. '

~ El éngulo diedro BAGE se compone de los diedros BAGC,
CAGD y DAGE, y el angulo diedro bage se compone de los
diedros bage, cagd y dage; y siendo estos diedros parciales res-
pectivamente iguales, por corresponder 4 tetraedros respec-
tivamente semejantes y scmejantémente dispuestos, los die-
dros BAGE y bage seran iguales. '

Del mismo modo se demuestraque todos los demas angu-
los diedros de los poliedros son respectivamente iguales. ‘

Las caras AGE y ago son semejantes, por corresponder a
los tetraedros semejantes y semejantemente dispuestos GADE
Y gade. Las caras ABCDE y abede son semejantes; porque los
tridngulos ABC y abec, ACD Y acd, ADE y ade, que;las com~
ponen, tienen la misma disposicion, Y son respectivamente
semejantes, por ser caras de tetraedros respectivamente se—
mejantes y semejantemente dispuestos.

Del mismo modo se demuestra que las demds caras homo-
logas de los poliedros son respeclivamente semejantes.

Luego [93] los dos poliedros ABCDEFG y abedefy, que
lienen sus angulos diedros respectivamente iguales y sus ca-
ras homélogas semejantes, son semejantes.

Reciproco. Dos poliedres semejantes. pueden descomponerse
en lelraedros respectivamente, semejanies y semejantemente dis—
puesios.

Sean los dos poliedros semejantes ABCDEFG y abedefy, sien-
do semejantes las caras ABCDE y abede, ABFG y abfy, GAE
¥ gae, ele. que tienen lamisma disposicion, y siendo iguales
los diedros FABC y fabe, BAGE y bage, etc. que tambien tie-
nen la.misma disposicion. Tiremos desde los vértices Gygde
dos &ngulos poliedros formados por caras respectivamente se-
mejantes las rectas GB y GG, gb ¥ ¢, de'modo que lascaras,
que-componen dichos dngulospoliedros G ¥ ¢, estén todas des-
compuestas en tridngalos. Dividamos tambien en tridngulos
semejantemente dispuestos las otras caras. que no forman di-
¢hos dngulos poliedros G ¥ 9. Elpoliedro ABCDEFG quedara
descompuesto en los tetracdros (A BC, GACD, GADE yGB(F,
y el poliedro abedefy quedara descompuesto en log tetraedros
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gabe, gacd, gade y gbef: digo que estos tetraedros son respec-
tivamente semejantes :

. En efecto, los tetracdros GABG y gube tienen semejanies
las caras GAB y gab,)as A BC y abe [Teor. 75, Recip. ], ¢ igual-
les por suposicion los dmgnlos diedros comprendidos GALT
y gabe; luego [Teor. 182] estos telraedros son semejantcs.

Los tetraedros GACD y gacd tienen semejantes las ra-
ras GAC y gac, por corresponder. a los tetracdros semejanics
GABC y gabe, y tambien tiencn semejantes las caras GAD y
cad, ¢ iguales los diedros GACD y gacd, como suplementos
de les iguales GACB 'y gach; luego dichos tetraedros GACD y
gacd son semejantes. ‘ ‘

Del mismo modo se demuestra que todos los demas le—
traedros-semejantemente dispuestos son semejentes.

9%. En dos poliedros semejantes se llaman aristas ho-
mdlogas los lados homéleges de las caras homologas.

TeoneMa 188 (fig. 213)..

. Las aristas homdlogas de dos poliedros semejantes son pro-
pogeionales. . ,

Sean AB y GD dos aristas cualesquiera del primer po-

liedro, ab y gd sus homoélogas: digo que
AB:ab:: GD: gd.

En efectp,.por ser semejantes los poliedros, las caras ho-
mologas ABﬂ’F y abgf, AEG y aeg, EGD y eqd son semejan—
tes; y por tanlo;, :

AB :ab:: AG : ag,

AG:ag :: EG : ey,
EG: e DG :dy;
luego AB :ab:: DG : dg.

CAPITULO HIL.

Poliedros requlares.

95, Se dice que una pirdmide estd inscriple cn un cono,
0 que un cono estd eircunscripto a una pirdmide, cuando el
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vértice de la pirdmide es el mismo que ¢l del cono, y la base
de la piramide esta inscripta en la base del cono.

Se dice que una pirdmide estd circunseripta 4 un'cono, 6
que un cono cstd inscriplo en una piramide, cuando el vér—
lice de la pirdmide es el mismo que el del cono, y la base
de la pirdmide estd circunseripta 4 la base del cono.

Se dice que un prisma estd énseripto en un cilindro, 6 que
un cilindro esta circunscripto 4 un prisma, cuando las dos ba-
ses del prisma estan inscriptas en las dos bases del cilindro.

Se dice que un prisma estd circuscripto & un cilindro, 6
que un cilindro estd #nscriplo en un prisma, cuando las dos
hases del prisma estdn circunscriptas 4 las'dos bases del ci=
lindro. ’

96. Se llama poliedro regular el poliedro cuyas caras son
todas poligonos regulares ¢ iguales, y cuyos éngulos diedros
son todos iguales. :

TEOREMA 189.

No hay mas que cinco poliedros regulares.

En efecto, para formar un angulo s6lido, es menester por
o menos tres angulos planos, y que ademés Ja suma de los
angulos planos, que han de formar el 4ngulo sélido, valga
menos que cuatro rectos [Teor. 142].

Esto supuesto, con tres dngulos de tridngulo equildtero,
cuya suma es 2R, se puede formar angulo s6lido: el polic—
dro correspondiente tiene cuatro triangulos eqailateros por
caras, y se llama telraedro reyular (fig. 214).

Con cuatro angulos de triangule equilitero, cuya suma
es iR, se puede formar dngulo sélido: el poliedro correspon-
diente tiene ocho tridngulos equildleros: por caras, y se lla-
ma ociaedro reqular (fig. 215).

Con cinco angulos de tridngulo equildtero, cuya suma es
R, se puede formar dngulo sélido: el poliedro correspon—
diente tiene veinte tridngulos equilateros por caras, y se
llama dcosaedro reqular (fig. 216).

Con seis 4ngulos de tridngulo equilatero, cuya suma es
*¢ R=LR, no se puede formar angulo s6lido.

Con tres dngulos de cuadrado, cuya suma es 3R, se pue-
de formar éngulo sélido: el poliedro correspondiente tiene
seis cuadrados por caras, y se llama exaedro reqular & cubo

(fg- 217).
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Con cuatro angulos de cuadrado, cuya suma es 4R, ne
se puede formar angulo sélido.

Con tres angulos de pentidgono regular se puede formar
angulo solido; porque la suma de los cinco angulos de un
pentigono lcgular es igual & 6R [Teor.26]; luego un ingu-
lo de un pentagono regular valdra §R; y pOI‘ consiguienle
tres angulos de pentdgono regular valdrin ¥ R. El poliedro-
correspondiente tiene doce pentagonos rcgulares por caras,.
v se Hlama dodecaedro veqular (fig. 218).

Con cuatro angulos de pentagono regular, cuya suma es

¥ R, no se puede formar dnguto sélido.

Con tres dngulos de’exagono regular no se puede formar
angulo sdlido; pues valiendo-los-seis Angulos del exdgone re-
‘guiar SR [Tcor. 26], un solo angulo del exdgono regular

. SR i : : .
valdra _g_:*‘R; y por consiguiente tres dngulos de exdgone

regular valdran ¥R=A4R.

Abora bien, cnanto mas lados tenga un poligono regu—
lar, tanto mas valen sus dngulos; pues, si n es el nimero de
lados del polizono, y por consiguiente tambien n el nimere
de sus dngulos, 2R(n—2)=2Rn- &R serd el valor de la su-

. 2Ry — R
ma de todos, [Teor. 26, Nota]; luego"Rn AT
n

(2
¥ o
serd el valor de un solo dngulo. ('reciondu n, disminuye el

quebrado sustraendo l‘ﬁ' y por tanto la diferencia G’R-—-H{

7 n
aumenta.

Si pues la suma de tres angulos de exagono reguiar vale
4R, la suma de tru: angulos de eptagono regular, octégone
regu!ar, ete. serd mayor que &R; y por consiguicnle no se
podra formar angulo sblide.

Queda pues demostrado, que no pueden existir mas po-
liedros regulares queel tctmcdm Otta(,dlo icosaedro, cxae-
dro y dodecaedro.



Areas y volvimenes de los poliedros y
cuerpos redondos.
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CAPITULO 1.

Areas de los poliedros.

teoreMA 190,

E L drea laleral de una pirdmide regular es dgual ¢ lo mitad
del pr8dugto del perimetro de su base por la altura de uno de los
triangulos laterales. ‘ -

Seca a la altura de uno de los tridngulos laterales, b su
base, y n el numero de estos tridngulos; nb sera el perime-
‘ro de la base de la pirdmide: digo que el drea lateral de la
piramide es lnbxa.

El drea de uno de los triangulos lateraleses 1ba; y como
todos estos tridngulos son iguales [69], el drea de todos, & ia
lateral de la pirdmide, sera Lbaxn==ZInbxa.

- TEOREMA 1901,

El droa lateral de una pirdmide regular troncade’ de’ buses
paralelas es igual al preducto de lo altura de wno de los irapecios
laterales por la semisuma de los perémerros de las dos bases.

Sea a la aitura de uno de los trapecios laterales, by ' sus
dos bases, n ¢l nlumero de estos Lrapecios, nb y nb’ seran los
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perimetros de las dos bases: digo que el area lateral delapi-

ramide troncada es ax —;—nb

i

El area de uno de los trapecios laterales es a. 3 lue-
go, como todos ellos son iguales, el area lateral del tronco

b+-b nb--nb
—

sera a.Txn:ax

PEOREMA 192.

El drea lateral de un prisma recto es fqual al producto de su
altura por el perimetro de su base.

Sea a la altura del prisma recto, y b, b, b", ete. las bases
de los rectingulos ]aterales, b-++v' —|—b"+ etc seia el peri-
metro de la base del prisma: digo que el area lateral de'este
es a(b—l—b +-bH-ete.).

Las areas de los rectangulos laterales son ab, ab’, ab”, etc:;
luego el area lateral del prisma serd ab+ab‘—i—ab"-—|—etc =
a (b—l—b —l—b”—]—etc 8

TeoreMA 193 (fig. 218%).

El drea lateral de un prisma oblicuo FC es dqual al producto
de una de sus aristas lawmles AF por el perimetro de su seccion
recia LMNOP.

Considerando como basesde los paraleldgramos laterales
las aristas AF, BG, CH, etc., los lados LM, MN, NO, ete.
serdn las alturas de dichos paralelé’gramos, puesto'qué'dichas
aristas son perpendiculares 4 la seccion recta, y por consi—
guicnte 4 Jas rectas que pasan por su pic en el p]ano de esta
seccion,

El area del paralelogramo ABGF es AF'xLM, la' del pa~
ralelogramo, BCHG es, BGXMN:=AFxMN, la'del paralelo-
gramo DCHI es CHxNO=AFxNO, etc.: lucgo cl drea lateral
del prisma es

APXLM - AFXMN - AFxNO+-ete =
AF(LM+MN+-NO+-ete.),
conforme al enunciado del teorema.
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Nota. « El area de un poliedro cualquiera se halla suman-
do las areas de todas sus caras.

CAPITULO 11.

Areas de los cuerpos redondos.

97. Axioma. ' Toda superficie plana s menor quecualquw-
ra otra superficie terminada en ¢l mismo contorno.

reoREMA 94 (fig.  114).

Toda superficie convexa (a) cerrada envuelta por olra St
perficie cualquiera cerrada, es menor que esla.

Imagmemos que la linea convexa ABCD y la linea con-
vexa O no PORST representen dos superficies cerradas, con—
vexa la primera v conyexa 6 no la segunda.

- No pueden ser iguales todas las infinitas superficies
ABCDA, PQRSTP, etc.. que encierran al espacio ABCD:
pues, tirando un plano MN, interior al iespacio PQRST, y
que no corte & la superficie AB(‘DA serd la superficie pldna
MN menor que la superficic MPON terminada en el mismo
contorno que el plano (Axioma); y afiadiendo & ambas su-
perficies la superficie MTSRN, resulla que la superficie
MNRSTM es menor que la PORSTP.

No siendo iguales todas las superficies en namero infini-
to que encierran al espacio 4BCY, sueedera uno de estos dos
easos: que existan dos & mas superficies iguales en magnitud,
menores que todas las demas, 0 que cxista una sola superfi-
cie menor que todas las demas.

Hemos visto que la superficie PORSTP ‘es mayor que la
MNRSTM; luego la superficie PORSTP no esdelas menores.
Lo mismo se puede demostrar de cualquiera otra de las su-
perficies mencionadas, diferente de la ABCDA; luego no
pueden existir dos superficies, igualesen magnitud, que sean

(@) Se Hama superficie convexe aquella bLlp(,}ﬁLle ({ue no puadc
ser corlada por una recla mas que en dos puntos.
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menores que tndas las demas; lucgo cxiste necesariamente
una sola superficic menor quetodas las demds: y pues ningu-
nadiferentedela ABCDA es de lasmenores, esta es la menor.

TeoREMA 195 (fig. 219).

El drea lateral de un'cono es iqual ¢ la mitad del producto
de su ludo por la circunferencia de su base. '

Sea C la circunferenciade la base del cone, L su lado, A
su area lateral: digo que A=2CL. ;

Sean Py p los perimetros de las bases de dos piramides
regulares de igual nimero de caras, circunscripta ¢ inseripta
al cono, Ry r las apotemas de dichasbases, Ly [ lasalturas
de los tridngulos laterales: las areas totales de dichas dos
piramides seran

LRP-LLP 'y Lrp-+2lp (Teors. 96'y 190).

Ahora, multiplicando suficientemente el nimero de caras
de las dos pirdmides circunscripta é inscripta, y por consi-
guiente el nimero de lados de los dos poligonos circunscripto
é inscripto, bases de dichas pirdmides, puede llegar (Lemas 4
y 2, pdgs. 79 y 80) r & diferenciarse de R, y p de P en me-
nos de cualquiera canlidad dada. Al mismo tiempo / puede
llegar & diferenciarse de L tan poco como se quiera; pues en
el triangulo VC¢ es VC—Ve<Ce, 6 L—I<R—r:y como R—r
puede llegar 4 ser menor que cualquiera cantidad dada, con
mas razon L—I sera entonces menot que qualquiera cantidad
tan pequeiia como se quiera.

Segun esto, las dos cantidades variables ZRP-3LP y 3rp
--%lp pueden llegar 4 diferenciarse en menos de cualquiera
cantidad asignable, multiplicando suficientemente elnumero
de caras de las dos pirdmides regulares circunscripta ¢ ins-
cripta. ‘
Ahora bien, el area total ZRC--A delcono estd compren-
dida cntre las dreas totales delas dos piramides circunscripta
¢ inscripta £RP--3LP y irp-lp [Teor. 194]. Tambien es
evidente que la cantidad 4RG+-ALG es menor que YRPHALP
¥ mayor que irp--3ip: luego, segun el teorema de Arbogast,

$RCHA=4RCH- LC,
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Norta. Siendo C=2xR, serd A=x=RL, relacion que puc-

de servir para hallar cualquiera de las tres cantidades A, R
y L, dadas las otras dos.

teoneMA 196 (fig. 220).

El drea lateral de un cono troncado de: bases paralelas es
iqual al producto de su.lado por la semisuma de las circunferen—
cias de sus dos bases.

Cortemos un cono VCD por medio de un plano AB para-
lelo 4 la base:sea A el arealateral delconotroncado ABCD, L
su lado AC, Cy ¢ las circunferencias de sus dos bases: digo

Ctc
2 :
Por el punto D levanto una perpendicular al lado VD,
tomo sobre ella una parte DE=C,1iro la VE, y porel punto

B una paralela BI' 4 la DE. Los tridngulos semejantes VDE,
VBF nos dan la proporcion :

DE : BF :: DV : BV [4].

que A=Lx

Tenemos tambien
Gt 0D BB,

y OD i PB::: DV.::BV;

luego (oIg e VIBY.

Esta proporcion y la [1] tienen tres términos respectiva-
mente iguales; luego BF=—¢.

Ahora, el area lateral del cono VCD es LVDxC, y la del
triangulo VDE es 2VDxDE; luego estas dos areas son igua—
les. Del mismo modo se demuestra que el drealateral del cono
VAB es igual 4 la del tridngulo VBF. Luego el drea lateral
del cono troncado ABCD es igual 4 la del trapecio BDEF. El

DE+BF; luego la area lateral

rea de este trapecio es BDx

. : \ C+-c )
del cono trencado scra esta misma, 6 BDx-%_—: y pues he-

mosllamado A al area lateral del cono y L 4 su lado, serd

_ 7. C4c
A——LXT.

-
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Nora. Sea C'la circunferencia GI, que resulla cortando
el cono por medio de un plano paralelo & las bases, tirado
por el punto medio G del lado AG; tiro por el punto H una
paralela HI 4 la DE; y se demostrard como antes que HI=C'.
Mas [Teor. 34] HI:.IEJ:J{E;, luego C’=%; y por con-
siguiente A=Lx('. '

Luego el drea lateral de un cono troncado de bases paralelas
es tqual al producto’de su lado por lu circunferencia de una sec—
cion paralela d las bases y equidistante de ellas.

Nota. Si llamamos R y r a los radios de las eircunferen-
cias G y ¢, serd C=2xR, ¢=2=r; luego

A==L(R+r1),

relacion que sirve para hallar cualquiera de las cuatro can—
tidades A, L, R y r, dadas las otras lres.

teoreMa 197.

El drea lateral de un cilindro es igqual al producto de la cir-
cunferencia de su base por su altura.

Sea A el area lateral del cilindro, @ su altura, C la cir-
cunferencia de su base: digo que A==Ca. ‘

Sean Py p los perimetros delas bases de dos prismas re-
gulares de igual ntmero de caras, circunscripto é ins-
cripto al cilindro, R y r sus apotemas: las areas totales de
los dos prismas seran [Teoremas 96 y 192]

$RP4-4RP---aP=RP-+}aP K
yrp+-p +ap=1rp+-ap [2

Multiplicando suficientemente el nimero de caras de los
prismas circunscripto ¢ inscripto, y por consiguiente el nii-
mero de lados de sus bases, r puede llegar & diferenciarse de
R, v p de P tan poco como se quicra; luego las dos cantidades
variables [1] y [2] pueden llegar & diferenciarse en menos
de cualquiera cantidad asignable.

Ahora, el 4rea total del cilindro $RC-H4RCHA 6 RCH-A
esta comprendida entre las areas totales [1] y [2] de los dos
prismas [Teor. 194|: tambien es evidente que RCH-aC esta
comprendida entre las mismas cantidades [1] y [2]; luego,
segun el teorema de Arbogast,

1
]
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RO-+A=RC~+aC, 6 A=aC.
‘Nota. ' Siendo 'C=2=R, serd A==2=Ra, relacion que sirve
para hallar cualquiera'de las trescantidades A, Ry ¢, dadas

{as otras dos.
reorema 198 (fg. 221) (a).

8i un tridngulo isdsceles ABC gira al rededor de una reclu
MN esterior & él, y que pasa por su vértice en su plano, el drea.,
de lo superficie engendrada por la base AC e iqual & su proyec—
cion DC ¢ DE sobre el eje MN multiplicada por la circunfereneia
cuyo radio es lu altura BG.

Hay que considerar tres casos: 4. que la hase AC (figu-
ra 1) del tridngulo isésceles toque por un estremo al eje MN;
2.° que labase AC (fiy. 2) del tridngulo isésceles no toque ni
sea paralela al eje MN; 3.° que la base AC (fig. 3) del trian-
gulo issceles sea paralela al cje MN.

1.° La base AC (fig. 1) deltriangulo isbsceles ABC des-
cribe en su movimiento la superficie lateral de un cono, cu-
ya area es [Teor. 193]

Los triangulos ADC y BCG son semejantes; luego

CG :0CD'Yy BG 7 AD, 00!
de donde CGxAD=CDxBG.

Sustituyendo en la espresion [11 del area lateral del co-
no en lugar de CaxAD su igual CDxBG, resulta que dicha
area es CDx2=BG, conforme 4 la conclusion del teorema.

2." La base AC (fig. 2) describe en su movimiento al re-
dedor del eje MN la superficie lateral de un cono troncado,
cuyas bases paralelas tienen por radios AD y CE. La 4rea
lateral de este cono es (Teor. 196, Nofa)

ACX2xGH [

Si tiramos la CI perpendicular & la AD, los triangulos
BGH y ACI, cuyos lados son respectivamente perpendicula-
res, son semejantes; y por tanto

AC : BG :: CI=DE. ;. GH,
de donde resulta ACxGH-=BGxDE.

(a) Preparatorio para legar al drea de 14 zonu,
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Sustituyendo en la espresion [1] del 4rea del cono tron—
cado en lugar de ACXGH su igual BGxDE, resulta que dicha
area es DEx2=BG, conforme al teorema.

3.° Labase AC (fiy. 3) describe la superficie lateral de
un'cilindro, cuya drea es [Teor. 197]

DEX?.‘::AD:DEX%:BG.

98. Se llama seelor poligonal la porcion OABCD (figu-
ra 222) de poligono regular eomprendida entre los radios O A
y 0D, y dos 6 mas lados de dicho poligono. :

Se llama base de un sector poligonal la linea quebrada
ABCD formada por los lados del poligono correspondientes 4
dicho sector poligonal. '

Corolario. S un sector poligonal OABCD (fig. 222) gira
al rededor de uno de sus dos radios OA, el drea de ln super -
ficie engendrada por la base ABCD es igual & su proyeccion AG
sobre el eje OA multiplicada por la circunferencia C del circulo
nscriplo. ‘ ‘

En efectlo, tirando los radios intermedios OB, OCy las
perpendiculares BE, CF, DG al cje, tendremos que las dreas
de las superficies deseritas por los lados AB, BC y CD seran
respectivamente

AExC, EFxC, FGxC;

luego el area de la superficie engendrada por la base ABCD
del sector poligonal sera

. (AE+EF4-FG)C=AGxC.

99.  Se llama zona esférica la superficie deserita por un
arco del sector circular que gira al rededor de uno de sus
dos radios.

Las circunferencias descritas por los estremos del arco
generador se llaman bases de la zona.

Allura de una zona es la proyeccion del arco gencrador
sobre el radio que se toma por eje [35, pag. 65].

Si uno de los estremos del arco generador toca al ¢je, la
zona descrita no tendrd mas que una base, que serd la cir-
cunferencia descrita por el otro estremo.

Lema & La zona descrits por el arco ad (fig. 223) del
sector circular Oad es: 1.° mayor que la superficie descrita por
la base abed del sector poligonal inscriplo, 2.° menor que la

12



178

superficie descrita por la base ABCD del sector poligonal cir-
cunseriplo.

1.° La superficic descrita por la base abed del sector po-
ligonal inscripto, mas el circulo descrito por el radio fd com-
ponen una superficie convexa cerrada, envuelta por la zona
descrita por el arco ad y el circulo deserito por el radio fid;
luego [Teor. 194] la primera superficie es menor que la se-
gunda; luego, restando de ambas el circulo desecrito por el
radio fd, tendremos que la superficie descrita por la base
abed del sector poligonal serd menor que la zona descrita por
el arco ad; 6 lo que es ignal, la zona descrita por el arco ad
serd mayor que la superficie descrita por la base abed del sec-
tor poligounal inscriplo.

2.° Tiro la tangente dh, y la hi perpendicular al eje 0A:
la superficie deserita por larecta dh es la de un cono troncado
de bases paralelas, y la descrita por la recta Dh es la de un
cono troncado 6 cilindro. La area del primer cuerpo es
dh.n(df-|-hi) [Teor. 196], y la del segundo es Dh.x(De-|-hi);
y como dh<Dh, y df<De, la primera es menor que la segun-
da. Luego la superficie descrita por la base del sector poli-
gonal circunscripto es mayor que la descrita por la linea
quebrada ABChd.

Ahora se demuestra como en 1.° que la zona es menor
que la superficie descrita por la linea quebrada ABChd; lue-~
go con mayor razon la zona es menor que la superficie des-
crita por la base del sector poligonal circunseriplo.

Lema 5. Se pueden inscribir y circunscribir & un sector de
circulo dos sectores poligonales OABCD, Oabed (fig. 223), ta-
les que girando al rededor de un radio OA comun ¢ dichos sec~
tores, lus dreas de los superficies descritas por sus bases se
diferencien en menos de cualquiera cantidad dada.

Sean R y r las apotemas de los dos sectores poligonales:
las dreas de las superficies descritas por las dos bases de am-
bos sectores son [Teor. 198, Corol.]

Aex2xR, ofx2rr.

Ahora, multiplicando suficientemente el namero de lados
de las bases de los dos sectores, r se podrd aproximar a R
tanto como se quiera. Tambien af y Ae pueden diferenciarse
en tan poco como se quiera. En efecto, la diferencia entre af
y Ae es Aa--fe: si tiramos fm paralela & 0D, serd ef<fm
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=Dd=A4a ; luego la diferencia entre Ae y af es menor que
9Aa. Siendo ag paralela 3 AG, sera

Ao a0 |, Aa R

[ i

YN iy S
de donde resulta

2e=2R (p_y).
r
Creciendo el niimero de lados de las bases de los dos sec-
tores poligonales, r va creciendo, %}—{ va por lo tanto dismi-
r

nuyendo, y al mismo tiempo R—r puede llegar 4 ser menor
que cualquiera cantidad dada; luego 24a puede llegar 4 ser
menor que cualquiera cantidad dada; y con mayor razon la
diferencia entre Ae y af puede llegar & ser menor que cual-
quiera cantidad asignable. Luego las dos areas Aex2=R, y
afx2xr pueden llegar 4 diferenciarse en menos de cualquie-
ra cantidad por pequeiia que sea.

TEOREMA 199 (fig. 223).

El drea Z de una zona es iqual al producto de su altura por
la circunferencia del circulo maximo.

Consideremos en primer lugar la zona de unabase descri-
ta por el arco ad del sector circular Oad. Inscribo y circuns—
cribo al sector circular Oad dos sectores poligonales Oabed y
OABCD, cuyas bases abedy ABCD tengan sus lados paralelos.
Las areas de las superficies descritas por las bases de los dos
sectores poligonales son Aex2r.0G, afx2n.0g. La area Z de
la zona estd comprendida [Lema %, pdg. 177] entre estas dos
areas: tambien afx2x.0G estd comprendida entre 1as mismas;
luego, como dichas dos areas pueden diferenciarse en menos
de cualquiera cantidad dada [Lema 5, pag. 178], las constan-
tes Z'y afx2r.0G, comprendidas entre ellas son iguales, se-
gun el teorema de Arbogast; luego etc. .

Consideremos ahora la zona de dos bases descrita por el
arco bd; esta zona es la diferencia de las zonas de una base
descritas por los arcos ad y ab. Las dreas de estas son, segun
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acabamos de demostrar, afx2=.0G y alx2r.0G; luego la rca
de la zona descrita por el arco bd serd

afx%.()G——alx%.OGm
(af—al)2r. 0G=—
ﬂx‘.‘zw.OG,
conforme al teorema.

TEOREMA .200.

El area de la superficie de una esfera es igual al producto
de su didmetro por la circunferencia del circulo mdximo.

En efecto, cortando la esfera por un plane, queda su su-
perficie dividida en dos zonas de una base, cuyas dos alturas
componen el didmetro de la esfera: sea ala allura delauna,
o' la delaotra, y Rel radio de la esfera. Las areas de di-
chas dos zonas son

2zRa y 2=Ru’;
luego la drea de la esfera sera
2rRa+-2nRa'=2=R(a+a');

¥ pues a-}-a' es el didmetro de la esf’éra, queda demosirado
el teorema.

Nora. Si llamamos A al 4rea de la esfera, serd A=
2Rx2xR, 6 A=A=R*, relacion por medio de la cual se ha-
llara A conociendo R, y al contrario. :

Corolario. 1. La drea de la esfera es cuddrupla de la de
su circulo mdximo; pues la drea del circulo miximo es =R’

2.° El drea de lo esfera es iqual & la lateral del cilindro cir-
cunscriplo, y es los 3 de la total de dicho cilindro: pues el drea
jateral del cilindro circunseripto es [Teor. 197]

: QRX(‘.ZTER_T.&-T:RE;
v la total serd  AxR-FxRELmR*—=0rR’;
y s claro que el area 4rR® de la esfera es ; de 6=
100. Se llama huso esférico a parte ABCDA (fig. 206) de
la superficic dela esfera comprendida entre dos semi-circun-
ferencias maximas ABC y ADC.
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teorEMA 201 (fig. 206).

Eldrea de un huso esférico ABCDA es al drea E de Iy es-
fera, como el dngulo esférico BAD del huso es & % rectos. 7

Para demostrar este teorema, antepondremos el lema
siguiente: dos husos de una misma esfera son iguales, cuando
sus dngulos esféricos son dguales; pues si hacemos coincidir
los dos angulos esféricos iguales, las dos semi-circunferen-
cias maximas de un huso coincidiran con las dos del otro, y
por consiguiente los dos husos coincidirén.

Pasemos ahora 4 la demostracion del feorema.

Pueden suceder dos casos: 1.° que el é&ngulo esférico
BAD del huso sea comensurable con su adyacente el angulo
esférico DAE; 2.° que dicho angulo esférico BAD sea inco-
mensurable con el angulo esférico DAE.

1.¢* caso. Supongamos que la medida comun de los édn-
gulos esféricos BAD y DAE esté contenida 7 veces en aquel
y 19 veces en este: tendremos [29]

BAD : DAE :: 7 : 19.

El huso ABCDA contiene 7 husos parciales, y el huso
ADCEA contiene 19 husos parciales: todos estos husos par-
ciales son iguales, segun el lema; luego

ABCDA : ADCEA :: 7 : 19.

Luego ABCDA': ABCEA :: BAD : DAE.

De esta proporcion resulta esta otra [Aritm, 172]:
ABCDA : ABCDA+ADCEA :: BAD : BAD--DAE,

0 ABCDA - g :: BAD : 2R,
0’en fin ABCDA : E :: BAE : 4R,

conforme al enunciado del teorema.

2." caso.  Si el dngulo esférico BAD es incomensurable
con el angulo esférico DAE, se demostrard el teorema del
mismo modo que el 2.° caso del teorema 48.

Corolario.  Tomando por unidad de ingulos el dngulo recto,
el drea del huso es igual ¢ la del circulo mdxzimo ~r* multiplico-
da por el dngulo esférico BAD del huso. '
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Acabamos de demostrar que
ABCDA : &nr® :: BAD : 4;
por consiguiente ABCDA==r’xBAD.

Ejemplo. Hallar el area de un huso de una esfera de 10
varas de radio, y cuyo dngulo esférico correspondiente es
de 53°.

Como en el teorema uiltimo el dngulo recto vale 1, el va-

-4

lor del angulo del huso sera —;-é:% Luego el'e'u'flea del hu-

S0 sera n.iO?%zZ}l,&wbxgziw,1916 varas cuadradas.

3¢ TEOREMA 202 (fig. 224).

Dos tridngulos esféricos simétricos ABC, DEF son equi-
valentes.

Sea P (fig. 1.%) el polo dél circulo que pasa por los tres
vértices A, By C, Qel polo del circulo que pasa por los tres
vértices D, E'y F (a): tiremos las cuerdas AB, AC, BC, DE,
DF, EF. Los dos tridngulos rectilineos ABC, DEF son igua-
les, por tener sus tres lados respectivamente iguales; luego,
s1 colocamos los circulos circunscriptos & estos triangulos,
de modo que dichos tridngulos coincidan, los circulos coin-
cidiran [Teor. 58], y por consiguiente los polos Py Q coin-
cidirdn tambien ; tendremos pues [83] PA=PB=PC=0QD—
QE=QF: luego los tridngulos esféricos PAB y QDE, PBC y
QEF, PAC y QDF, que tienen sus tres lados respectivamente
iguales é igualmente dispuestos, son iguales [Teor. 178].

Por consiguiente

PAB+PBC—PAC=(QDE--QEF—(QDF,
6 bien ABC=DEF;

(a) Cada uno de estos circulos es un eirculo menor; pues si fuese
circulo mdximo, teniendo su circunferencia con cada lado del tridn-
gulo esférico dos puntos (dos vértices) comunes, los lados del tridn-
gulo esférico coincidirian com dicha circunferencia mixima, yspor con-
siguiente no habria tridangulo esférico.
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es decir, que los dos tridngulos esféricos ABC y DEF son
equivalentes [3].

Pueden suceder que los polos Py Q (fig. 2) caigan sobre

dos lados AC y DF: entonces se demuestra como en el caso

~ anterior que PAB=(QDE, y PBC=QEF: por consiguiente

PAB+PBC=(DE--QEF,
6 ABC—DEF.

Puede suceder finalmente que los polos P y Q (fig. 3) cai-
gan dentro de los tridngulos: entonces se demuestra como en
los dos casos anteriores que

PAB—(QDE, PBC—QEF, PAC=QDF:
luego ~ PAB--PBC-APC=QDE--QEF-+(QDF,
6 ABC=DEF.

%TEOREMA 203 (fig. 225).

Tomando por unided de dngulos el dngulo recto . el drea
de un tridngulo esférico es igual & la del circulo mdzimo mul-
tiplicada por la semisuma de los tres dngulos del tridngulo dis-.
minuidy en una unidad.

Sea el tridngulo esférico ABC, a cuyos angulos esféricos
llamaremos A, B, C: digo que su rea

T:nr‘z(éi-gig—i )

Prolongo el lado AB, hasta que sea una circunferencia
entera ABED, y prolongo los otros dos lados AC y BC, hasta
que sus prolongaciones encuentren a esta circunferencia en
los puntosD y E, y se encuentren ellasen el punto F; y tiro
los didmetros AE, BD y CF.

Los dos tridngulos esféricos ABF y CDE correspondientes
a los triedros simétricos OABF y OCDE [Teor. 146] son si-
métricos [88], y por tanto equivalentes. El huso, cuyo dngulo
esférico es A, se compone del tridngulo propuesto y del BCE,
El huso, cuyo dngulo esférico es B, se compone del triingulo
propuesio y del ACD. El huso, cuyo angulo esférico es G, se
compone del triangulo propuesto y del ABF, 6 de su equi-
valente el DCE.
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Ahora bien, tenemos [Teor. 201, Corol.]

T+4BCE=rr" 4,
T+ACD$¢T=.B,
T+4DCE=—ns".C.

Samando ordenadamente estas igualdades, y observando
“que los cuatro tridngulos ABC, BCE, ACD, DCE eemponen
* la superficie de media esfera, sera

274-22r*=nr* (A+B--0),
de donde 2T==r* (A4-B+C—2);

y por consiguiente T=mr® (éi—gﬂj—i).

Ejemplo. Hallar el drea de un triangulo esférico situado
en una esfera cuyo radio es 10 varas, y cuyos tres dngulos
son 80°, 100° y 120°.

Para que un tridngulo esférico sea posible, es menester
que la suma de sus tres angulos sea mayor que 180°, ¥ que
la diferencia entre la suma de dos de dichos angulos v el ler-
cero sea menor que 2 angulos rectos [Teor. 174]; condicio-
nes que se verifican actualmente.

Observemos ahora, que en el teorema que acabamos de
demostrar, el dngulo recto vale 4; luegolos valores de los tres

’ 80 8 10 _ 12
los d AN L T
angulos dados ser. N5 R

: luegoel drea dedicho
tridngulo esférico sera
314,150 (fi%[“f-d) =514, 159x2=200,459 varas

cuadradas.
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CAPITULO III

Comparacton de las dreas.

TEOREMA 204.

Las dreas de los poliedros semejantes son proporcemmles i
los cuadrados de sus aristas homdlogas.

Sean C, €', C", ete. las caras de un poliedro; ¢, ¢, ¢, ete.
las del otro, respectivamente semejantes 4 las primeras; 4 una
arista de C, A', una arista de C’, A" una arista de C", etc.; a
una arista de ¢ homéloga dela A, ¢’ una arista de ¢’ homé-
loga de la A’, " una arista de ¢” homoéloga de la A", ete.:
tendremos, por ser respectivamente semejantes las caras,
las proporciones

0 Hiehiy 2ol g
DR R L
Clex ¢’ A 26"
- ete.

b

Las segundas razones de estas proporciones son iguales,
pues siendo [Teor 188)]
A i sedl el nd” ca’ e,
sera tambien A*:a®:: A" :qa":: A" :a", ete.

Luego las primeras razones de dichas proporciones son igua-
les ; luego [Aritm. 175)

C+C'4-C"ete. : c¢'+c'fete. = : A® : a?;

que es el enunciado del teorema.

101.  Se llaman conos semejantes los conos cuyos lridn-
gulos generadores son semejantes.
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TEOREMA 205.

Las dreas laterales de los conos semejantes son proporciona—
les d los cuadrados de los radios de sus bases, & los cuadrados
de sus alturas, 6 & los cuadrados de sus lados.

Sean R y r los radios de las bases de los dos conos seme-
jantes, A y a sus alturas, L y [ sus lados ; =RL y mriserdn
las areas laterales de los dos conos [Teor. 195, Nota.]; di-
go que

: TRL :qrl s s R ir¥ 0 A% g s L3 L B
Siendo semejantes los tridngulos generadores, serd
Lo s B
Tambien nR:mr::R:r;
luego #RL smrl s 2R airdis 2 1A e 0 dA s .
102. Se llaman cilindros semejantes los cilindros cuyos
rectangulos generadores son semejantes.

" TEOREMA 206.

Las dreas laterales de los cilindros semejantes son propor-
cionales d los cuadrados de los radios de sus bases, ¢ @ los
cuadrados de sus alturas. -

Llamando R y r & los radios de las dos bases, A yaalas
alturas de los dos cilindros; 2zRA y 2rra seran las reas la-
terales de los cilindros: digo que

2nRA : 2nra i i R ot ic A% @2

En efecto, por ser semejantes los rectangulos generado-
res, es -

i A:a::R :vr.
Tambien 2R 2w R iy
luego 2nRA : 2mra it R® it s c A% a’.

‘ TEOREMA 207.

Las dreas de las esferas son proporcionales ¢ los cuadrados
de sus radivs ; pues siendo R y 1 los radios, &=R® y 4=p? son
las areas de las csferas; y es ovidente que

AnR¥ o hmp? s B2 2,



CAPITULO IV.

Volimenes de los poliedros.

105. Se llama voliimen de un cuerpo la medida del es-
pacio que ocupa dicho cuerpo [3].
Para medir el espacio que ocupa un cuerpo, s¢ toma por
unidad un cubo.

TEOREMA 208 (fig. 226).

Dos paralelepipedos rectangulos AG y ag que tienen iquales
bases E¥GH y efgh, son proporcionales ¢ sus aliuras AR’y ae.
1.° Silas alturas AE'y ae son comensurables, suponga-
mos que la medida comun quepa 7 veces en AE y & veces
en ae; tendremos [29]

AE : ae 2 7 - 4.

Tirando por los puntos de division de las alturas planos
paralelos & las bases, el paralelepipedo AG quedara dividido
en 7 paralelepipedos parciales, y el paralelepipedo ag en 4;
todos estos paralelepipedos parciales son iguales, pues tienen
bases y alturas iguales [Teor. 156]; luego

AG :gg9:: 7 : &
Por consiguiente = '
AG : ag :: AE : qe.

2,°  Silas alturas AE y ae son incomensurables, se de-
mostrard el teorema como se demostré su analogo el 87.

Nora. Las dimensiones de un paralelepipedo rectingulo
son las tres aristas de uno de sus angulos triedros: por con-
siguiente, cuando dos paralelepipedos rectingulos tienen ba-
ses iguales, tienen dos dimensiones del uno iguales respec—~
tivamente & dos dimensiones del otro; y por tanto el teore~
ma Gltimo puede enunciarse asi: dos paralelepipedos rectdngu-
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los que tienen dos dimensiones comuncs, son proporcionales 4
sus terceras dimensiones.

TeoREMA 209.

Dos paralelepipedos rectdngulos que tienen una dimension
comun, son proporcionales & los producios de las oiras dos di-
mensiones. ’

Sean Py P’ los dos paralelepipedos rectingulos; a, & y
¢ las dimensiones del primero; a, b’ y ¢’ las del segundo: di-
go que '

P B Uxe s ke,

Sea P” un tercer paralelepipedo rectdngulo, cuyas di-
mensiones sean a, byc'.

Los paralelepipedos P y P* que tienen dos dimensiones
comunes 4 y b, serdn entre si como sus terceras dimensiones
cyc,estoes,.

Bean Bilen €05 fok

Los paralelepipedos P” y P’ tienen comunes las dos di-

mensiones a y ¢; luego
PP Bl

Multiplicando ordenadamente estas proporciones, y su-
primiendo el factor P comun 4 los dos términos de la pri-
mera razon, resulta

AR o e L A
TEOREMA 210.

Dos paralelepipedos rectdngulos cualesquicra son entre si
como los productos de sus tres dimensiones.

(a) En las proporciones
Bro P gle pt ) pie e g

puede considerars,e a P, P', P como paralelepipedos, 6 como medidas
de estos gar_ale!eplp,e(_los; pero cuando se multiplican estas proporeio-
nes, s¢ admite implicitamente que P, P, P representan sus medi-

d?s; pues seria absurdo pretender multiplicar un paralelepipedo por
0tro.
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Sean Py P'los dos paralelepipedos, a, b y¢, o', b" y ¢’
sus dimensiones: digo que

P : P i oaxbxe i a'xb'xc'.

Sea P” un tercer paralelepipedo que tenga las dimensio-
nesa, b’ yc'.

Los paraleleplpedos Py P, que ticnen comun la dimen-
sion a, seran entre si como 1os productos de las otras dos di-
mensiones, esto es,

PP wevhxe SHb7%e

Los paralelepipedos P!y P que tienen comunes las dos
dimensiones b’ y ¢, serdn entre 51 como sus terceras dimen-
sionesa y o, esto es,

W A 1
Multiplicando estas dos proporciones ordenadamente, y

suprimiendo el factor P” comun 4 los dos términos de la
primera razon, resulta

P+ P oi:oaxbxe : a'xb'xe'.

Ejemplo. Hallar la razon de dos paralelepipedos rectan-
gulos, cuyas dimensiones sean: las del primem 3 pies 5 pies
y 7 pies, y las del segundo 2 varaq i & varas y 3 varas

Como los tres teoremas [208, 209 y 210] suponen que
la unidad, con que se han de medn‘ las dimensiones de los
dos paralelepipedos, ha de ser cualquiera, pero la misma
para todas ellas, reduciremos las dimensiones del qf‘gundo
paralelepipedo 4 pies, y entonces estas dimensiones serdn 6
pies, & pies y 9 pies. Llamando, para mayor claridad, Py
P’ 4 los dos paralelepipedos, tendremos

P 57 aa
P 640 T2

es decir, que la razon del primer paralelepipedo al segundo
e
es %, 6 lo que es igual, el primer paralelepipedo es los 7_;_'(;

F4

del segundo.
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TEOREMA 211.

El voliimen de un paralelepipedo reotingulo es igual al pro-
ducio de sus tres dimensiones, si la unidad lineal es el lado del
cubo tomado por unidad de espacio. :

Sea P el paralelepipedo rectingulo, a, b, ¢ sus tres di-
mensiones, C el cubo que se toma por unidad y I su lado.
Como el cubo es un paralelepipedo rectangulo, cuyas tres
dimensiones son iguales, tendremos [Teor. 210]

P axbxc
¢ T

El primer miembro es la medida del paralelepipedo P 6
su volimen [3]; luego el voldmen de un paralelepipedo rectin-
gulo es iqual al producto de sus tres dimensiones, dividido por
la tercera potencia del lado del cubo que se toma por unidad de
espacio; siendo medidas las cuatro rectas con la misma unidad
arbilrarie.

Si el lado I del cubo G es la unidad lineal, serd =1,

=1, y por consiguiente—gzaxbxc, que es el enunciado

del teorema. :

Nora. Como bxc representa el drea de la base del para-
lelepipedo, siendo unidad de superficie una cara de la uni-
dad de espacio [Teor. 92], se puede enunciar el teorema an-
terior en estos otros términos: el voldmen de un paralelepipedo
rectingulo es igual al producto de su base por su altura.

Nora.  En todas las reglas de medicion de espacios que
siguen, tomaremos por unidad lineal el lado del cubo toma-
do por unidad de espacio; y asi evitaremos en todas ellas la
division del producto de tres rectas por la tercera potencia
del lado de dicho cubo.

Corolario. Elvolitmen de un cubo es iqual & la tercera po-
tencia de su lado: pues el cubo es un paralelepipedo rectin-
gulo cuyas tres dimensiones son iguales (a).

(a) De aqui viene el nombre de cubo que se da tambien 4 la tercera
potencia de un numero; pues dicha tercera potencia es el volimen de
un cubo cuyo lado tiene por valor dicho nimero,
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Segun esta regla, un pie cubico, es decir, un cubo que
tiene por arista un pie lineal, tiene 12x12x12=1728 pul-
gadas cbicas; una vara cibica tiene 27 pies clibicos; etc.

teoRENA 242 (fig. 227).

Todo prisma oblicuo EC es equivalente & un prisma recto
NL, cuya aliura NI es igual d lo ardsia lateral AE del primero,
y cuya base NOPQ es la seceion recta de este.

En efecto, coloquemos el prisma troncado NOPQEFGH
sobre el prisma troncado IKLMABCD, de modo que coinci-
dan las bases iguales NOPQ, IKLM: la arista NE coincidi-
ra entonces con la arista JA, pues las dos son perpendiculares
al plano IKLM en el punto I; y como las dos rectas NE é
1A son iguales, el punto E caera sobre el punto A.

Del mismo modo se hace ver que los otres vértices F, G,
H caeran sobre los B, G, D. Luego los poliedros NG ¢ IC,
cuyos vértices coinciden, son iguales. Restando de ambos
poliedros iguales el prisma troncado IG, comun 4 los dos, los
restos NL y EC tendran el mismo volimen, 6 serdn equiva-
lentes. :

teoREMA 213 (fig. 228).

El volimen de un paralelepipedo cualquiera es igual al pro-
ducto de su base por su altura.
1.° Consideremos en primer lugar el paralelepipedo rec-
to EC, siendo rectingulos las cuatro caras ADHE, DCGH,
BCGF, ABFE, y las otras dos ABCD, EFGH paralelogramos
oblicudngulos; digo que su volumen sera el producto de su
base por su altura, ya se tome por base el paralelogramo
oblicudngulo EFGH, 6 ya uno cualquiera ABFE de los cua-
tro rectangulos.
~ Prolongo las cuatro aristas DC, AB, EF y GH paralelas
y correspondientes 4 los dos paralelgramos eblicuangulos,
tomo en la prolongacion de una de ellas DG una parte QP—=
DC, y por los puntos Q y P tiro dos planos perpendiculares &
dichas aristas. Siendo recto el paralelepipedo EC, los dngulos
diedros ADCG 6 MQPT, DABE 6 QMNR, AEFG 6 MRST,
DHGE 6 QVTR son rectos; y por consiguiente los angulos
M, Q, V, R correspondientes a ellos [60] son rectos: luego



192

las caras MOVR y NPTS son rectingulos, y como ademsés las
aristas MN, OP, RS, VT son perpendiculares 4 estos rectan-
gulos, el paralelepipedo RP es rectingulo [75]. Este parale-
lepipedo rectangulo es equivalente al propuesto EC [Teorema
212]; y pues el volumen del RP es [Teor. 211, Nota] RSTVx
BRM, 6 MNSRxRYV, tambien el volumen del EC serd cual-
quiera de estos productos. Mas el rectangulo RSTV es equi-
valente al paralelogramo EFGH, por tener igual base y al-
tura, y el rectingulo MNSR es igual al rectingulo ABFE
por la misma razon; luego el volamen del paralelepipedo
EC es EFGHxEA, 6 ABFExRYV, conforme al teorema.

2.° Supongamos ahera que el paralelepipedo EC sea
oblicuangulo, es decir, que sus seis earas sean paralelogra-
mos oblicuangulos: digo que su volamen sera igual al pro-
ducto de su base por su altura, siendo base cualquicra de
las seis caras. :

Prolongo cuatro aristas paralelas, y construyo el parale-
lepipedo recto RP equivalente al propuesto [Teor. 212]: el
volimen del RP es [1.°] el producto de su base RSTV por su
altura, que es la distancia de las caras RSTV y MNPQ; luego
el paralelepipedo propuesto tendra el mismo volitmen. Mas
el rectangulo RSTYV es equivalente al paralelogramo EFGH,
y considerando & estos dos paralelogramos como bases, los
dos paralelepipedos tienen la misma altura; luego el voli-
men del paralelepipedo oblicudngulo EC es el producto de
su base EFGH por su altura. i

Corolario. Dos paralelepipedos de bases equivalentes € iqual
aliura son equivalentes. .

TEORENMA 214 (figs. 229 y 227).

El volitmen de un prisma triongular es igual al producio
de su base por su altura.

Para demostrar este teorema, conviene distinguir dos ca-
sos: 1.° que el prisma triangular sea recto; 2.° que sca
oblicuo.

1. caso. Sea el prisma triangular recto ABCDEF (fiqu-
ra 229) : digo que su volimen es DEFxDA.

Construyo el paralelepipedo recto DG de doble base 6 igual
altura que el prisma propuesto. Este paralelepipedo se com-
pone de los dos prismas rectos ABCDEF y BCGEFH, que
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tienen iguales bases ¢ iguales alturas; luego dichos prismas
son iguales {Teor. 156]; luego el prisma propuesto ABCDEF
es la mitad del paralelepipedo DG; el voltimen en este para-
lelepipedo es [Teor. 215] DEHFxDA; luego el del prisma
sera 4DEHFxDA, 6 DEFxDA. :

2.° caso.  Sea el prisma triangular oblicuo ABDEFH (fi-
gura 227): construyo el paralelepipedo EC. Los dos prismas
triangulares ABDEFH, BDCFGH, de que se compone este
paralelepipedo, no pueden coincidir; pues los dos dngulos
triedros C y E, cuyos angulos planos son respectivamente
iguales, son simétricos, como se ve claramente construyendo
el triedro simétrico del triedro C 6 E [64].

Para demostrar en este easo la equivalencia de los dos
prismas triangulares, prolongo las aristas AE, BF, Gy DH
del paralelepipedo, y cohstruyo el paralelepipedo recto NL
equivalente al EC [Teor. 212]; y tiro tambien las diagonales
KM y 0Q.

Segun el teorema 212, el prisma recto NM es equivalen-
te al oblicuo ED, y el prisma recto PM es equivalente al
oblicuo GD: pero segun el primer caso del teorema actual,
los dos prismas rectos MN y PM son iguales; luego los obli-
cuos ED y GD, equivalentesd ellos, seran equivalentes entre
si; luego cada uno de ellos serd mitad del paralelepipedo
EC; y pues el volamen de este es el producto de su base
EFGH por su altura, el volimen del prisma triangular ED
sera el producto de su base EFH por su altura.

~Corolarios. 1." El volimen de un prisma cualquiera es
dgual al producto de su base por su altura.

En efecto, dividiendo la base en tridngulos por medio de
diagonales tiradas desde un vértice 4 los demés, y tirando
planos por estas diagonales y por las aristas correspondien=
tes, quedara el prisma descompuesto en prismas triangula-
res de igual altura. El volamen de cada prisma triangular
es igual al producto de su base por su altura; luego el vola-
men del prisma propueste serd igual a la altura, factor co—
mun, multiplicada por la suma de todas las bases de los
prismas triangulares, 6 por la base del prisma propuesto.

2.°  Dos prismas, que tienen bases equivalentes ¢ iqual altura,
son equivalentes.

3.°  Dos prismas de_bases equivalentes. son proporcionales &
sus alturas; y-si tienen alturas iquales, son entre st eomo sus bases.

13
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TEORENA 245" (fig. '9.50).

Dos tetraedros que tienen iguales aduras 'y bases equivalentes,
son equivalentes. /

Sean los dos tetraedros ABCD, EFGH, cuyas alturas son
iguales, y euyas bases son equivalentes: digo que estos te—
traedros son equivalentes. J6E

Coloquemos diehos tetraedros, de manera que sus bases
estén sobre un: mismo plano. Dividamos la altura comun MN
en cualquier namero de partes iguales, 'y por los puntos de
division tiremos planos paralelos & las' bases: las secciones
correspondientes de cada uno de estos planos con los tetrac-
dros seran equivalentes [Teor. 4186, Corol.]. Considerando &
esfas seeciones 'como  bases, consirayamos prismas esternos
al primer tetraedro, v ‘prismas internos' al segundo. El pri-
mer prisma esterno KL y el primer interno OP son equiva~
lentes, por tener bases equivalentes ¢ igual altura [Teorema
214, Corol. '2.°]. Por la misma razon sen equivalentes el
segundo esterno y el segundo interno, el‘teércer esterno y el
tercerinterno, y asi sucesivamente; pero el allimo esterno
no tiene equivalente entre los internos. Luego la ‘diferencia
entre la suma de los prismas esternos'y la'de ' los’internos es
el fltimo prisma esterno, cuya base es la del tetraedro; y
cuya altura es una de las partes en que se ha dividido la al-
tura comun. Luego, si dividimos esta altura en’ partes’ sufi-
cientemente pequefias, la diferencia entre la suma de los
prismas esternos y la de los internos puede Hegar a ser me:
nor que cualquiera cantidad por pequefia que sea.

Sea E'la suma de los prismas esternos al tetraedro ABCD,
I la'suma de los prismas internos al tetraedro EFGH, s evi-
dente que ABCD<E, y que EFGH>I.

Imaginemos ahora gue tomando por bases las secciones de
los tetraedros ABCD y EFGH 'se construyan prismas inter-
nos al tetraedro’ ABCD 'y esternos al tetraedro EFGH: los
primeros seran respectivamente equivalentes 4 los internos
del tetraedro EFGH [Teor. 219, Corol. 2.°], y los segundos
d los esternos del ‘tetracdro  ABCD; Tuego la suma de los
prismas internos al tetracdro ABCD sera I, y la suma de Tos
prismas esternos al tetraedro EFGH serd E; 'y por tanto es
claro que ABCD>I, 'y que EFGH<E. Los dos {etraedros
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ABCD y EFGH eslan, pues, comprendidos entre las sumas
variables E é I, las cuales, hemos demostrado, pueden dife~
renciarse en menos de cualquiera cantidad asignable; luego,
segun el teorema de Arbogast, lostetraedros ABCDy EFGH,:
comprendidos entre dichas variables, son iguales.

TeoREMA 216 (fig. 231).

El volimen de un tetraedro es iqual al tercio del producto de
su base por su altura.

'Sea el tetraedro VABC: por los puntos A y C de su base,
tiro dos rectas AD y GE paralelas & iguales 4 BV, y las rec-
tas DE, DV y VE: tendremos un prisma AE que tiene la
misma base 'y altura que el tetraedro. Este prisma se compo-
ne del tetraedro propuesto VABC y de la piramide cuadran-
gular VACED. : ;

Por los puntos D, V'y € hago pasar un plano, qne divi-
dird 4 esta piramide en los tetraedros VDEC vy VDAC, los
-cuales son equivalentes, porque sus bases DEC y ADC son
“iguales, y su altura, que es la perpendicular bajada desde el
punto V' al plano ADEC, es'la misma. Considerando ahora
que el tétraedro VDEC tiene su vértice en' C, su base sera el
tridngulo DVE; y por consiguiente este tetraedro es equiva—
lente al tetraedro propuesto, pues ambos tienen bases igua-
les, y la misma altura, que ‘es la del prisma AE; luego los'
tres tetraedros, de que se compone este prisma, son equiva-
lentes; y por tanto el tetraedro-propuesfo es el tercio del
prisma. Ahora, el volamen del prisma es el producto de su
base por su altura; luego el voliimen del tetraedro es el ter--
cio del producto de su base por su altura.

Corolario.  El volimen de una pirdmide cualquiera es iqual
al tercio del producto de su base por su altura. =~ 912

En efecto, dividiendo la hase en tridngulos por medio de
diagonales tiradas desde un wvértice & los demads, y tirando |
planos por estas diagonales y por las aristas correspondien—
tes, quedard la pirdmide descompuesta’en tetraedros, cuya
altura comun serd la de la pirdmide: el volimen de cada te-..
traedro es igual al tercio del producto de su base por su al-
tura; luego el volimen de la pirdmide ‘serd igual’ al tereio
de la altura, factor comun, multiplicada por la suma de to-
das las bases de los tetraedros, que es la base'de la piramide,
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-TEOREMA 217 (figs. 232 y 233).

El volimen de una pirdmide troncada. de bases paralelas es
igual al tercio de su altura multiplicada por lo suma de sus ba-
ses y de una media proporcional entre ellas: es decir, que si' B
es la base mayor, b la.menor, ¢ la altura del.troncoy V su
volumen, serd

V=44 (B—l—.b+t/ﬁf).

Consideremos -en primer lugar un tetraedro troncade
ABCDEF (fig. 252): tiro desde el vértice (i las rectas CD y
CE; la piramide troncada se compone del tetraedro CDFE
v de la pirdmide cuadrangular ‘CABED: el volumen del te-
traedro CDEF es evidentemente #a¢B. Tiro ahora la recta
BD; la piramide cuadrangular se compone de los tetraedros
CABD y CBED: el volamen del CABD es 4ab. Para hallar
el volumen del CBED, tiro la recta CG paralela & BE, la
GH paralela 4 DF, y "ademas las GB y GD: ¢l ‘tetraedre
CBED es equivalente al GBED 6 BDGE, por tener la misma
base .DBE ¢ igual altura, puesto que sus vértices G y G
estan en una recta paralela 4 BE, -y por tanto al plano DBE
[Teor. 118]. Ahora, siendo el tridngulo EHG igual al ABC
[Teor. 17, y teniendo los triangules GHE y GDE las bases
EHy ED en linea recta, su vértice & comun, y por consi-
guiente la misma altura, serd [Teor. 94, Corol. 3 SRR

2 b: EDG:: EH : ED.
Los tridngulos EDG y EDF tienen las bases EG y EF en
linea recta, y un mismo vértice D; luego
EDG: B :: EG: EF. _
Mas, siendo semejantes los triangulos EHG y EDF,-es
EH : ED :: EG: EF;

luego b : EDG :: EDG: B,
de donde EDG=YV/Bb. Luego el volamen del "tetraedro
BDGE es {a1/Bb.

Luego el volimen de la piramide triangular troncada,
que se compone ‘de los tres tetraedros CDEF, DABC y
#NEB. 6 su equivalente BDGE, es :
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V:_%aB—}—iab—i—vfm\/ ITb,-.

6 bien : —=1a(B+b-+V BD).

Sea aliera AG (fig. 253) una pirdmide troncada cualquie-
ra de bases paralelas, y VABCD la piramide deficiente: cons-
truyo un tetraedro V’MNO, cuya base MNO sea equivalente
a la base mayor B de la pirdmide troncada, cuyaaltura V'R
sea igual 4 la altura VP de la pirimide VEFGH. Tomo V'S
=V0, y tiro por el punto.S un plano paralelo a la base MNO:
la seccion IKL sera equivalente 4 la base ABCD [Teor. 186,
Corol.], y por consiguiente IKL—10; ademas la altura SRdel
tetraedro troncado 10 es igual 4 la QP=a.

Siendo equivalentes las des pirdmides VEFGH y V'MNO,
como tambien: las dos VABCD y VIKL [Teor. 216, Corol.],
los troncos 4G 'y LM seran equivalentes. El voliimen del LM

es, segun acabamos de hallar, {,a(B-{—b—]—t/E)); luego el vo-
limen del AG es tambien $a(B--b--1/Bb).

Nora. La relacion V=3a(B-+b--1/Bb) sirve para hallar
cualquiera de las cuatro cantidades V, a, B.y b, dadas las

otras tres.
: TEOREMA 218 (fig. 254).

Todo prisma triangular troncado es-equivalente d lo suma de
tres tetraedros, que tienen por base comun la del prisma, y cuyos
vértices son los de lu otra buse del prisma.

Sea el prisma triangular troncado DC: construye los tres
tetracdros BDEF, ADEF, €CDEF, cuyabase es la del prisma
¥y cuyos vérlices son los de la otra base del prisma: digo que
el prisma es equivalente a la suma de estos tres tetraedros.

Desde luego el prisma se compone de los tetraedros
BDEF, BADF,y BACF.

El tetracdro BADF'es equivalente al tetraedro EADF ¢
ADEF, por tener la misma base ADF ¢ igual altura, pues
sus vérlices estdn en la recta BE paratela d la base.

El tetraedro BACF' es equivalente al tetraedro EDCF 6
CDEF, por tener bases equivalentes CAF y CDF, & igual
altura. Queda pues demostrado que el prisma troncado DC
es equivalente & la sumade los tres tetracdros BDEF, ADEF
y CDEF,
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Corolario 1.°  El volimen de un prisma triangular tronca-
do es iqual al tercio del producto de su base por lo suma de las
tres perpendiculares bajadas & esta base desde los tres vériices de
la otra. . 2y

Corolario 2. El volimen de un prisma troncado cualquie—
ra se hallard descomponiéndole en prismas triangulares tronca—
dos, hallando el volimen de cada uno, y sumando dichos voli-
menes. : ‘

Nora. ' El volimen de un poliedro cualquiera se halla
descomponiéndole en pirdmides, hallando el volimen de ca-
da'una, 'y sumando estos voliimenes’ )

_ CAPITULO V-

Voliimenes de los cuerpos redondos.

/TEOREMA. 219

El volimen N de un cono es iqual al tercio del producto de
sw base B por su altura a. s% ki

Inscribo y circunseribo al cono dos piramides ‘regulares
de igual niimero de caras; sea p el 4rea de la base de la pi-
ramide inseripta, P el érea de la base de la pirdmide cir-
cunscripta, a la altura comun del cono y de las dos pirmi-
des: los volimenes de dichas pirmides seran iap y taP [Teor.
216, Corol.]. Multiplicando suficientemente el nimero de ca-
ras de las dos piramides inscripta. y circunseripta, y, por con-
siguiente el niimero de lados de sus dos bases, p se puede
apreximar 4 P tanto como se quiera [Lema 3, pag. 100], y
por consiguiente fap puede aproximarse 4 #aP tanto como
se quiera. , %

El volimen V¥ del cono se halla evidentemente compren-
tido entre los volimenes {aP y ap de las dos piramides cir~
cunscripta é inscripta: tambien es claro que {aB se halla
comprendido entre las cantidades variables {aPy {op; y pues
estas variables pueden diferenciarse en menos de cualquiera
cantidad dada, las constantes V y #aB, comprendidas entre
ellas, son iguales.

Nora. - Siendo Ve=i4B, y B=mr’, serd V={nur®, rela-
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cion que sirve para hallar cualquiera de las tres cantidades
V, o y r, dadas las otras dos.

teoneMa 220 (fig. 255).

El woliimen de un eono troncado de bases paralelas es igual
al tercio de sw altura multiplicada por la suma de sus bases y
de una media propoveional entre ellus. i

Sea ABCD el cono troncado de bases paralelas, VAB el
cono deficiente, Vel volimen del-cono troncado, « su altu-

ra PO, B y b sus hases CD y AB; v/ Bb serd la media pro-
porcional entre dichas bases: digo que:

V:;-a(B+b+1/E)'.

. Sea V'MNQ un tetraedro de base equivalente ¢ igual al-
tura que el cono; tomo V'K=VP, y por el punto K tiro un
plano paralelo 4 la base MNQ; la seccion RST que resulta,
sera equivalente & la base AB del cono (se demuestra del
mismo modo que el Corolario del Teor. 186), y la altura K1
—=P0O=a. El tetraedro V'MNQ y el cono V(D son equivalen-
tes [Teors. 216 y 219], é igualmente el tetraedro V'RST y el
cono VAB son equivalentes; luego la pirdmide  trencada
- BSTMNQ y el cono troncado ABCD serdn equivalentes.

El volumen de la piramide troncada es [Teor. 217]

V:gKH(RS_T—i—MNQqL V' ESTXMNQ ) ;

luego el volimen del cono troncado serd esta misma canti-
dad; y reemplazando la altura y las bases por sus valores a,
By b, resulta

V:v—.gc;r,(B—{—b-,L\/B-B)‘
Nora. Si 'R yr son los radios de las dos bases, serda B=
=R, b==r®, y por consiguiente v/ Bb=rRr; luggo

V= :',‘T:a(nz—{— ’f'i;-ir' BT') B

relacion por medio de la cual se puede hallar cualquiera de
las cuatro cantidades Voo, Iy 7, dadas las olras tres.

.
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TEOREMA 221 .

El volimen N de un cilindro es igual al producto de su base
B por su altura a. !

Inseribo y circunscribo al cilindro dos prismas regulares
de igual nimero de caras; sea p la drea de la base del pris-
ma inseripto, P la de la base del prisma circunscripto, ¢ la
altura comun al eilindro y 4 los dos prismas: Jos volimenes
de los dos prismas regulares inscripto y circunscripto 4 di-
cho cilindro seran [Teor. 214, Corol.] pa 'y Pa. Esta demos-
trado [Lema 3, pdg. 100| que multiplicando suficientemente
el nlimero de lados de los poligonos regulares semejanies
inscripto y circunscripto 4 la base del cilindro, p se puede
aproximar & P tanto como se quiera; luego la variable ap
puede aproximarse 4 la variable aP tanlo como se quiera. El
volamen V del cilindro estd evidentemente comprendido en-
tre los volimenes ap y aP de los dos prismas inseripto y cir-
cunseripto; y tambien'es claro que aB esta comprendido en-
tre ap y aP’; luego, segun el teorema de Arbogast, V==aB.

Nora.  Si res el radio de la base del cilindro, serd B—
=r*; luego V=rry, relacion que sirve para hallar cualquie-
ra de las tres cantidades V, r y a, dadas las otras dos.

TEOREMA 194 (figs. 256, 237 y 238) (a).

Si un tridngulo ABC gira al rededor de una rectu MN este-
rior d él, y que pasa por su vértice A en su plano, el voliimen
del espacio que engendra dicho tridngulo es iqual & o drea de la
superficie descrita por la base BC multiplicada por el tercio de su
altura AD. ;

Pueden suceder tres casos: 4.° que uno de los lados del
tridngulo coincida con el eje, 2.° que la base prolongadaen-
cuentre al cje, 3.° que la base sea paralela al eje.

Primer caso (fig. 236). Consideremos en primer lugar el
iridngulo ABC (fig. 1), en que los angulos 4 y C adyacentes
al lado que coincide con el eje sean agudos: bajo desde el
vértice B una perpendicular BE al cje MN;esta perpendicu-
lar caerd dentro del triangulo ABC. El cuerpo deserito por el
triangulo ABC, en su movimiento, se compone de los dos co-
nos descritos por los dos tridngulos ABE y CBE, cuyos voli-

(@) Preparatorio para llegar al volimen del sector esférico,
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menes son [Teor. 2197 $AEx=BE? y $CEx=BE*; luego el vo-
limen del espacio engendrado por el tridngulo ABC sera

Y ExzBE} - {CExnBE*— {(AE+CE)=BE =
1ACx=BE? [4].

Ahora, los productos ACxBE, BCxAD son iguales, por
que_cada uno es doble del drea del tridngulo ABC; luego,
sustituyendo en la espresion [1] en vez de ACxBE su igual
BCxAD, el volimen en cuestion serd

sADx=BE.BC;

y pues =BE.BC es [Teor. 195] el 4rea de la superficie céni-
ca descrita por la base BC, queda demostrado el teorema.

Supongamos ahora que uno de los 4ngulos A adyacente
al lado AC sea recto (fig. 2): el triangulo ABC describira un
€ono, cuyo volumen es $4Cx=4B*; y como ACxAB=BCxAD,
el volimen de dicho cono serd {4DxBC.xAB, conforme al
enunciado del teorema. ‘ !

Supongamos finalmente que uno de los angulos 4 (fig. 3)
adyacente al lado AC sea obtuso, en cuyo caso la perpendicu-
lar BE caera fuera del tridngulo. El cuerpo descrilo por el
tridngulo ABC es la diferencia de los cuerpos descritos por
los tridngulos BEC y BEA, cuyos volumenes son {ECxnBE?
Y iEAx=BE; luego el volimen del cuerpo engendrado por
el tridngulo ABC serd {ACx=BE?; y sustituyendo en lugar
de ACxBE su igual BCxAD, dicho volimen serd

$ADxBC.=BE.

Sequndo caso.  Si la base BC (fig. 237) prolongada en-
cuentra al eje en E, el cuerpo descrito por el tridngulo
ABCG es la diferencia de los cuerpos descritos por los dos
tridngulos ABE y ACE, que se hallan en el primer caso: los
volimenes de estos cuerpos (llamando A y A’ 4 las areas de
las superficies descritas por los lados BE 'y CE) son $ADxA
Y $4DxA’; luego el volimen pedido sera

$ADxA—14 BxA’:-g-AQ(,fI —A");
y como A—A" es la drea descrita por ¢l lado BC, queda de-
mostrado ¢l teorema.

Tercer caso. (fig. 238). Consideremos en primer Jugar el
idngulo ABC (fig. 1), en que un dngulo B de la base cs
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recto. El cuerpo engendrado per dicho tridngulo es la dife=
rencia entre el cilindro engendrado por el rectingulo ABCE
y el cono engendrado por el friangulo ACE; y como el vo-
lamen de este cono es [Teors. 219 y 2217 el tercio del vo-
lamen del cilindro, el volamen del cuerpo en cuestion serd
3 del-volimen del cilindro; - es decir, §BCxrAB*=44ABx
BC .2xAB, conforme al enunciado del teorema. I
Si‘los angulos By € de la: base son agudos (fig: 2), el
cuerpo descrito por el tridngulo ABC se compondra de los
dos cuerpos descritos por los dos tridngulos rectanguios ABD
y ACD, cuyos volmenes (Ilamando A y A’ 4 las areas de las
superficies cilindricas descritas por los lados BD y DC) son,
segun acabamos de demostrar, j
: $ADxA y 1ADxA’;
luego el volamen pedido serd i
{ADXA-1ADXA'=3AD(A - A").

. Siuno de los dngulos B de la base (fig. 3) es obtuso, el
volimen del cuerpo descrito por el tridngulo ABC es la di-
ferencia de los volimenes de los cuerpos descritos por los
triangulos ACD y ABD, que son $+ADxA y tADxA’, siendo, A
y A' las areas de las superficies cilindricas descritas por los
lados CD y BD; luego el volimen del cuerpo engendrado
por el tridngulo ABC es {ADxA —{ADxA'=4AD(A—A)).

Corolario.. S/ un sector poligonal OABCD (fig. 229) gira
al rededor de uno de sus radios OA, el volitmen del espacio en—
gendrado por dicho sector es iqual & lo drea descrita por la
base ABCD multiplicada por- el tercio de la apotema OH: pues
flamando 4, A’, A” 4 las dreas de las superficies descritas
por los lados AB, BC, CD, los volumenes de los cuerpos des-
critos por los tridngulos OAB, OBC, OCD seran {AxOH,
tA'XOH, $A"xOH; luego el volimen pedido serd sOH(A-L
A'+A"); luego ete. il

100.  Se llama sector esférico el cuerpo engendrado por un
sector circular, que gira al rededor de uno de sus dos radios.

TEORENA 225 (fig. 223).

EL volimen N de_un sector esférico es igual al producto de
ln, drew-Z de lo sona correspondiente por el tercio del radio.

~
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Sea Oad el sector circular, que girando al rededor del ra-
dio Oa engendra al sector esférico, al mismo liempo que el
arco ad engendra 4 la zona correspondiente. Inscribamos 'y
circunscribamos 4 dicho sector circular dos sectores poligo—
nales OABCD, oabed, cuyas bases ABCD, abed tengan igual
nimero de lados: los voltimenes de los cuerpos engendrados
por estos dos sectores poligonales serdn (llamando Ry r dlas
apotemas de los sectores poligonales, A y a & las 4reas de
las superficies descritas por sus bases) 4RA; #ra. Multipli-
cando suficientemente el niimero de lados de las bases de
Jos dos sectores, r se puede aproximar & R tanto como se
quiera, y al mismo tiempo a se puede aproximar & A’ tanto
como se quiera [Lema 5, pdg. 178]; luego las zantidades va-
riables {RA y jra pueden llegar 4 diferenciarse en menos de
cualquiera cantidad. El volimen V del sector  esférico esta
evidentemente ' comprendido entre los volimenes 4ra y 4RA
de los cuerpos engendrados por los dos seclores poligonales:
tambien $RZ esta comprendido entre ira y 4RA, puesto que
Z estd [Lema &, pig. 177] comprendida entre a4 y A ; luego,
segun el teorema de Arbogast, :

V={RZ.
TEOREMA 224.

El volimen de una esfera es iqual al producto de su drea
por el tercio del radio.

En efecto, la esfera se compone de dos sectores esféri-
©0s, cuyas zonas correspondientes componen lasuperficie de
la esfera; luego, si Z y Z’son las dreas de'dichas zonas, los
volimenes de los sectores esféricos seran $RZ y tRZ', y por
consiguiente el volimen de la esfera sera $R(Z-Z'); lue-
go, elc. 5

Nora. Sea Vel volimen de la esfera, serd V=4iRx4=R®,
& V=4=R®, relacion que puede servir para hallar V cono-
ciendo R, y al contrario.’ A% &

La espresion que acabamos de hallar para el volimen
de la eslera, puede escribirse asi: V==2RxinR®; es decir,
el volitmen de una esfera es iqual & su digmetro multiplicado por
los 3 del. civeulo mdximo; enunciado anilogo al del area de
la esfera, _ - , ‘

Corolario.. Bl voldmen de lu esferas es 3 del volimen del ci-
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lindro circunseripto: pues el voliimen de este cilindro es
2RxxR*=2=R*; y es evidente que el volimen 4R’ de Ja es-
fera es 3 de 2=R*. j il
101. Se llama segmento esférico el espacio comprendido

dentro de una zona y del plano 6 de los planos que la termi-
nan. El segmento tendra una 6 dos bases, si la zona corres-
pondiente tiene una ¢ dos bases. :

Para hallar el volimen de un segmento esférico CAB (fi
gurg 239) de una base, menor que un hemisferio, se halla=
ran los volimenes del sector OAEB y cono OAB correspon-
dientes, y se restardn. Siel segmento esférico; CDE es ma=-
yor que un: hemisferio, se sumaran los volimenes del sector
OAFB y cono 0AB cerrespondientes.

El volimen de un segmente esférico ABDE de dos bases
es la diferencia de los volumenes de los dos segmenlos esfé-
ricos correspondientes de una base CDE y CAB.

CAPITULO V1.

Comparacion de los volimenes.

TEOREMA 2235.

Los voliimenes de los poliedros semejantes son properciona-
les G los cubos de sus aristas homdlogas.

Consideremos en primer lugar dos piramides semejantes:
sean B y b sus bases, A y a sus alturas; tendremos [Teore-
ma 186

: Bew pl 09 AV
Tambien a0
luego B 1 ab:: A 2 a's
es decir, los volimenes de las pirdmides son proporcionales
a los cubos de sus alturas: y pucs las alturas son proporcio-
nales & dos aristas homologas cualesquiera [Teorema 186,
Nota], se infiere que los voliimenes'de dichas pirdmides son-
proporcionales & tos cubos de sus aristas homoélogas.
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Consideremos ahora dos poliedros semejantes cualesquie-
ra: sabemos [Teor. 187, Recip.] que dichos poliedros se cons-
ponen de tetraedros dispuestos del mismo modo y respecti-
vamente semejantes, Sean T, T", T", ete. los tetraedros que
componen el primer pohedm, t,t, 1", ete. los que componen
el segundo, res;)ectwamente seme]antes a los del primero;
sean A y a dos aristas homdlogas de los tetraedros T y ¢, A’
y-@'«dos aristas homologas de los tetraedros T y ¢/, A" y a"
dos:aristas homoélogas de los‘tetraedros 1"y 1", éte. tendre-
mos, segun se acaba de demostrar,

s A% af’ )
T v Aidh a' i [1]-
i

Tu . t” Ana a
ele.
Sabemos, [Teor. 188] que !
402400 A sigl, eloas iy

y por consiguiente [An'tm. 174, Corol.]
ARG A g8 o Vg8 Reto.

luego las segundas razones de las proporciones [1] son igua-
les; luego las primeras son tambien 1guales Por oconsi-
goiente [Aritm. 175]

T+4T'4-T"+-ete. = tJ}—t’-'i]—z"-l—eto.':: AR <P
luego ete. : '
FEOREMA 220.

Los volimenes de los conos semejantes son proporcionales ¢
los cubos de los radios de sus bases, & los cubos de sus alturas,
0 los cubos de sus lados.

Sean R y r los radios de las bases de los dos conos seme-
jantes, L y | sus lados, A y a sus alturas, { =R*A ¥ 4=r*y se-
ran los volumenes de los dos conos: digo que

wRA e RPr® i A3 s s L2 B

Siendo semejantes los tridngulos generadores de los dos
conos [101], es
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oA valaRyorl
Tambien ©* 7 4oV S grpd o R¥ 2yt Y
laego | IelA  anrtas t O 0 A% @ I3 P,

TEOREMA 227.

. Los voliimenes. de_los cilindros semejantes son proporeiona-
les & los, cubos de los radios de: sus bases, ¢ 4 los cubos de sus
alturas. ‘

Llamando R y r 4 los radios de las bases de los éilindms,
Ay a & sus alturas; =R*A y =ra seran los volimenes de di—
chos cilindros [Teor. 2117; digo que

wRA :wrfa i RY:r ri AR g,

En efecto, por ser semejantes los rectangulos generade-
res de los los cilindros [102], es

Y Agees R
Tambien R T o B
luego FROA et s Bl o AR 0

' TEOREMA HB._

Los voliimenes de las esferas son proporcionalés & los cubos
de sus radios: pues-si R y r son los radios de las dos esferas,
xR’ y 4mr’ son sus volimenes [Teor. 224, Nota]; y es evi-,
dente que ‘ '

$nR® < gmrd iy RY R,
. -PRoBLENA B4 (fig.: 240). |

‘ Dadg Io am‘sia VAr.a de un tetraedro regalar— VABC ; ha-

hallar su volimen. N. | bnt.ah aail g
Tomemos por-base una cara cualquiera’ ABC, y hajemos;
la altura VO del tetraedro regular, la cual caerd en el cens
tro O del triangulo equildtero’ 4BC (69, 2.°]: tendremos
[Teor. 216, " - it o
: V={VOxABC. .

Para hallar V0, observaremos que esta recta es un cateto:
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del tridngulo VAO rectangulo en O; luego, segun el teore-
ma de Pitagoras, tendremos . :

V0=V a*—10%;
31

y como [Teor SO]WWZ» ¥ por conswulente AOE—F serd

KA b T A P
= e ?_al/g.

‘Para hallar el area del triangulo ABC, prolongo el radio
AO hasta’ que encuentre en P al lado BC al ‘cual es per-
pendlcnlar [Teor. 24], y tendremos

ABngxAP;

pero en ¢l tfiéngulo‘rebténgulb ABP es
T Ve

e . i
luego =\ ¢ b A.BC:%\/S.

Por consiguiente

gy . V—-— ‘/2

relacion que tambien puede servir para hallal . COno=
ciendo V. :
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NOTA I.

SOBRE LA RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS GEOMETRICOS.

1. En la geometria existen tres clases de problemas:
1.° problemas grdficos, es decir, problemas en que hay que
ejecutar alguna construceion por medio de la regla 'y el com-
pas, como son los problemas 1, 2, 3..... 353 41, 42..... B0;
2.° problemas generales numéricos, es decir, problemas en
que se quiere hallar la ecuacion que liga & varias cantidades
geométricas, 0 lo que es igual, la relacion que hay entre
dichas cantidades, como son los problemas 36, 37, 38, 39,
50, 51, 52, 53 y 54; 3.° problemas particulares numéricos,
esto es, casos particulares de los problemas generales, como
son los ejemplos de las paginas 92, 101, 110, 182 y 184.

2. En la resolucion de los problemas graficos pueden se-
guirse dos métodos: el primero, llamado método analitico,
consiste en suponer que el problema esta resuelto, haciendo
un croquis de la construccion que se pide, y en llegar por
medio de este croquis 4 la construccion desconocida; lo que
se conseguira con tanta mayor facilidad, cuanto mejor se
sepan los teoremas de la geemetria. .

El segundo método, llamado método sintético, consiste en
ejecutar desde luego la construccion, y en demostrar des—
pues que dicha construccion satisface al problema. Segum
esto, el método sintético solo puede seguirse en problemas -
cuya solucion se conoce; pero en un problema nuevo, 6 en
un problema cuya solucion se ignora, hay que seguir, y se
sigue naturalmente, el método analitico.

Nosotres hemos seguido el método sintético en la esposi-
cion de los problemas grificos.

3. En la resolucion de los problemas generales numéri-
cos pueden seguirse tambien amhos métodos.

Para seguir el método analitico, se supone el problema
resuelto, y se halla en consecuencia la relacion pedida.

Hemos seguido este método en los problemas gencrales



209:

numéricos [1}, que hemos nombrado en el namero 1 de esta
nota. - ' b S

Para seguir el método sintético: en estos problemas, s¢
enuncia un teorema en que se fija la relacion que hay entre
las cantidades en cuestion, relacion que por lo tanto debeser
conocida, y se demuestra luego que dicha relacion es cierta.

Por ejemplo, si se quisiera. esponer sintéticamente el
problema 56, se enunciaria el teorema siguiente:;

El tado de un poligono reqular, circunscripto es iqual. al pro—
ducto del radio por el lado del poligono semejante inscripto, divi-
dido por la raiz cuadrade de la diferencia de cuadrados del radio
y de la milad de este lado. ' ,

Seguiria la demostracion.del mismo modo que en la re-
solucion analitica de dicho problema.

Asi pues, todo problema general numérico puede consi-
derarse como teorema; y al contrario, todo teorema que dé
una relacion entre cantidades, puede esponerse como pro-
blema general numérico. )

Para que se acabe de comprender esta transformacion de
teoremas en problemas y al contrario, se observara que los
teoremas 81, 82, 83 y 84 suelen esponerse comunmente en
forma de problemas. oy

Tambien los problemas y teoremas graficos pueden trans-
formarse en teoremas y problemas; pero en general es poco
conveniente esta transformacion. ;

4. DPararesolver un problema particular numérico, se
despeja la incognita en la ecuacion del problema general en
que estd comprendido el problema particular, y en seguida
se ejecutan las operaciones numéricas indicadas por el valor’
de la incognita. T . .

Ejemplos. 1.° Hallar el radio de una esfera, cuyo volimen
es 10000 pies cibicos. Fis a0 )

Despejando R en la relacion V=i= R® [Teor.224]; tendré

e
37
b

Reemplazando ahora ¥ por su valor particular 10000, serd

l togig fr
AR 250
il R:‘/5x : 0'

R=
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2.°  Hallar el radio de la base mayor de un cono troncado de:
bases paralelas, cuyo volimen, altura y radio de la base menor:
son respectivamente 10000 pies citbicos, 10 pies; B pies.

En la relacion V=¥(R2+rs+8r)
hallada [Teor. 220] son conocidas las cantidades V,ay r, y

la incognita es 'R; por consiguiente hay que resolver una
ecuacion completa de segundo grado [Alg. 171].

Tendremos 'I’—Z—_-R“-—}dr’—}—ﬂr [17;
k1
I P LA
g
R=—'+ ZV_"}_)r_z.
2 ot 1/

~ De estos dos valores el segundo es negalivo, y por con—
siguiente no corresponde al problema. El primero es real y

o 2 : 3V
positiyo; pues la ecuacion [1] nos dice que — es mayor que
f 4 e

o )

J r ; 7
7%, Yy cOn MAayor razon que ol tambien, segun la misma

} 3 r: p? sV ar* oy J
ecuacion, -Ta——zo—i; luego E—-4—>~2—;]uego el pri-

mer valor de R es real y positivo. JEI]L
Si siendo los datos arbitrarios, se diera 4 ¢ un valor tal
que el radical fuese imaginario, 6 que el radical, siendo real,

r e s Sy
fuese menor que 7, el valor de R saldria imaginario 6 ne-

gativo; y esto daria 4 entender que el problema particular
era imposible, 4 causa de la incompatibilidad de los-datos.
En el problema particular propuesto tendremos V=10000,

=10, r=>5; sustituyendo estos valores en el valor de R,
resulta:
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5 50000 75
 (BAGER) SO Movid
QFVﬁ.ao 5’

o 53000 75
.R_—Tz-—i—l/ — =

NOTA II.

SOBRE EL GONO Y CILINDRO OBLICUOS.

Cono oblicuo.

5 Se llama superficie cdnica la superficie engendrada por
una recta indefinida que pasa siempre por un punto dado, v
recorre una curva cualquiera. .

El punto dado, la curva dada y la recta movible se lla-
man respectivamente centro, directriz y generatriz de la su-
perficie conica. :

La superficie cénica se compone de dos superficies sepa-
radas por el centro, las cuales se llaman hojas de la superfi-
cie conica. :

Se llama superficie ednica circulur la superficie conica
cuya directriz es una eircunferencia.

6. Sisolo consideramos una hoja de la superficie conica
circular, el espacio comprendido dentro de la hoja y el pla-
no de la directriz se llama cono, el centro y el eirculo’ cor-
respondiente 4 la directriz toman los nombres de vértice y
base del cono.

Eje del cono es la recta tirada desde el vértice al centro
de la base.

El cono es recto, si el eje es perpendicular 4 la base; y
oblicuo, si el eje es oblicuo 4 la base.

El cono recto y el cono engendrado por un triangulo rec-
tangulo que gira al rededor de uno de los catetos [78] son
uno mismo, si la generatriz y la base del primero son igua-
les al lado y basedel segundo; pues colocados uno sobre otro,
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de modo que coincidan las dos bases, losejesde ambos coin-
cidiran tambien [Teor. 108]; y como estos dos ejes son igua-
les [Teor. 19], los dos vértices coineidirdn; y por tanto los
dos conos coinciden.
Segun esto, el cuerpo redondo llamado cono es un cono
recto.
TEOREMA.
\
Toda seccion paralela & la base de un cono oblicuo es un cir-
culo, cuyo centro estd en el eje. :
Se demuestra del mismo modo que el teorema 164 su
andlogo en el cono recto. ‘
7. La definicion del plano tangente'd un cono oblicuoes
la misma que la del plano tangente & un cono recto [79].

TEOREMA.

Todo plano que pasa por una generalriz del cono oblicuo y
por la tangente & la base en el pie de dicha generatriz; es tan—
genle & dicho cono. | -

Reciproco. . Todo plano tangente ¢ un cono oblicuo corte al
plano de lu base por una recte tangente  dicha base.

Corolario. Por un punto de la superficie lateral del cono
oblicuo no se puede tirar mas que wn plano tangente & dicho
cono.

Estos tres teoremas se demuestran del mismo modo que
sus andlogos en el cono recto.

8. La 4rea de la superficie lateral de un cono oblicuo no
puede hallarse en la geometria elemental.

9. El volamen de un cono oblicuo entero 6 troncado se
halla por las mismas reglas que los volimenes de los conos
rectos entero y troncado; y se demuestran lasreglas tambien
del mismo modo.

10.  Sien un tridngulo VAB (fig. 241) se tira una recta
()] que forme con dos lados del triangulo dos dngulos igua—
les a los de la base, pero trocados; es decir, el angulo VCD
=B, y por consiguiente el VDC==4, dicha recta CD se lla-
ma anliparalels & Ja. base AB del triangulo.

En un cono oblicuo VAB se llama seccion principal el

triangulo VAB que pasa por ¢l eje, y es perpendicular & la
base A3 [Teor. 157). : VRS i
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Fundandose en los teoremas 135 y 413, se demuestra f4-
cilmente que la ‘seccion principal de un 'cono oblieuo pasa
por las dos generatrices maxima y minima de dicho cono.

Si en un cono oblicuo VAB se tira por una recta CD an-
tiparalela & la base de la seccion principal un plano CGI¥
perpendicular & esta seccion, la interseccion €GD de dicho
plano y el cono se llama seccion antiparalels & la base.

TEOREMA.

La seccion CGD antiparalela dla base de un cono oblicuo VAB
es un circulo. :
Por un punto cualquiera G de la curva CGD tiremos un
plano paralelo 4 la base del cono, y por consiguiente per—
perndicular & la seccion principal; la curva EGF serd media
circunferencia [5, Teor. 1.°]. Siendo los dos planos EFG y
CGD pependiculares al VAB, su interseceion GH serd [Teo-
rema 156] perpendicular al VAB, y por consiguiente [47] &
las rectas EF' y CD que pasan por su pie H en el plano VAD.
* Siendo GH perpendicular 4 EF, tendremos [Teor. 67, Co-
rolario] )

GH*=EHxHF.

Los triangulos EHC y DHF son semejantes, pues el dn-
gulo CEH=VAB=HDF, y tambien los angulos en H son
iguales; luego

EH: HD - CH: HF,
de donde EHxHF=HDxCH;
luego GH>=HDxCH.

Sea 0 el punto medio de la recta CD, serd HD=0D+-
OH, y CH=(C0—0H=0D —0H; luego = . :

GH*=(0D--0H) (0D— OH)=0D*—OH*;
pero por el teorema de Pitagoras
GH*=FG*—O0I*;
luego 0G=0D;
es decir, que el punto G dista de O lo misme quelos Dy
C; y como lo que acabamos de demostrar del punto G puede
demostrarse de otro punto cualquicra de la curva CGD, se
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infiere que esta curva tiene todos sus punkos en un plano y
4 igual distancia de un punto interior; luego dicha curva es
una circunferencia.

Cilindro oblicuo.

11. Se lama superficie cilindrica la superficie engendra-
da por una recta indefinida que, conservindose siempre pa-
ralela 4 sl misma, recorre una curva cualquiera.

La curva dada y la recta movible se llaman directriz y ge-
neratriz de la superficie cilindrica. '

Se llama superficie eilindrica circular la superficie cilin-
drica cuya directriz es una circunferencia.

TEOREMA.

Todo plane paralelo & lo direciriz de wna superficie cilin-
drica circular da wna circunferencie igual G lu directriz en su
interseccion con la superficie cilindrica.

Tirando por el centro de la directriz una paralela 4 la
generatriz, y por esta paralela y varias generatrices planos,
se demostrara el teorema, como se demostro el 163,

12. Se llama cilindro el espacio ABMN (fig. 242) com-
prendido entre la superficie cilindrica circular, el plano de
la directriz y un plano paralelo 4 esta.

Bases del cilindro son los dos circulos que le terminan.

Eje del cilindro es Ja recta que une los centros de las dos
bases. , i

Cilindro_recto es aquel cuyo eje es perpendicular 4 la
base; y oblicuo es aquel cuyo eje es oblicuo & la base.

El cilindro recto y el cilindro engendrado por un rectin-
gulo que gira al rededor de uno de sus lados [80] son uno
mismo, si el ¢je y la base del primero son iguales al eje y
base del segundo; pues colocados uno sobre otro de modo
que sus bases coincidan, los ejes coincidiran [Teor. 440]; y
como estos ejes son iguales, los centros de las otras dos bases
coincidirdn; luego las otras dos bases coincidirin tambien, y
por tanto los dos cilindros coinciden.

Segun esto, el cuerpo redondo llamado cilindro es un ci-
lindro recto.

15. La definicion del plano tangente al cilindro oblicuo
es la misma que la del plano tangente al cilindro recto.
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TEOREMA.

Todo plano que pasa por una generatriz del cilindro oblicuo
y por la tangente & la base en el pie de dicha yeneratriz, es tan—
gente, al cilindro.

Reciproco. . Todo plano tangente d un cilindro oblicuo corta
al plano de la base par wna recia tangenie ¢ dicha base.

Corolario.  Por un punto de la superficie lateral del cilindro
oblicuo wo se puede tirar mas que un plano tangente & dicho
cilindro. '

Estos tres teoremas se demuestran del mismo modo que
sus analogos en el cilindro recto.

14. El drea lateral de un cilindro oblicuo es dqual al
producto de su generalriz por la circunferencia de su seccion
recla. :

Este teorema se puede demostrar, separando los dos ci-
lindros troncados, y juntdndolos por sus dos bases; en cuyo
caso resulta un cilindro recto de bases elipticas, cuya area
lateral es el producto de su altura (generatriz del propuesto)
por la circunferencia de su base; lo que se demuestra como
el teorema 197. Mas como la rectificacion de una elipse de—
pende del calculo integral, se puede decir que la geometria
elemental no da medios para medir la superficie lateral de
un cilindro oblicuo.

El volimen de un cilindro oblicuo se halla por la misma
regla que el volimen del cilindro recto, y se demuestra la
regla tambien del mismo modo. :

Si en un paralelogramo MABN se tira una recta CD, que
forme con los lados MA y NB del paralelogramo dos dngu-
los iguales a los de la base, pero trocados; es decir, el in-
gulo MCD=B, y por consiguiente el dngulo CDN==4, dicha
recta se llama antiparaleln & la base AB del paralelogramo.

° En un cilindro oblicuo MABN se llama seccion principal
el paralelogramo MABN que pasa por el eje y es perpendi-
cular & la base [Teor. 157].

Si en'un cilindro oblicuo AN se tira por una recta CI}
antiparalela 4 la base de la seecion principal un plano CGD
perpendicular 4 esta seccion, la interseccion CGD de dicho
plano y el cilindro se llama seccion antiparalela & la base.
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TEOBEMA.

Lu seccion CGD amepam[ela & lo base de un czlmdm obli-

cuo es un circulo.

Se demuestra este teorema de un modo analoge al que
se ha seguido en la demostracion del teorema correspon-
diente del cono oblicuo; pero‘con alguna mayor facilidad, ‘en

atencion & que CH_EH y HD=HF.
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En la figura 152 falta una E en la parte inferior del circulo.

En la figura 152 falta la linea EB.
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