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euyo conjunto constituye la fraccion continua; y cocienles in—
completos, los denominadores b, ¢, d,.... (Sellaman asilos
denominadores, porque b, por ejemplo, no es mas que la parte

1
entera del nimero espresado por b,+——1— sces solo la
gt

parte entera del numero espresado gpor ¢+ e asi su-
5 d+—o
[
cesivamente.) :
Por oposicion, se llaman cocientes completos las espre—

: 1 1 1
siones:b-k —— = Sihoct ,d+———1— , en los

Agmmem R Gl i TR,
cuales b, ¢, d, son solo la parte entera.

Cada cociente completo comprende implicitamente ademas
de su entero, todos los cocientes subsiguientes de la fraccion
continua, porque su desarrollo es el que da todos los cocientes
posteriores. El ultimo cociente completo es el denominador de
la Gltima fraccion integrante, y & lo menos es igual & 2, en
virtud de la naturaleza especial del procedimiento empleado en
reducir un quebrado & fraccion continua (n.° 164).

Se llaman reducidas los resultados que se obtienen, con— -
" virtiendo sucesivamente ‘en un solo numero fraccionario cada

y 1 1
una de las espresiones a+ R e Rt
Gft =
[
-

Se llaman tambien fracciones convergenfes, porque, se—
gun demostrarémos muy pronto, cada vez se aproximan mas
al namero que se ha convertido en fraceion continua, 4 medida
que se toma mayor numero de fracciones inlegrantes.

FORMACION DE LAS REDUCIDAS CONSECUTIVAS. &

166. Veamos ahora si existe un medio sencillo y facil de
formar las diferentes reducidas.
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. 2 a
La primera es a, que puede ponerse hajo la forma 1

T ;
La segunda es aty, que reduciendo el entero & la espe—

: ; ab +
cie del quebrado, se convierte en i

1
Para formar la tercera, representada por a + e
!).-I— ..,_ &
¢

e L5 .
hasta sustituir en Ja segunda b+ — en lugar de b; porque desig-
¢ : T
1 £,
nando .’)+7_ por ', tendremos

1 P ead
R R

! 1 ab+1 ;
espresion que no difiere de 7> Silo que en vez de b, se

Y ; 1
encuentra ', es decir, b+E'

Hagamos pues esta sustitucion y tendremos

(e a
a(b+~)+1 ab 4=+ 1
9 s c g ¢
d 55, 1 s i ;
et bt -
(o c c

veduciendo los enteros & la especie de sus quebrados y multi—
plicando por ¢ el numerador y el denominador,

(ab+1)c+a
be+1

La cuarta se obtendra tambien sustituyendo en la tereera
i
H—H en lugar de ¢, lo cual dara,
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1 ! ab+1
: 1 (ab+1)(e+3)+a (ab+1)e+ g to
a _ = == 2
i b :
b+—1 b(c+%>+1 bc+a,+1
C+E : ’ : :

reduciendo los enteros 4 la especie de sus quebrados, y mul-
tiplicando amhos términos por d,

: [(@b+1)e+ald+ab+1
(be+1) d+b E

Sin ir mas lejos puede ya comprenderse que el numerador
de la tercer reducida puede obtenerse multiplicando el numera-
dor de Ja segunda por el tercer cociente ¢ y anadiendo al pro-=
ducto el numerador de la primera. Del mismo modo se forma
el denominador por medio de los denominadores de la segun-
da y de la primera reducida,

El numerador y el denominador de la cuarta reducida se
oblienen _ igualmente multiplicando respectivamente los dos
términos de la tercera por el cuarto cociente d, y adadiendo 4
los productos respectivamente los dos tériinos de la segunda.

. Si se fija la atencion en el modo de formarse las reducidas
tercera y cuarta, se conocera que la misma ley de formacion
debe servir para las reducidas subsiguientes. Sin embargo, para
demostrar rigorosamente su generalidad, recurriremos a un
medio muy usado en Matematicas. Haremos ver que si existe
esa relacion entre tres reducidas consecutivas cualesquiera,
exislira tambien respecto de la inmediata posterior; vy esto has-
tard, porque entoneces, habiéndola encontrado aplicable & la
tercera, quedara demostrado que lo es & la cuarta; de serlo a
esta, se deducira que lo es & la quinta, v asi sucesiva ¢ inde—
finidamente.

Sean pues PO R tres reducidas cualesquiera, y r el
cociente incompleto en que nos hayamos detenido para formar
: : R Qr+P .
fa R Supongamos haber encontrado ya —R;:W (sien-
do R=Qr+Py R=Q'r+P).

Anadamos una nueva fraccion integrante — inmediatamente
.. '\.
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S ] . '
detras de r, y sed o la reducida correspondiente; claro es que
S o

para formar < solo es necesario reemplazar en la espresion

R : 1 ' ;
de - la espresion r+= en vez de r; hecho lo cual, tendremos

R $

Q( +1)+P

kL
> 8 B LQrER s w0 RIS 0
911 1 Qe P et Y 0lRls A QU
Bl R Q

<y
5
: S ; .
donde claramente se ve que o se deduce de las dos preceden—
tes en la forma arriba enunciada. Luego es general la ley que
asi lo espresa de la manera siguiente:

El numerador de una reducida cualgwiera se. [orma
multiplicando el numerador de la precedente por el coctente
incomplelo que le corresponde y anadiendo al producto el
numerador de la reducida que antecede en dos lugares a la
que sc esta formando. El denominador se forma con ar—
reglo d la misma ley por medio de los dos denominadores
inmediatamente anteriores. ;

Advertencia. . Cuando el nimero reducido & fraccion con—
linua y que hemos llamado 2 es menor que la unidad, se sus—

: 0 :
tituye g o0 vez de a, 4 fin de poder formar la tercer reducida,

segun la ley que supone necesariamente que se hayan formado
antes [as dos primeras. : :

Propongamonos, por ¢jemplo, primero, formar las reduci-
das consecutivas de la fraccion continua,

65 5 1
TR0 AT :
D
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i ; 0

Las priméras reducidas son 1Y¥5

Para formar la tercera, multiplicarémos el numerador 1 de

la segunda por 3, y anadirémos al producto el numerador 0 de

la_primera: multiplicarémos despues el denominador 2 de la

segunda por 3, y anadirémos al producto el denominador 1 de

: : S d
la primera: asi obtendrémos 5 .

Dé un modo andlogo formarémos las reducidas siguientes:

7500 9L 65
16739 55>, 149"

De igual manera hallariamos s’ diferentes. reducidas  del

g 829
(uebrado =7 (n.° 164), que son las siguientes:

25 12 43820
PR R T TR

167. Consecuencia de la ley precedente.  Resulta evi-
dentemente de esta ley, que los términos de las diferentes re—
ducidas, aumentan 4 medida que se toman mas fracciones in—
tegrantes , porque el numerador y el denominador de una re—
ducida cualquicra son al menos iguales respeetivamente a la
suma de los numeradores 6 de los denominadores de las dos
precedentes.

N

PROPIEDADES DE LAS REDUCIDAS.

168. PriMEraA PROPIEDAD. Si se toma en los ejemplos
precedentes la diferencia entre dos redueidas consecutivas cua-
lesquiera, conviniéndonos en restar siémpre cada reducida de
la subsiguiente, se encontrara ‘constantemente por numerador
de esta diferencia +1 6 —1, segun sea que la segunda de las
reducidas consideradas ocupe lugar par 6 lugar vmpar, sien-
do siempre el denominador de la diferencia 1gual al producto
de los denominadores de las dos reducidas.
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Asi, en el primer ejemplo (de los dos Gtimos) tendremos
M) e S S REEST B R W o '

9 1 %1 T 2 a2 aidbinki kol aRGRTD
vamos & demostrar que esta propiedad es general.

Tomemos, 4 este fin, en la fraccion continua general tres
reducidas consecutivas cualesquiera

i i R
20 g R
: ) R O RO —QR’
Teneriios ﬁ——a;———_ —“R—Qr—

Pero, segun lo dicho en el n.° 156, R—=Qr+P, R'=0Q'r
+P'. Poniendo en vez de R y R esos valores en el numerador
de la anterior diferencia , tenemos

RQ  (Qr+P)Q—Q [@r+P)
l{r Qr Ry RrQ_' 2
0 efectuando los céleulos y reduciendo
R 0 PQ'— QP
1{!’ Ql 7 jaion RrQl b
donde se ve que el numerador de la difereneia T e8 N
méricamente igual, pero de signo contrario, al numerador
de la diferencia
s qiceilE QP —PQ)
QT — F — -v—*——P,—(),—‘—.
= i
Es decir, que los numeradores de dos diferencias con—
seculivas son numéricamente tquales, pero de signo con—
lrario. i
Si ahora consideramos las dos primeras reducidas

a ab+1 % ab+1 Q__+1-_
1 y e tendremos Y g WIS E

luego, en virtud de lo demostrado, el numerador de la di-
ferencia siguiente debe ser —1; el de la tercer diferencia
©serd +1; y asi sucesivamente.

Luego en general, el numerador de una di ferencia cual-
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quiera es +1,si la sequnda de las dos reducidas conside-
radas es de orden par, y—1, si es de orden tmpar; el de-
nominador se comprende sin demostracion que ha de ser igual
al producto de los denominadores.

LoD
169. CONSECUENCIAS DE LA PROPIEDAD PRECEDENTE. Ung

: ; . oR
reducida de orden cualquiera v (formada por las reglas del

n.° 166) es siempre una fraccion 6 un mimero fraccionario
irreducible. ;

En efecto, supongamos por un momento que K y R' tienen
un factor comun /; como, en virtud de la propiedad anterior,
“tenemos RQ'-—QR' —===1, resulta

RO QR UHQ" gRC e

fs, .

I : h HEET Tl

_Ahora bien, el primer miembro de esta igualdad es un ni-
mero entero, porque Ry R' son divisibles por /i, mientras que
por el contrario el segundo miembro es esencialmente una frac-
cion: luego es absurdo suponer que R y R’ no sean primos
entre si. ;

De aqui resulta; que si se convierte en fraccion continua un
quebrado cuyos térininos no sean primos entre si, y se forman
luego todas las reducidas eonsecutivas hasta la ultima inclusive,
no se encontrara el quebrado propuesto en su forma primitiva,
sino simplificado y reducido ¢ sus menores términos, es de-
¢ir, desembarazado del maximo divisor cemun 4 sus dos términos.

4 .. 348

Sea, por ejemplo; la fraccion ——-.
it 924

Convirtiéndola én fraccion continua, se obtiene

3!18#04_ 1
924 ; 1
2
1=k :
- et ;
:

’l+ﬁ,
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v sus reducidas son....

Iy;,"év ,8’;;:7.
it od 1'd2_9 1 valor deld hrad g les
La ultima reducida 7 es el yalor delquebrado o, des-

embarazado del factor 12 comun a sus dos términos.
170. Secunpa PROPIEDAD, Volviendo 4 la fraceion con—
tinua general
' 1
e e e

1
b+

¢k

i ST,

se conocera facilmente, por un razonamiento analogo al hecho
en el n.° 163 respecto de un ejemplo particular, que el valor
de z esti comprendido entre la primera y la segunda reducida,
enlie la segunda y la tercera, y asi sucesivamente; de donde
podria concluirse por analogia, que en general el valor de x
estd comprendido entre dos reducidas consecutivas cua-
lesquiera. ‘

Pero vamos 4 demostrar esta-propiedad importantisima de
un modo general. '

; ; P
Sean al efecto dos reducidas consecutivas P QQ, de cual-

fuier orden, y-propnngémonos valuar las diferencias & —prs

pisy

e

* Observemos que si en la espresion de la reducida subsi—
i Qr+P
R0 Qas P
pleto v, el cociente completo y, ¢ 'r+—1—1—
s+
i b,

guiente se pone en lugar del cocienle incom—

en el cual es # o parte entéra, se reproducira el valor com-
b
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pleto del nimero convertido en fraccion continua, porque en—
tonces se tendra la reducida de la fraceion total continua. Re—
sultard, pues, en virtud de esta observacion,

i Qy+P
ir= er+Pra

i B P'—PQ)'
de donde x—E—MM__(Q Q) .

POy AP P QPP
0 Q"y+P Q QP —PQ' :

R i e i TR
60 dcausa de ser QP'—PQ'===1, PQ'—QP'—===1 (n.” 168),

; P YrEy
tendremos e Qy+P P’
0] ==
m_....

QT QAP

Esto supuesto, como los nimeros y, P, P'; Q, (', son por
su naturaleza esencialmente positivos, se infiere que los dos re-
sultades preeedentes: son de signos: conlrarios. Luego si tene-

mos & > 0 < poose debe tener necesariamente z <6 > 6’
lo cual quiere decir que si ¢l némero reducido en fraceion con-

; ; P
tinua es mayor 6 menor que la reducida P serd por el con—

trario menor 6 mayor que - Luego finalmente, el valor del
wimero reducido 4 fraccion continua esta siempre com=

prendido entre dos reducidas consecutivas de cualquier
orden.

* Observacion.  Si la reducida% ocupa lugar par, 6 es de
. : : (Sl B
orden par, el numerador de la diferencia entre = y i o QP
—PQ)', es positivo é igual & +1 (n.° 168); asi, pues, tendre-
mos #> 35 ¥ & <i5;. Luego, lodns las reducidas de lugar

par son. fracciones mayores, y lodas las reducidas de li=
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ar impar son fracciones menores que el wimero reduecido
4 fraccion confinua. ) , ’
/;71. TercERA prOPIEDAD. Una reducida de drden cual-
uiera dd siempre un valor de x mas aproxrimado que la
recedente. ; ‘ : y
Fn efecto, consideremos las dos diferencias del n.® 170.

Como ienemos (n.° 167) Q' >P', resulta que ¢l denominador
Qy+P)Q es> (Qy+P) P'; ademds y es >1; luego por
doble razon, la diferencia entre  y 0 es numéricamente me-
nor que la diferencia entre  y P

Observacion. Como en virtud de la observacion del nime-
o 170 las .reducidas de lugar par son fracciones mayores, y
las reducidas de lugar ¢mpar fracciones menores que el valor
de 2 ; v como ademés,, en virtud de lo acabado de demostrar,
las reducidas. convergen sin cesar hieia el valor de'z 4 medida
que se alejan de la primera, puede concluirse necesariamente:
1.° que las veducidas de lugar par van disminuyendo de valor
desde la segunda en adelante: 2.° que, por. el contrario, las
reducidas de lugar impar van aumentando. de valor desde la
primera en adelante. ; . :

172. Cuarra propiepap.  El grado de aproximacion que
da cada reducida puede valuarse de muchos modos. :

Lo primero, de hallarse comprendido el valor de # (ntme-

. : : ; ; P
ro 170) entre dos reducidas consecutivas cualesquiera 7 o
se infiere que la diferencia entre el valor de 2 y una cualquiera
: : 1
de ellas, es menor que la diferencia de estas PO Luego va
sabemos que el error comelido, tomando una de dichas ve-

ducidas por valor de x, es menor que la unidad dividi—
da por el producto de sus denominadores.

Lo segundo, como la diferencia entre z Yy 6’ prescin—

. 1
diendo del signo, esta espresada (n.” 170) por W,y

tenemos y > 1+, de donde se saca

Qy+P) OSQ +P)Q, o
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resulta necesariamente

e N

R
y a fortiori,

w-—w@< o

Luego, la diferencia enfre x y 0’ o el ‘errvor comelidy

en tomar —, por valor de x, es menor que la unidad divi-

dida por el producto del denominador de la reducida, mul-
tiplicado por la suma de este denominador con el de la re-
ducida precedente; 6 con menos exactitud, pero con mas sen-
cillez, dicho error es menor que la unidad dividida por el
euadrado del denominador de la reducida considerada.

Advertencia. ~Fs de notar que las tres propiedades prece—
dentes se fundan en el mismo calculo, que es el del n.* 170: lo
cual hace mas ficiles de retener las demostraciones.

173. QuistA v vrmimA PropiEDAD.  Una reducido de
drden cualquiera se aprovima al valor de X, no solo mas
que todas las reducidas anteriores, sino tambien mas que
cualquiera otra dfmccz'on cuyo denominador sea menor que
el de la reducida considerada: de manera que se puede
asegurar, que no existe ninguna otra fraccion que, en lér—
minos mas simples, dé un valor mas aproximado de z.

Q L ; m .
Sean -g la reducida que se considera, y S una fraccion
. - il o m
cualquiera tal que tenga el denominador m' <Q'; digo que e

no se aproxima & x mas que —..

Q

5 J 09 bl g0
n efecto, observemos primero que la fraccion Pl puede

estar comprendida entre = ¥ =3 porque para esto seria me=

ol

r

= : m p mpP —Pm
W 3 v e SO ]E e 2y e

nester que la diferencia entre i Y pra (ue es Mw:z'P‘

2
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4 RIGLIK
fuera numéricamente menor que la diferencia PO entre ¥

Q
%; lo cual es imposible, porque mP — Pm’, niimero natural-

mente entero, es al menos igual & 1, y #'P' es menor que P'Q),
4 consecuencia del supuesto m'<(Q)'. (No se puede suponer

{ L ;
mP —Pm’' =0, porque resultaria i Y siendo entonces

3 A A o S 3 . F :
la fraceion — idéntica 4 la reducida inmediata anterior a

m' Q’
quedaria demostrada 1a proposicion.)
Luego, puesto que # estd comprendida entre I)" ¥y %,

que, en virtud de lo acabado de decir, no sucede lo mismo con
ey e ’ ; .
la fraccion %, se infiere precisamente que si se escriben estos

cuatro numeros por el érden de su magnitud, solo se podrin
formar las dos combinaciones siguientes:

P Qo an s 2
PFJ L, Qv: m’ 0 Ea Pr-s L5 _6

.

En el primer caso es evidente que la diferencia entre 7 y
mon : :
;€8 mayor que la diferencia entre  y 6,

En el segundo es mayor que la diferencia entre 2 y oY

por consiguiente mayor que la diferencia entre o y 0

i
Tambien se puede conocer esto caleulando por el procedi-

: : i m
miento del n.® 170 la diferencia B—oss Y comparando su es—

presion con la de la diferencia z— 0’ establecida en el mismo

nimero. -
174. Para terminar la teoria elemental de las fracciones
continuas, indicaremos el uso que puede hacerse de ellas en la
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valuacion aproximada de un quebrado irreducible cuyos tépmj-
nos sean muy grandes. ;

Se reduce el mimero propuesto a fraccion continug,
por el procedimiento del n.° 164; despues se forman lgg
reducidas consecutivas, por -la ley del n.° 166. Asi se o)
tiene una série de fracciones alternativamenie mayores y
menores que el nimero propuesto (n.° 170); y entre estqs
fracciones se escoge la que da el grado de aproximacion

_que se desea tener. Este grado estd indicado (n.° 172) pop

la espresion ! 0 . siendo = la reducid
a espresi S B R 0 cidg

considerada. La reducida debe ocupar wn lugar tanto mas
avanzado (n.° 171), cuanto mayor aprowimacion Se desee
tener,
Propegamonos, por ejemplo, valuar aproximadamente lq
relacion de la circunferencia al didmetro.
En Geometria se ensefa que esa relacion valuada en deei-
314159

wisa g 314159
males es 3,14159, 6 —ooo00-s

valor aproximado hasta cien-
milésimas. :
Reduzcamos ese numero 4 fraccion continua, y tendremos

M50 b
00000 & ook 1

formando las reducidas consecutivas, resultard, segun la ley
del n.° 166,

3 22 333 355 | 9563 76149 314159
1777106 ° 113 1 3044 2 24239° 100000 °

(919

s 22
Fomando la fraceion = por valor del ndmero propuesto,
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1
comeleriamos un error menor que Ta+) 0 56 bero esta
reducida da un grado de apm},;imacion mas considfzra])le de lo
(ue parece; porque como el numero propuesto estd comprendi-

22 ; ; ;
do entre =Y {55 > resulta que e difiere de dicho numero en

%25 338 ol A i .
menos de = 06 © 7ag > luego ¢l error cometido es mu—

, 0

T

1 : : :
3 7> para representar la relacion entre la circunferencia y el

1 .
cho menog que 100" Por eso se usa mucho la espresion

didmetro, Esa relacion es la dada por Arquimedes.
... 955 :
La cuarta reducida ——=, que no es mucho mas complica—

113
" 333 J< e 5 3 . - i
da.que ~——, da un valor mucho mas aproximado; porque ha-

106
9208

, \ 35 ;
llindose el niimero propuesto entre 113 Y 9931 la diferen-

ax

/ 1
cia entre ély 1—;’3 €s menor que — e oaaT) fraccion evi-

dentemente menor que 0,00001. Es de notar que las dos frac-

G, A e A
clones 113 y m, an en decimales la misma aproxuma-

cion, siendo, sin embargo, la primera mucho menos complica—

. 355 .
da que la segunda. La relacion 13 % la dada por Adriano

Mecio. Las reducidas posteriores son ya demasiado complica—
das para sustituir con ventaja al niimero propuesto.

No pasaremos mas adelante en el exdmen de las propieda—
des de estos ntmeros; pero recomendamos & los estudiosos, ya
familiarizados con el analisis algebraico, que quieran ensanchar
sus conocimientos en este punto, la lectura de las obras titula-
das: Teorla de los mimeros por Legendre y Disquissitiones
Arithmetice de Gauss, obra muy bien traducida al francés
por Poulet-Delisle.
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(APIIULO VI

Formacion de las potencias y estraccion de las raices cuq-
dradas y cibicas de los mimeros.

§. I. Formacion del cuadrado y estraceion de la raiz cuadrada.

175.  Nociones. preliminares. Se llama cuadrado (ni-
mero 108) 6 sequnda potencia de un nimero, el resultado de
multiplicar al namero una vez por si mismo, 6 el productosde
dos factores iguales al numero; y raiz cuadrada 6 dqunda
de un ntmero, otro niimero que multiplicado por si midgo, 6
clevado al cuadrado, reproduce el nimero propuesto.

Asi, el cuadrado de 7 es 49; y reciprocamente , la
cuadrada de 49 es 7. Igualmente, el cuadrado de 12 es 12x1
0 144; vy reciprocamente, la raiz cuadrada de 144 es 12.

La formacion del cuadrado de un niimero entero 6 fraccio-
nario no ¢xige procedimiento alguno particular: basta multipli-

car el 'numero por si mismo, siguiendo las reglas generales de
la multiplicacion.

Pero no sucede lo mismo. con la estraccion de la raiz-

cuadrada, que tiene por objeto: Dado un mimero, hallfr
otro que, mulliplicado por si mismo, reproduzca el pri-
mero; cuestion que solo puede resolverse por una operacion
esencialmente distinta de las esplicadas hasta ahora, v que &
de la mayor importancia en Geometria y en Algebra,

Esto supuesto, siendo los diez primeros niimeros enteros

1,02, 3,04,-9;,6,.7,+8, 9,10,
euyos cuadrados son

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,

~igin
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resulta que reciprocamente los nimeros de la segunda linea
tienen por raices cuadradas los niimeros de la primera,

A la simple vista de estas dos lineas, se conoce que cnire
los numeros enteros de una 0 dos cifras, solo hay nueve que
son cuadrados de otros mimeros enteros: todos los demas
tienen por raiz cuadrada un numero entero mas una fraccion.

~ Asi, 53, que esta comprendido entre 49 y 64, ticne por
raiz cuadrada 7 mas una fraccion; asi tambien 91, compren—
dido entre 81y 100, tiene por raiz euadrada 9 mas una fraccion.
176 Pero lo que es muy notable, es que 86 wn nimero
entero no tiene raiz cuadrada exacta en enleros, lampoco
la tendrd en mimeros [raccionarios.

Esta proposicion, «que al pronto puede parecer una parado-

* ja, es una consccuencia del principio sentado en el n.° 130’ so-
hre la divisibilidad de los nimeros. En efecto, para que un nu-

s Gl ;
mero {raccionario irreducible 7 pueda ser considerado como

raiz cuadrada de un nimero entero, es necesario que su cua-
RN S T : '
drado 7 X 3% sea igual 4 un numero entero. Pero esto
es imposible , porque suponiendo como suponemos irreducible
al numero fraccionario 3 10 tendran a* y 0? otros factores pri-

mos mas que los que tenian @'y b (n.° 130); y como estos son
primos entre si, tambien lo serén aquellos, y el nuevo quebra-
S ;

do % serd tambien irreducible , y no puede ser igual 4 un nt-
mero entero.

La raiz cuadrada del nimero entero que no la tiene en en—
teros, y que por lo tanto no puede reprcsentarse exactamente
por ningun numero, se llama nimero inconmensurable 6 ir—
racional , lo cual significa que no puede medirse exactamente
por medio de la unidad. Asi, V2, V5 *V/11, son numeros ir—
racionales 0 inconmensurables.

Entonces se dice que el nimero dado no es cuadrado per-
fecto. i,

177. La diferencia de dos cuadrados perfeclos consecuti-
v0s es tanto mas considerable cuanlo mayores son sus raices
cuad}'adas, y su espresion es muy util de conocer.

Sean al efecto dos niimeros enteros consecutivos a v a-+1.

14
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Tenemos (n.° 112) (@ +0)2 = (a+b) (a+0)==a®+2ah+)2 ;
de donde, haciendo b =1, resulta ;

(a+12=a2+2a¢+1.

La diferencia entre (a+1)% y a® es por consiguiente 2q+1;
donde se ve que la diferencia entre los cuadrados de dog
nimeros enteros consecutivos , es igual al duplo del menor,
mas una unidad. Asi, la diferencia entre los cuadrados de
348 v 347, esigual 4 dos veces 347 mas 1, 0 695; 6 bien en-
tre el cuadrado de 347 y el de 348 hay 694 nameros enteros
que no son cuadrados perfectos. .

Esplicadas estas nociones , propongamonos investigar un
procedimiento para estraer la raiz cuadrada de un ntuero, em-
pezando por los enteros.

178. Estraccion de la raiz cuadrada de un nimero
entero.
. " . : » . . .8

Si el nimero solo tiene una 6 dos cifras, su raiz se obticne
facilmente de memoria (n.” 175), porque debe hallarse entre
los nueve numeros primeros; consideremos, pues, un namero .
compuesto de mas de dos cifras, por ejemplo 6084.

Constando este numero de mas

de dos cifras, su raiz tendra mas 6084 | 78
de una; pero ademas es menor (que 4.9 148
10000, cuadrado de 100; luego A 84 8
tendrd menos de tres cifras la raiz 4 4 g'4

buscada: luego tiene precisamente 1184

dos, de modo que tendra precisa—
mente decenas y umdades. Si de-
signamos las decenas por @y las unidades por &, tendremos
(n.° 177) :

0

6084 = (a0 +0)> =a® + 2ab + 12;

lo cual prueba que el cuadrado de un mimero compuesto de
decenas y unidades consta del cuadrado de las decenas, mas
el duplo del producto de las decenas por las unidades , mas
el cuadrado de las unidades. )
Esto supuesto, si pudiéramos descubrir en 6084 el cuadra-
do de las decenas de la raiz, se obtendria facilmente la eifra de
ellas; para esto, como el cuadrado deun niimero exacto de de-
cenas no puede ser mas que un nimero exacto de centenas,
resulta que el cuadrado bhuseado debe encontrarse en la parte
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60, 4 la izquierda de las dos primeras cifras, que por esta razon
se separan por medio de un punto; pero esa parle, ademads del
cuadrado de deeenas, puede contener centenas y millares pro—
cedentes de los otros términos del cuadrado. Ahora, como 60
esta comprendido entre los cuadrados 49 y 64, cuyas raices
vespectivas son 7 y 8, digo que Tes la cifra de decenas bus—
cada; porque 6000 esta evidentemente comprendido entre 4900
y 6400, que son los cuadrados de 70y de 80; luego tambien
lo esta 6084. Luego la raiz pedida se compone de 7 deccnas,
mas un nimero de unidades menor que diez.

Hallada la cifra 7 de las decenas, se escribe a la derecha
del nimero dado, separdndolos por una raya vertical; des-
pues se resta de 60 el cuadrado de 7, que ‘es 49; 4 la dere-
cha del resto 11 se bajan las otras dos cifras 84. El resultado
1184 debe contener todavia el duplo del producto de las de-
cenas por las unidades y el cuadrado de las unidades. Pero
como decenas multiplicadas por unidades no pueden dar en el
producto cifras inferiores 4 las decenas, separaremos con una
coma la Ultima cifra 4 , porque seguramente el doble producto
(que buseamos dehe solo hallarse en las cifras 118.

Luego si dividimos 118 por el duplo de las decenas, que
es 14, el cociente 8 serd la cifra de las unidades 6 un ni-
meéro mayor. No podra ser menor, porque el 118 contiene el
duplo del producto de decenas por unidades, y por consiguien-
te este producto se ha de poder restar de él; pero podrd ser
mayor, porque ¢l 118, ademés de dicho producto, contiene fas
decenas procedentes del cuadrado de las unidades. Para com—
probar si el cociente 8 es la verdadera cifra de unidades, basta
escribirle 4 la derecha del 14, y multiplicar el nimero resul-
tante 148 por el mismo 8. Asi se forma evidentemente: 1.% el
cuadrado de unidades ; 2.° el duplo de decenas por unidades.
Efectuada la multiplicacion, se obtiene 1484, nimero-igual al
sobrante de la primera operacion ;. haciendo la resta, se oblie~
ne el residuo 0; luego 78 es la raiz pedida.

En efecto, resulta de las operaciones preeedentes, que de
6084 se han ido restando sucesivamente el cuadrado de 7' de—
eenas, 6 70, mas el duplo del producto de 70 por 8, mas el
cuadrado de 8; es decir, las tres partes que entran en la for—
macion del euadrado de 7048, 6 78; y como el resultado de la
sustraccion es 0, se infiere que 6084 es igual al cuadrado de 78.

Sirva de segundo ejemplo el niimero 841.

Como este mimero estd comprendido entre 100 v/ 1000,
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debe su raiz constar tambien de dos cifras, que son decenas y
unidades. —Se probaré, como en el "
ejemplo precedente, que la raiz del 841 | 29
mayor cuadrado contenido en 8, 6 sea 4 T
en la parte que esta a la izquierda de las A AiA
dos cifras primeras, es la cifra de dece- 1
nas de la raiz buscada. El mayor cuadra- o
do contenido en 8 es 4; por consiguien-
te, la cifra de las decenas es la raiz de
A, que es 2. Si se resta de 8 el cuadrado de esa cifia, que es 4,
queda un residuo 4: bajando & su derecha la seccion sizuiente
41, resultan 441, cuyo nimero contiene todavia el duplo del
producto de las decenas por las unidades , mas el cuadrado
de las unidades.

 Aqui se probara tambien, como en el ejemplo precedente,
que si separamos con una virgula la dltima cifra de la derecha,
y se divide el nimero de la izquierda 44 por 4, duplo de las
decenas halladas , el cociente serd la cifra de unidades 6 un ni-
mero mayor. En efecto, aqui el cociente es 11, y es evidente
que no podemos tener por verdadera cifra de unidades ningun
numero mayor que 9 (pues de lo contrario resultaria no ser
exacta la cifra hallada de decenas). Ensayaremos, pues, el 9:
para esto se escribe el 9 a la derecha del 4, duplo de las de—
cenas, y se multiplica el 49 resultante por el mismo 9: como
esta multiplicacion da el producto 441, que es igual al resto
de la primera operacion , se infiere que 29 es la raiz pedida.

Reflexionando sobre el procedimiento que acabamos de se—

guir para estraer la raiz cuadrada de un mimero de tres 6 cua-
fro cifras, se ve que hemos hecho dos operaciones principales.
La primera, despues de haber separado las dos cifras primeras
de la derecha, consiste en estraer la raiz cuadrada del ma-
yor cuadrado del -mimero que queda d la izquierda, res—
tando luego ese cuadrado del misimo nimero. La cifra asi ob-
tenida espresa necesariamente las decenas de la raiz total; por-
que el cuadrado de dicha cifra seguida de un cero y el cuadra-
do de Ia misma aumentado en una unidad y seguido tambien de
un cero, comprenden evidentemente al numero propuesto. La
sequnda operacion , despues de bajar las dos cifras restantes &
la derecha del residuo y de cortar la wltima con un virgula,
consiste en dividir el nimero que queda a la izquierda por
el duplo de la cifra oblenida de la raiz. Fl cociente sera la
cifra de las unidades 6 un niimero mavor; para comprobarlo se

P

4.
A
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forma su cuadrado y el duplo de su producto por la cifra de
decenas antes obtenida. Si la suma de los dos productos es igual
al residuo de la primera operacion 6 menor que esta suma, po-
demos estar seguros que el cociente hallado representa las uni-
dades, y podemos escribirle & la derecha de las decenas: en el
easo contrario se disminuye ufia unidad al cociente y se repite
J]a misma comprobacion.

Advertencia. En la investigacion de la raiz cuadrada de un
nimero no se puede obtener desde luego el cuadrado de las
unidades; porque este enadrado produce en general decenas
(n.° 175) que se combinan con las procedentes del duplo del
producto de decenas por unidades. De modo que es imposible
determinar de un modo exacto en qué parte del nimero pro—
puesto existe el cuadrado de las unidades.

Nos servira de tercer ejemplo un niimero que no es cuadra-
" do perfecto, 1287.

Aplicando 4 este nimero el pro— 1287 | 35
cedimiento arriba seguido, hallamos 9 5"
la raiz 35 y el residuo final 62; lo 77387
cual indica que 1287 no es cuadra— 9y
do perfecto, pero que se halla com- 6o

prendido entre el cuadrado de 35 y
el de 36. En efecto, el cuadrado de '

35 es 1225, v el de 36 es 1296, que escede & 1225 en 71, 0
sea en 2x35+1 (n.° 177).

Asi, pues, cuando un niimero entero no €s cuadrado per-
fecto, el procedimiento prescrito hace conocer la raiz del ma-
yor cuadrado contenido en él, 6 bien la parte entera de su
raiz euadrada. |

Pronto veremos como se obtiene aproximadamente la frac—
cion que debe completar la raiz.

179, Pasemos 4 la estraccion de la raiz cuadrada de unni-
mero de mas de cuatro cifras.

Sea el niumero 56821444,
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56.8 2.1 4.4 4 | 7538
A9 1457 1503 15068
78.2 5 3 8
725 795 4509 . 120544
e :
A5009
1205 4.4
120544
0

(1

Como el namero propuesto pasa de 10000, su raiz debe ser
mayor que 100, es deciz, ha de tener mas de dos cifras. Pero
sean eslag cuanias quiera, siempre el nimero buscado puede
considerarse como un conjunto de decenas y unidades simples
(pues, por ejemplo, un nimero cualquiera 5367, puede des—
componerse en 5360 +7, es decir, en 536 decenas y T uni-
dades).

Esto supuesto, el cuadrado de la raiz buscada se compon-
drd precisamente de tres partes; cuadrado de decenas, duplo
del producto de decenas por unidades, y cuadrado de unidades;
El cuadrado de decenas dara lo menos centenas, luego no. en—
trard enda ultima seeeion 44, sino que debera encontrarse en—
teramente en las cifras que quedan a la izquierda.

Ahota digo, que si se busca la raiz del mayor cuadrado
contenido en 568214 considerado como si fueran unidades sim-
ples, se tendra el numero total de decenas de la raiz pedida.

En efecto, sea a la raiz del mayor cuadrado: contenido -en
568244 resulta quela raiz buseada tiene al menos un namero
@ de decenas, porque ¢ x 100 puede restarse de 56821400, y
con:mayor razon de 56824444 . Pero dicha raiz no- podria te—
ner (@ + 1) decenas, porque siendo (a4 1) mayor que 568244,
(@+1)2x 100 sera tambien mayor que 56821400, escediéndo-
le al menos eh una centena, y por consiguiente no podra res—
tarse de 56821444. :

Luego, finalmente, la raiz pedida se compone de @ decenas
mas un mimero de unidades menor que 10, quedando la cues—
tion reducida por lo pronto 4 estraer la raiz cuadrada del ni—
mero 568214, considerado como de unidades simples.

Razonando sobre este mimero, como acabamos de hacer so—
bre el nimero propuesto, vendremaos 4 parar al hecho de que
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para ohtener las decenas de su raiz es menester - estraer la raiz
del mayor cuadrado entero contenido en las cifras que hay & la
izquierda del 14, es decir, en 5682 ; y para obtener las dece—
nas de esta nueva raiz, seria necesario & su vez, hacer abs—
{raccion de las dos cifras de la derecha, 82, y estraer la raiz
del mayor cuadrado entero contenido en 56.

Fstraigamos, pues, la raiz de 56: el mayor cuadrado con-
tenido en 56 es 49: su raiz es 7: escribimos 7 & la derecha
del ntmero propuesto; restamos 49 de 56; 4 la derecha del re-
siduo 7 bajamos la seccion siguiente 82 (porque tratamos de de-
terminar la segunda cifra de la raiz del mayor cuadrado conte—
nido en 5682). Separando la. ultima cifra 2 de la derecha del
782, se divide ¢l 78 por 14, duplo de la raiz antes hallada;
s obtiene ¢l cociente 5, que se escribe & la derecha del 14 ; el
mimero resultante 145 se multiplica por 5, y el producto 725
se resta de 782: hecho esto, el 75 representa el conjunto de las
decenas de la raiz del mimero 568214.

Para obtener las unidades de esa misma raiz, se baja al
lado del residuo 57 la siguiente seccion 14; se separa con una
virgula la cifra 4 de la derecha, y el mimero 571 se divide por
150, duplo de las dos cifras halladas de la raiz: el cociente 3
<o escribe 4 la derecha del 150, v el ntmero resultante 1503
se multiplica por ¢l mismo 3: el producto 4509 se resta de
5714; y entonces el niimero 753 espresa ya el nimero (otal de
decenas de la raiz buscada.

Para tener la cifra de unidades , se baja al lado del residuo
1905 la tltima seccion 44; haciendo abstraccion de la ultima
cifra 4 , se divide el 12054 por 1506, duplo de las tres ‘cifras
halladas de la raiz: resulta el cociente 8, que se escribe a la
derecha del 1506 el nimero asi formado 15068 se multiplica
por ¢l mismo 8, y el producto 120544 se resla del residuo y
de las cifras separadas, con lo cual se obtiene el residuo final 0.
Por consiguiente, la raiz pedida es exactamente 7538: para
comprobar la operacion basta multiplicar por si misma la raiz
hallada 7538.

Si han comprendido bien todas las partes del procedimien-
to antecedente, se deducira facilmente el procedimiento si-
guiente : i

Se divide el miimero en secciones de @ dos cifras, prin-
etpiando por la derecha (x1. NOMERO DE SECCIONES ES 1GUAL
AL NUMERO DE CIFRAS DE LA RATZ). Se estrae la raiz del ma-
yor cuadrado eontenido en la primera seceion de la 1zquier-
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da, que i veces solo tiene una cifra ,  se tendrd la ci fra pri-
mera de la raiz: se resta el cuadrado de esta cifra de lg
primera seccion. .

A la derecha del residuo se baja la sequnda seccion, se
separa la primera cifra de la derécha, y el nimero que
queda a la izquierda se divide por el duplo de la cifra ha~

lada de la raiz. El cociente hallado es la sequnda cifra de

la raiz, que se escribe al lado del duplo, multiplicando por
la misma cifra el mimero resullante y restando el producto
del primer residuo y de la sequnda seccion.

Al lado del residuo se baja la tercera seceion, se separa
la primera cifra de la derecha, y el mimero que queda ¢ la
isquierda se divide por el duplo de las dos cifras halladas
de la raiz: el cociente serd la tercera cifra de la raiz; se
escribe @ la derecha del divisor, y el numero resultante se
multiplica por la misma cifra, restando el producto del se-
gundo vesiduo y de la tercera seccion. Asi se conlimia has—
ta bajar todas las secciones.

Si concluidas todas estas operaciones no queda residuo al—
guno, el niumero dado es un cuadrado perfecto; st queda resi—
duo, no era el nimero cuadrado perfecto, pero se conoce en-
tonces la rais del mayor cuadrado contenido en el mimero,
0 lo que es lo mismo, la parte entera de lo raiz cuadrada
del mimero dado. El residuo debe ser (n.° 177) menor que el
duplo de la raiz hallada mas uno, pues de lo contrario estarian
mal determinadas las cifras de la raiz.
~ 180.  Proponemos para ejereicio estraer la raiz cuadrada de
los nimeros 17698349 y 698485 : los resultados son

V17698849 — 4207 ; v/698485— 835 con el residuo 1260).

Observacion primera.—En el primero de estos dos ejem-
plos, al bajar la pentltima seccion, enando se separa la pri-
mera cifra de Ia derecha, el nimero que queda 4 la izquierda
es menor que el duplo de la raiz hallada: esto indica que la
raiz buseada carece de decenas ; por consiguiente debemos po—
ner cero en la raiz, para dar 4 las cifras obtenidas SU COrres—
pondiente valor relativo.

Observacion segunda.—De la naturaleza misnda del pro—
cedimiento espuesto se infiere que el mimero de cifras de la
raiz es iqual al de secciones formadas en el nimero pro-
puesto. Pero esta proposicion pucde demostravse tambien
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priory, es decir, sin recurriv al procedimicnto empleado.

En efecto, el cuadrado de 10 2=1, 6 del nimero menor de
n cifras, es igual & la unidad seguida de 2 (n—1) 6 2n—2
ceros, y espresa el numero menor de 2n—1 cifras.

Por otro lado, el cuadrado de 102, 6 del numero menor
de (n+1) cifras, esigual 4 la undad seguida de 2n ceros y
representa el menor numero de (2n+1) cifras.

Luego todo numero compuesto de (2n—1) cifras, 6 de 2n
4 lo mas, que puede descomponerse en n secciones de & dos
cifras (una de las cuales puede tener solo una), tiene su raiz
comprendida entre 10°—1 y 101, y por consiguiente consta
de n cifras. ;

181.  Observacion tercera.—Muchas veces se conoce 4 la
simple inspeccion de un nimero entero si no es euadrado per—
fecto, cosa que puede ser il en la practica.—Hé aqui los
principales indicios.

1.° Como todo numero par puede represéntarse por 2n,
su cuadrado 4n* es esencialmente divisible por 4.

. Por consiguiente fodo nimero par que no sea divisible
por & (n.° 136) no es cuadrado perfecto. Igualmente, como el
cuadrado de un niimero impar (2n +1) es (47> +4n+1), ni—
mero que disminuido en una unidad es divisible por 4, se in—
fiere que no puede ser cuadrado perfecto el mimero impar
que disminuido en una unidad , wo sea divisible por 4.

2.° En general, lodo mimere que feniendo un faclor
primo a no es divisible por 8%, ‘no puede ser cuadrado per—
fecto. Porque la raiz cuadrada de dicho ntimero , si fuera en—
tera, solo podria tener (n.° 130) la forma an , cuyo cuadrado
a®n2 gs divisible por a?. Asi un numero divisible por 3 6 por 5,
10 podria ser cuadrado perfecto, si no es divisible por 9 6
por 25. Asi'tambien un nimero que siendo divisible por 13,
1o lo fuera por (15)2=225, no podria ser cuadrado per—
fecto. -

3. Ningun mimero terminado en una de las cifras 2,
3,7, B puede ser cuadrado perfecto. Porque en virtud de
a4 composicion del cuadrado de un nimero que consta de mas

€ una cifra (n,® 175),"las unidades simples del cuadrado, solo
Provienen del cuadrado de la cifra de unidades de la raiz; y
T%lnguno de los cuadrados de las nueve cifras termina en 2, 3,

b ) .

L° Ningun wibmero acabado en 5 puede ser cuadrado
perfecto, si no es 2 la ci fra de sus decenas. Este cardcter
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s¢ deduce tambien de la composicion del cuadrado de un ni-
mero de dos 6 mas cifras. Las dos ultimas cifras del nimerg
propuesto solo pueden provenir en este caso del cuadrado de
las unidades de la raiz; porque siendo esta 5, el duplo del pro-
ducto de deeenas por la cifra 5, es pecesariamente un ntimero
de centenas; y como el cuadrado de 5 es 25, se infiere que
las dos ultimas cifras de todo numero cuadrado euya raiz acaba
en 5, han de ser 25.

5.° Finalmente, ningun nmitmero acabado en nimero im-
par de ceros puede ser cuadrado perfecto. Esto es evidente,
porque si la raiz fuera exacta, tendria que ser un numero en—
tero seguido de uno 6 mas ceros, y su cuadrado tendria dos
veeces tantos ceros como tuviera la raiz, debiendo acabar por
consiguiente en wn nimero par deé eeros, lo cual es contrario
al supuesto.

Estraccion de la raiz cuadrada por aprozimacion.

182. Cuando un nimero entero no es cuadrado exacto de
otro nimero enlero, no puede obtenerse exactamente (n.° 176)
el valor de su raiz cuadrada; pero & lo menos es posible ha-
llarla con cuanta aproximacion sex deseable.

Antes de esponer las reglas relativas 4 la valuacion aproxi-

mada de las raices cuadradas, es necesario hacer notar que

. a_a o : 4
siendo i X 3 0 7 el cuadrado de un namero quebrado 6 frac—
£ } 1} ; a?
clopario. reciprocamente es 5 la raiz euadrada de i

Luego para estraer la raiz cuadrada de un quebrado
cuyos dos términos son cuadrados perfectos, bastw estraer
la raiz cuadrada del numerador y la del denominador, di-
vidiendo despues la primera por la sequnda. ;

Esto supuesto, propongémonos en general estraer la raiz

i1 :
cuadrada en menos de un quebrado = (véase la nota del ni—

“mero 93) @ un mimero a, entero 6 fraccionario; 6 supongamos
en otros Lérminos que se pide un nimero que difiera de la raiz

cuadrada del utamero @ en menos de una cantidad dada o
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Para conseguirlo observemos que @ puede ponerse en esta
forma
@ X n?

n2

.

Si ahora designamos por 7 la parte entera de la raiz cuadrada

de an?, este numero an? estara comprendido entre 12 y (r+1)%;
%

5 an . 1
luego tambien — estard comprendido entre

iy T i S
,n’_"z' y n2 2,
por eonsiguiente la raiz de @ estard tambien comprendida en—
2 1)2 \ ;
: ; b olra ) ; 7
tre los nismos numeros =5 ¥ mpETshies decir, entre ¥
r41 S
n :

o

. 1 :
Luego finalmente  Tepresenta la raiz cuadrada de @ en

i
menos de la fraceion .

De donde puede concluirse el procedimiento siguiente:
Multipliquese el wibmero dado a por el cvadrado de? deno-
minador n de la fraccion que determina el grado de aprozi-
macion. que. se desea tener ; estrdigase la-parte entera de la
raiz cuadrada del producto, y dividase esta parte enlera
por el mismo denominador n. AR

Sirva de primer ejemplo, estraer la’ raiz cuadrada de 59

en menos de 19 de la unidad.
Multipliquese 59 por (1212 6 144; resulta 8496; la parte
entera de la raiz cuadrada de este numero es 92.

92 : 93 : L :

Luego = 6 — es la raiz cuadrada de 59 aproximada has—
12712

1 :

ta —
12 . {
Repitamos en este ejemplo particular la demostracion ge—
neral arviba dada. A

-
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S . 59%(12)2
El nimero 59 puede ponerse hajo esta forma... W’
: : 196
o efectuando los ealeulos del numerador.. B 5 pero la raiz

cuadrada de 8496, en menos de una unidad, es 92; luego
8496 (92)? (93‘Q A
(12 ¢ AT (PR

o : f ; 2
cuadrada de 59 debera tambien estar comprendlda*enu‘e =

<

92 1
s decir, que la raiz de 59 diferira de {p €1l menos de o

: 92 93  S8A6L 8649
En efecto , los cuadrados de 17 de s o (12)2 Y(ch)y

8496
nimeros que comprenden entre si & ——< (12)? 6 959.

19’ %

. 4 221
Sirva-de segundo ejemplo el nimero misto 31 = 0 =

cuya raiz se qmere conocer en menos de — 23"

921 % (23)2
———(—j, 0 efee=

7
116909
tuando ]os célculos indicados en el numerador -—,Z——y,efec——

tuando la dmslon 16701 ,7, ntimero cuya raiz cuadrada en
menos de una unidad es 129.
129 A
Luego —o o3 O §§ es la raiz cuadrada de 31 = en menos

1
d[‘é‘g

Advertencia. En el ejemplo precedente, hemos estraido

221 :
El producto de —— por (232 es

9

la raiz de 16701 - hauendo abstraccion de los %> porque s

evidente que si 16701 estd comprendido entre los cuadrados
2

de 129 y 130, lo esta tambien 16701 =

lista observacion es aplicable & lodo:. los casos en (ue solo
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se tiene necesidad de eonocer la parte entera de la raiz cua—
drada de un ntmero misto: basta al efecto tomar en cuenta el
entero ¥ estraer su raiz en menos de una unidad.

Propondremos para ejercicio los ejemplos siguientes:

o L) A 1
\/11 == =4 o CILINENos dé -8

15 15 15

v #5977, 37 1
\/ 228 — —5 S 14 5 en menos de 7

AR TS 18 9 1

79 —_— e — e T =y
\/ i 50 8 30 8 70 &1 menos de 50"
\/7 22 1 11 s

.ﬁ_%zl—s en menos dae 30-

El artificio que sirve de base al procedimiento para aproxi-
mar la raiz cuadrada de un nimero, consiste en comprender
el mimero propuesto entre los cuadrados de dos nimeros
[raccionarios , cuyo denominador comun sea el de la frac—
cion que determing la aproximacion, y cuyos denominado-
res solo difieran en una unidad.

183. La aproximacion en decimales, que es la mas usa-
da, es una consecuencia de la regla precedente.

Para obtener la raiz cuadrada de un ntmero entero cn

A 1 1 1

1D 0 T600¢
cha regla, multiplicar el nimero propuesto por (10)2, (100)2,
(1000}2..... es decir, escribir d la derecha del mimero dos,
cuatro, seis, ocho..... ceros; estraer la raiz cuadrada del
producto en menos de una unidad, y luego dividirla por 10,
100, 1000,.....

En otros términos, escribanse ¢ la derecha del mimero
dado tantas veces dos ceros como cifras decimales se de—
seen: estrdaigase la parte entera de la raiz cuadrada del
nwevo mimero, y separese d la derecha del resultado el ni-
mero de cifras decvmales pedido. *
Sea, por ejemplo, estraer la raiz cuadrada de 7 en menos

... s necesario, en virtud de di—

B s
¢ 1000"
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Escribiendo seis ceros 4 la derecha del 7, se obtiene ¢
nimero 7000000, cuya raiz cuadrada entera es 2645: agj,
pues, 2,645 es la raiz pedida: lo cual quiere decir, que |y
raiz de 7 esta comprendida entre 2,645 y 2,646.
Advertencia. Como despues de haber escrito el nimero
necesario de ceros, se tiene que dividir el nimero en seccio-
nes de dos cifras, emﬁezando por la derecha, puede omitirse
¢l escribir los ceros de antemano, anadiendo solo una seecion
por cada cifra que se quiera ir obteniendo.
Hé aqui la tabla del calculo del ejemplo precedente:

7 2645
30.0 RT 5oL 5285
24 0.0 6 A 5
30400
3975

Luego 2,645 es la raiz pedida.
Del mismo modo se hallaria

— 1
/90 — Tl
V29— 5,38 en menos de 100

V9T — 15,0665 en menos de 10000

Observacion. La fraceion decimal procedente de la raiz
cuadrada de un niimero entero que no es cuadrado perfecto,
aunque compuesta de un nimero ilimitado de cifras, nunca
puede ser periddica ; porque si pudiera serlo, como vimos en
los nameros 159 y 160, que toda fraccion periddica equivale
4 un quebrado ordinario lvmifado, resultaria que un numero
conmensurable era igual 4 otro nimero irracional (n.’ 176, Io
cual es absurdo. :

184. Cuando es fraccionario el namero cuya raiz cuadrada
se quiere valuar en decimales, pueden presentarse dos €as0s:
o ser ya fraccion decimal el nimero propuesto, 0 ser que-
brado ordinario. Examinemos sucesivamente los dos casos.

PrivER caso.  Propongdamonos estraer la rais cuadrade
de 3,425.

Como segun la regla del n.° 182, se ha de multiplicar st
nimero por (1000)2 6 1000000, escribiremos fres ceposd St
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derecha, y despues suprimiremos la. coma. Asi se obticne
3425000, numero cuya raiz en menos de una unidad es
1849. : .

Luego 1,849 es la raiz pedida, aproximada hasta milé-
simas. ’
Recra ceNeraL. Para estraer la raiz cuadrada de una
fraccion decimal se empieza por escribir d la derecha del
miimero dado los ceros necesarios para que el mimero total
de cifras decimales sea purro del nimero de cifras deci—
males que se quieran en la raizs ; despues se prescinde de la
virgula y se estrae la raiz en menos de una unidad , sepa-
rando luego a lg derecha las cifras decimales pedidus.

Esta regla es una consecuencia del procedimiento (n.° 89)
de la multiplicacion de las fracciones decimales; pues segun di-
cho procedimiento, el cuadrado de una fraccion decimal, 6 sea
el producto de una fraccion por si misma, debe tener doble ni—
mero de cifras decimales que la raiz 6 cantidad multiplicada en
esa forma. 8

Advertencia. En el cjemplo precedente, si se pidiera la
raiz de 3,425 aproximada solo hasta décimas, bastaria mul-
liplicar el nimero dado por (10)? 6 100, corriendo la coma dos
lugares hacia la derecha; y preseindiendo entonces (Adverten—
cia del n.° 182) de la parte que queda a la derecha de la coma,
se estraeria la raiz entera de 342, que seria 18; y por con—
siguienle 1,8 seria la raiz la del nimero propuesto.
Seeunpo.caso. Para valuar en decimales la raiz cuadrada

de un nimero cualquiera fraccionario, se reduce primero
decimales por la regla del n." 91, y se continiia la operacion
hasta tener dos veces tantas cifras decimales como se quie—
ran en la raiz, operando despues como en el caso anlerior.
310

Sea, por ejemplo, esiraer la raiz cuadrada de 3

aproximada hasta centésimas.
PN R : ; 310
Convirtiendo en decimal el nimero dado, resulta —— —

13
23,8461, de donde, aplicando la regla del primer easo,

PIT e s iie

aproximada hasta cenfésimas.
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Hé aqui nuevas aplicaciones de las dos reglas precedentes:

V' 31,027 = 5,570 aproximada hasta milésimas;

4/ 0,01001 = 0,10004 aproximada hasta cten—milésimas;

13 : SO
\/2 @ — 1,693 aproximada hasta diez—milésimas;

SR . 6
\/ ﬁ=0,886‘ aproximada hasta milésimas.

-
(BSERVACIONES IMPORTANTES sobre la estraccion de la
raiz cuadrada de las fracciones. :

185. Hasta ahora hemos supuesto que en la valuacion
aproximada de las raices , se indicaba de antemano el grado de
su aproximacion, siendo consecuencias de esta hipotesis las
transformaciones que haciamos en los nimeros propuestos. Pero
hay cuestiones numéricas que no fijan por el pronto el grado
de aproximacion; y entonces es necesario al menos preparar
los nimeros de modo que pedamos despues saber claramente
el grado de aproximacion obtenido en el resultado.

Para esplicarnos mejor, propongamonos estraer la raiz

sl : : ;
cuadrada de una fraccion b cuyo denominador es un numero

primo, 6 en caso de no serlo, consta solo de factores primos
elevados 4 la primera potencia, como son los mimeros 13,
14=2xT7, y 15=3x5.

Multiplicando por el denominador b los dos términos del
ab ! ? i
jas ¥ sise dgsngna por r Ia

: ab
parte entera de la raix del numerador ab, resultard que 35 °

quebrado propuesto, se obtiene

it 1 ; r?  (p41)? :

B estd comprendido entre rY (__EE—)— Luego la raiz cuadra-
a : ; ] r o r+l

da de j estard tambien comprendida entre A L Y

Messn iy o Loes il
consiguiente - representa la raiz de - en menos de v i
)

l
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¢ir, como ya se ha esplicado, faltandole menos de % para ser
la verdadera. i

Aqui solo se aproxima-el resultado hasta %, como acabamos

de esplicar. Si se quisiera mayor grado de aproximacion, se
podria buscar la raiz cuadrada de ab aproximada hasta la frac-

1 : :
cion —, por ejemplo. (V. el'n.” 182.) Designando entonces por

¥ : ; e ; i
ﬂ—el valor de la raiz, tendriamos V'ab comprendido entre e

41 e ab 1 @ :
¥y —— ¥ por consiguiente /5 6§/ 7 estaria compren-
g i
dido entre b el

Asi pues :;_b seria el valor de \/ ; , aproximada hasta fal-

1
tarle menos del quebrado .} Dara ser la verdadera.

Propongamonos por ejemplo, la fraccion —. Este quebra-

13°
x13 , 9
d 3 RS r " ; . 2
o equivale & w—( 137 0 (———13)2 La raiz cu‘adlada de 91 es 9 en

5 . 9
menos de una unidad, luego la raiz pedida es 73, en menos de

1
1_3"'.

Si se quiere mayor grado de aproximacion , se estrae la raiz
de 91 aproximada hasta centésimas (n.” 183), que es 9,53; y
entonces la raiz buscada sera

\/?_9,53m 953 v
A s on o e

7
Advertencia. En este ejemplo al buscar la raiz de 13
15
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(
hemos hallado 1i3, es deeir, un quebrado mayor que el pro—
puesto. Y asi debia ser, porque el cuadrado de un quebrado
es el producto del quebrado por si mismo, y en la multiplica—
cion de los quebrados propios (n.° 60), siempre es el producto
menor que uno cualquiera de los factores.

El artificio de la transformacion precedente, (ue consisie
en multiplicar por el denominador los dos términos del
quebrado, tiene por objeto hacer cuadrado perfecto al deno-
minador, 4 fin de que el valor aproximado de la raiz que nos
proponemos estraer, esté representado por un quebrado exacto
y se pueda juzgar del grado de aproximacion obtenida. Ya ha-
biamos dicho (n.° 8) que no podemos formar idea clara de un

uchrado o de un niimero fraccionario , sino concibiendo la wng- .
ad dividida en un mibmero exacto de partes tgquales y to-
mando de ellas wn numero determinado.

186. Hay easos en que puede hacerse euadrado perfecto el
denominador de una fraceion sin que haya necesidad de multi-
plicar por ¢l mismo ambos términos. Tales son aquellos que-
brados cuyo denominador contiene ya desde luego algun factor
cuadrado. En este caso basta multiplicar los dos términos
del quebrado por el factor que en el denominador no es
cuadrado pefr}ecto‘

Sea, por ejemplo, el quebrado i—g

Observamos que 48 equivale & 16x 3 6 (4)*x 3; asi, pucs,

e Ak 3x3
ng;ltlphcando por 3 ambos términos, tendremos AP <GP 0

(12)2° siendo asi el denominador cuadrado perfecto.

Estrayendo ahora la raiz de 69 aproximada hasta déecimas,
8,3 , 83

U === es la raiz pe-

por ejemplo, obtenemos 8,3; lnego 13 Y 199

; : 1
dida aproximada hasta 130
A esta modificacion se refiere la preparacion que debe darse
a toda fraccion decimal cuando se le quiere estraer la raiz cua—
drada; preparacion que consiste en hacer rar (si no lo es) el
numero de cifras decimales.
Sea, por ejemplo, la fraccion decimal 5,249.
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Como el denominador de este quebrado es 1000 6 100x 10,
pasta multiplicar por 10 sus dos términos para que el denomi~
nador sea cuadrado perfector, lo cual se consigue . afiadiendo un
cero 4 la derecha del numero propuesto; asi se obtiene 5,2490.
Estrayendo ahora la raiz de 52490 en menos de una unidad,
hallamos 229 luego 2,29 es la raiz pedida aproximada hasta
centésimas.

187. Casi todos los autores, al dar cuenta de la estraccion
de la raiz cuadrada por aproximacion, sientan por principic
que para estraer la raiz cuadrada de un quebrado se esirae lo
del numerador y la del denominador. Este principio es evi—
“dente (n.° 182) cuando ambos términos son cuadrados perfec~
tos; pero deja de serlo, cuando los términos no tienen raiz cua-
drada exacta 6 son dos numeros cualesquiera. Por eso nosotros
solo hemos sentado ese principio para el caso de ser cuadrados

erfectos los dos términos. Despues hemos visto que era cierto
Fn.“s 183 y 185) en el caso de ser cuadrado perfecto solo el
denominador; y ahora podemos ya admitirle para toda es—
pecie de fracciones , sin inconveniente alguno en las aplicacio-
nes numéricas; porque en ultimo resultado para valuar la raiz
cuadrada de una fraccion, se ha de hacer siempre cuadrado
perfecto al denominador.

188. Escorio GENERAL.—Resulta evidentemente de los
principios que se acaban de esplicar, que dado un nimero en-
tero siempre puede obtenerse la espresion exacta de su raiz, si
¢l nimero es cuadrado perfecto, y si no 'lo es, un valor tan
aproximado como se quiera de su raiz verdadera: lo mismo
sucede con los nimeros fraceionarios.

Estos principios son completamente independientes del sis—
tema de numeracion que se use; es decir, que los procedi-
mientos esplicados para estraer la raiz cuadrada de los nime-
ros, tanto enteros como fracciondrios, en el sistema decimal,
serian absolutamente semejantes en otro cualquier sistema de
numeracion. Para familiarizarse con las reglas, harén bien los
principiantes en estraer raices, usando otro sistema de nume-
racion, por ejemplo, ¢l duodecimal : pronto conocerdn fue para
estraer la raiz 4 los mimeros enteros, basta observar las reglas
dadas en los n.° 179 y 183; y que para cstraer la de las frac-
ciones se han de preparar de un modo andlogo al esplicado en
lesm.s 184, 185 y 186. '

Ultimamente, es tal la naturaleza de los numeros enadra—
dos perfectos en el sistema decimal, que aun cuando se espre—
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sen en otro cualquier sistema, no dejan por eso de ser cuadra-
dos perfectos; los nimeros que no tienen raiz exacta en el sis—
tema decimal,, tampoco la tienen en cualquiera otro. Asi los
numeros cuatro , nueve, diez y seis,..., cuarenia y nueve,. ..,
noventa y uno, son cuadrados perfectos en todos los sistemas;
y los numeros dos, lres,..., siele,..., once, no tienen raiz
exacta en ninguno. Hsto procede de que la proposicion del nia-—
mero 176 esta fundada en principios demostrados (n.°s 129 y
130) independientemente de todo sistema particular de nume-
racion. ; .

§. II. Formacion del cubo y estraccion de la raiz cubica de
i los nameros.

189. Se llama cubo 6 tercera potencia de un numero el
producto de tres factores iguales al mismo nimero, y raiz ci-
bica 0 raiz tercera de un nimero, otro numero cuyo cubo es
ignal al nimero propuesto.

La formacion del cubo de un nimero entero 6 fraccionario
se reduce por consiguiente & dos multiplicaciones sucesivas, que
se efectan por las reglas conocidas.

Los cubos de los diez primeros nameros

1 280304, (55664 84193103
son respectivamenie
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.

Para formarlos se dice, por ejemplo, siendo el cubo de 7
ignal & 7x7 x 7, tendremos primero 7 X7 son 49, y 7 veces 49
son 343. Lo mismo se forman los otros.

Reciprocamente los nameros de la segunda linea, que he—
mos puesto, lienen por raices cibicas i los de la primera.

A la simple inspeccion de las dos lineas de numeros de que
nos ocupan , se conoce que entre los numeros de una, dos, 0
tres cifras, solo hay nueve que sean cubos perfectos: cada uno
de los demas tiene por raiz cubica un entero, mas una fraccion
que no puede espresarse exactamente. En efecto, admitamos
por un momento que un niimero entero N tiene por raiz cubica

! X i a ;
exacla un numero fraceionario tal como 5° seria menester que
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a
elevando este. numero - al cubo, resultira otra vez N. Pero
3

b3

a :
como siempre se puede suponer que 5 o irreducible, resulta

a a « ;
esto ¢s imposible, porque I;X ¥ X I da por resultado 0y

que @ y b son primos entre si; luego tambien lo seran a3 y*b3;
3
a ; s ol 3
luego 7 €s un numero fraccionario irreducible y no puede ser

igual al nimero entero N.

Las raices de los mimeros enteros que no son cubos exac-
tos de olros mimeros enleros no pueden sequn esto obte—
nerse exactamente , y son por lo tanto nimeros IRRACIONALES
¢ INCONMENSURABLES (n.” 176). .

190. Asi como para descubrir el procedimicnto de la es—
traccion de la raiz cuadrada de un mimero entero cualquiera,
hemos tenido precision de apoyarnos en la espresion del eua—
drado de un binomio (a+0), es decir, en la espresion del
cuadrado de la suma de dos cantidades, asi tambien para la
estraccion de la raiz cibica, es indispensable conocer la com—
posicion del cubo de la misma suma (a+0).

Ya encontramos (n.° 177) que

(a+b) 6 (a+d) (a+b)=a*+2ab+ 2.

Si ,multipliéambs por (a-+b) este o yonp e
primer resultado, segun la regla es- at+b
tablecida (n.° 112) para la multipli- 431 942} + 2402
cacion de un polinomio por otro, y  +a?h+ab*+0b?
hacemos la reduccion de términos . g3+ 3a2 + 3ab®+ 03
semejantes, obtendremos

(a+bpP=ad+3a*h+ 3ab®+ b3,
Hagamos en esta formula b=1,"y se convertira en
(a+1)p=a*+3a*+3a+1;
de donde se deduce
(a+1)P—ad=3a2+3a+1;
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lo cual nos.dice que la diferencia entre los cubos de dog
nimeros cualesquiera que difieren en una wnidad , es igual
al triplo del cuadrado del menor, mas el triplo del mis—
mo menor, mas la unidad.
Asi, la diferencia entre el cubo de 90 y el de 89 es igual 4

3% (89)%+3x89+1=24031.

Por esto podra juzgarse cuanto difieren entre si dos cubos
perfectos consecutivos, cuando sus raices tomadas en la série
natural de los nimeros son algo considerables.

191. Busquemos ahora un procedimiento para estraer lg
raiz cubice de los nidmeros enteros.

Por lo pronto, si el nimero no tiene mas de tres cifras,
su raiz se obtiene inmediatamente por medio de la sim-
ple inspeccion de los cubos de los nueve primeros niime—
ros naturales. Asi, la raiz cibica de 125 es 5; la raiz cubica
de 72 es 4 y una fraccion, 6 4 en menos de una unidad; la
raiz cibica de 841 es 9 en menos de una unidad, puesto que
841 cae entre 729, cubo de 9, y. 1000, cubo de 10.

Consideremos, pues, ahora un nimero de mas de tres
cifras.

Sea, por ejemplo, 103823 el niimero propuesto.

-1U?,823 ? A

64 £
308,23 )48 © g RIS
: 48 AT

384 329
192 - 188

2304 9909

48 &7
18432 C 15463
9216 . 8836
110592 103823

Halléndose el nimero dado comprendido entre 1000, cubo
de 10, y1000000, cubo de 100, su raiz cibica se compon—
_ drd necesariamente de dos cifras , es decir, de decenas y uni-
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ilades. Designemos por @ lag decenas y por b las unidades; ten-
dremos (n.° 190) , :

103823;—*(a+b)3__—a3+3agb+ Sab? + bs.

Donde se ve que el cubo de un nimero compuesto de de—
cenas y unidades contiene el cubo de decenas, mas el triplo
del producto del cuadrado de decenas por uvnidades , mas el
triplo del producto de decenas por el cuadrado de unida-
des , mas el cubo de unidades.

Esto supuesto , no pudiendo el cubo de decenas dar* unida-
des de orden inferior 4 los millares, se infiere que no forma—
rén parte de el dicho cubo las tres tltimas cifras & la derecha
del namero dado: de modo que el cubo de decenas se hallara
precisamente cn las cifras 103 (que separamos de las otras por
medio de un punto). Siendo 4 la raiz del mayor cubo contenido
en 103, sera 4 la cifra de las decenas de la raiz buscada; por-
que 103823 estd comprendido en 64000 6 (40)* y 125000, 6
(50)?; luego la-raiz eonsta de 4 decenas, mas cierto nimero de
unidades menor que diez. '

Hallada ya la cifra de decenas, restemos su cubo 64 de
103 : nos queda 39, que seguido de la seccion 823, di 39823:
este resultado contiene todavia el triplo del producto del cua-~
drado de decenas por unidades , mas las otras partes antes
enunciadas. Como el cuadrado de un numero de decenas no
puede dar unidades de orden inferior al de centenas, se infiere
que el triplo del producto del cuadrado de decenas por unida—
des solo puede hallarse en el 398 y no en las cifras 23 de de-
cenas y unidades (que separaremos con un punto). Acqui pode-
mos formar el triplo del cuadrado de las 4 decenas, lo cual
da 48; luego si dividimos 398 por 48, el cociente 8 serd la
cifra de las unidades de la raiz 6 un nimero mayor; porque
las 398 centenas contienen, ademdis del triple producto del
cuadrado de decenas por unidades, las cenlenas procedentes
de las otras dos partes del cubo. Para comprobar si la cifra 8
es la verdadera, se podrian formar, como en la raiz cuadrada,
con ella y con la cifra 4 de decenas, las tres-partes que entran
en 39823; pero en general suele ser mas sencillo elevar el 48
~al cubo.

Hecha esa elevacion se obtiene 110592, mimero mayor que
103823 ; por consiguiente la cifra 8 es demasiado grande. Le
rebajamos una unidad , y formando el cubo de A7, obtenemos
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103823 ; luego el nimero propuesto es un cubo perfecto, cuya
raiz es 47.

Advertencia. No se puede empezar por buscar la cifra e
- las unidades , porque las decenas y aun centenas (n.’ 189) que
han podido resultar de su cubo, se encuentran confundidas cop
las procedentes de las otras partes del cubo. _

ropongamonos ahora estraer la raiz cibica de 47954.

- A7.954 | 36 36
27 57 A5 136
209 - 216

108

1296
AT954 36
46656 7776
1298 3888
: 46656

Hallindose comprendido el nimero 47954 entre 1000 y
1000000, su raiz cubica debe estar comprendida entre 10 y
100; de modo que tendra decenas y unidades. El cubo de las
decenas esta en los 47 mallares; y probariamos facilmente como
en el ejemplo anterior que 3, raiz del mayor eubo contenido en
A7, espresa dicho numero de decenas. Restando de 47 el cubo
de 3, que es 27, obtenemos el residuo 20: bajando & su lado
la cifra 9 de la seccion 954, tenemos 209 cenlenas, que son el
triple producto del cuadrado de decenas por unidades, mas
las centenas procedentes de las restantes partes del cubo. Lue-
g0, si formamos el triplo del cuadrado de las 3 decenas, que
son 27 cenfenas, y dividimos el 209 por 27, el cociente 7
sera la cifra de unidades 6 un ndmero mayor. Para comprobar-
lo, elevamos al cubo el 37, y obtenemos 50653, namero mayor
que 47954 ; luego la cifra 7 es demasiado grande: formamos,
pues, el cubo de 36, y obtenemos 46656, numero que, res—
tado de 47954, dé el residuo 1298. Por consignicnte el ni-
mero propuesto no es cubo perfecto; y su raiz aproximada en
menos de una unidad es 36. En efecto, la diferencia entre el
nimero propuesto y el cubo de 36, es, como acabamos de ver,
1298, ntimero menor que 3% (36)243 x 36+ 1 [diferencia en-
re (36) y (37)3], puesto que en el discurso de la operacion he-
mos visto que solo el tiplo del cuadrado de 36 valia ya 3888.



e iy

DE ARITMETICA. 233
192. Propongémonos ahora estraer la raiz cibica de un ni-
mero de mas de seis cifras , por ejemplo, de 43725658,

43.725.658 | 352

27 97 35 352
167 _ 35 352
1’25 704
43725 B Lis0
42875 4238 1056
T 8506 35 123904
6125 7 362
43725658 : 3675 247808
43614208 12875 649520
Residuo... 111450 SN2
13614208

Cualquiera que sea la raiz buscada, tiene necesariamente
mas de una cifra; y se puede considerar compuesta de unida—
des y decenas solamente (advirtiendo que las decenas podran
constar de varias cifras). ‘

El cubo de decenas da 4 lo menos millares, por consi-
guiente se encuentra en la parte del nimero que estd 4 la iz—
quierda de sus tres primeras cifras 658. Ahora digo yo que si
estraemos la raiz del mayor cubo contenido en 43725, consi-
derado como unidades simples , tendremos el namero total de
las decenas de la raiz buscada. En efecto, sea @ la raiz del ma—
yor cubo contenido en 43725; se infiere desde luego que la
raiz_pedida tiene al menos un numero « de decenas, pues
a® %1000 puede restarse de 43725000, y d fortiori, de
43725658, Pero la raiz no podria tener (a-+1) decenas; por—
que siendo (@ +1)3 mayor que 43725, es claro que (a+1)° %
1000 escedera 4 43725000 al menos en wn millar, y por tan—
to-es mayor que 43725658. Luego finalmente la raiz pedida
consta de un nimero ¢ de decenas, mas un nimero de unida—
des menor que diez. -

- Con esto queda ahora la cuestion reducida & estraer la raiz
c}lbic;\ de 43725; pero como este namero tiene mas de tres
cifras, su raiz tendra mas de una, de modo que constard de
decenas y unidades. Para obtener las decenas debemos separar
las tres Qltimas cifras, 725, y estraer la raiz cabica del mayor
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cubo contenido en 43. (Bien se comprende lo que deberia ha-
cerse si este nueyo numero tuviera mas de tres cifras:) :

El mayor cubo contenido en 43 es 27, cuya raiz es 3, ci-
fra que espresa el namero de decenas de la raiz de 43725 (5
el de centenas de la raiz total). Restando de 43 el cubo de 3,
que es 27, obtenemos el residuo 16, 4 cuyo lado debemos ha-
jar la primera cifra, 7, de la seccion siguiente 725, obteniendo
asi el numero 167.

Formando el triplo del cuadrado de las 3 decenas, hallamos
97 millares; y si dividimos 167 por 27, el cociente 6 serd la
cifra de unidades de la raiz 43725, 6 un numero mayor. Fa-
cilmente se comprueba que es en efecto mayor; ensayaremos
por consiguiente el 5, elevando 35 al cubo: obtenemos 42875,
“_numero que restado de 43725, da el residuo 850. (Este residuo
es evidentemente menor que 3 X (35)° 4+ 3% 35+ 1, porque solo
el cuadrado de 35, como en el ejemplo de arriba se ve, es igual
4 1225.) Luego 35 es la raiz del mayor cubo contenido en
A3725; luego 35 es el mimero total de las decenas de la rais
buscada. , :

Para obtener las unidades, se baja al lado del residuo 850
la primer cifra, 6, de Ia seccion siguiente 658, lo cual dd 8506:
se forma ademas el triplo del cuadrado de las 35 decenas (lo
cual es facil, porque en la comprobacion de la cifra anterior se
formo va el cuadrado de 35); despues se divide 8506 por dicho
triplo, que es 3675: el cociente es 2, que se ensaya elevando
al cubo el nimero 352 asi se obtiene 43614208, nimero me-
nor que el propuesto. Restindole de este, se obtiene el residuo
111450. Tuego 352 es la raiz ctbica de 43725658, en menos
de una unidad. ]

ReGra GENERAL.  Para estraer la raiz cubica de un -

mero entero, se divide el mimero en secciones de d tres
cifras, principiando por la derecha, hasta que solo que-
den d la izquierda una, dos 6 tres cifras & lo mas (BL
NUMERO DE SECCIONES ES IGUAL AL NUMERO DE CIFRAS DE LA -
rA1Z); Se estrae la raiz cubica del mayor cubo contenido
en la primera seccion de la izquierda; restando despues
dicho cubo de la misma seccion, al lado del residuo s¢
baja la primera cifra de lo sequuda seccion, y el niime-
ro resullante se divide por el triplo del cuadrado de la ¢i-
fre hellada de la raiz: el cociente se eseribe @ la derecha
de"dicha raiz, y se eleva al cubo el mimero que forman am-
bas cifras: si el cubo resultante es mayor que las dos pri=
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qieras seccLones ‘det numero propuesto,. se rebajan al cocien-
1o una 6 mas unidades hasta oblener un cubo que pueda res-
tarse de las dos Jmmems secciones; hecha la sustraccion,
se baja al lqdo el resto la primera cifra de la tercera sec-
cion, y el mimero asi formado se divide por el triplo del
cuadrado de las dos cifras halladas de la rais; el co-
ciente, si no es demasiado grande, serd la cifra tercera
de lo raiz, y clevando al cubo el nimero formado por las
dos cifras halladas vy el cociente, el resultado podrad res—
tarse del conjunto de las tres primeras secciones. Hecha
esta nueva sustraccion, se baja al lado del resto la pri-
mera cifra de la cuarta seccion, continuando la misma
série de operaciones hasta bajar la ultima seccion.

Observacion. Muchas veces en el discurso de la opera—
cion, sospechando que uno de los cocientes es mayor de lo de-
bido, le rebajamos una 6 mas unidades; y luego al elevar al
cubo la raiz_hallada y restar del conjunto eorrespondiente de
secciones del nimero dado, podemos obtener un residuo que
nos parezca escesivamente grande, haciéndonos por consiguien-
te creer que hemos rebajado demasiado la cifra 0 cociente an—
tedicho. Para asegurarnos entonees de la verdad, veremos si el
residuo es igual 0 escede ¢ la suma del triplo del cuadrado
de la raiz halleda , mas el triplo de la misma raiz , mas
_ umo; y si asi fuera, deberian aumentarse una ¢ mas unidades
al ultimo cociente.

A continuacion ponemos algunos ejemplos para que sirvan
de ejercicio: . )

3. =
V483249 —178 , quedando el residuo 8697.

3
v 91632508641; 4508, con el residuo 20644129.

3
V' 32977340218432 = 32068, exactamente,

193. Estraccion de la raiz cubica por aproximacion.
Cuando el ntimero. propuesto 1o es el cubo de otro niimero en—
tero, el procedimiento enseiiado nos di solamente la parte en—
tera de la raiz. Ya vimos en el n.° 189, que era imposible ob—
tener exactamente la fraccion que debe completar la raiz halla-

a; pero eso no obstante podemos obtener una fraceion que di-
fiera de aquella en una cantidad menor que cualquiera otra dada,
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por pequeiia que sea , siguiendo una regla andloga & la del ny-
mero 182. . 3
Propongamos , en general , estracr la raiz cibica o ler—
cera de un mimero a (entero 6 fraccionario), aprozimada has-

1
ta faltarle menos del quebrado — para ser la verdadera.
13
El nimero @ puede ponerse bajo la forma

5y side-
nd > Y de

signamos por r la raiz ctbica del mayor cubo contenido en an?,
- 3
' 3 ) an® ., ;
en menos de una unidad , el numero a0 @ estard com-

3 3
: b b S
prendido entre PR (—ﬂa)_

prendida entre las terceras raices de esos dos numeros, es de-

3
; luego tambien v'¢ estard com-

; Goanotik 3 r : :
cir, entre —y ; luego finalmente s la raiz pedida en

1
menos de —.
n
Asi, pues, para estraer la rais tercera de un mimero en
: L = ,
menos de una fraccion cualquiera 7 8¢ multiplica el mime-
tpar el cubo del denominador n; se estrae la raiz enfera

70
del producto, y el resultado se divide por el mismo de-
nominador n.

' 1
Ejemplo. Se pide la raiz cibica de 15, en menos de Y
Tendremos 15 x 128 =15 x 1728 —25920. La raiz cibi-

: 5
ca entera de 25920 es 29. Luego la raiz pedida es & 6 Rz

12’ 12
: : 8 489
Sea tambien estraer la raiz cubica de 37 13° 0 3 en

1
menos de 50"

489
Tenemos ——- % (20)* =

A89%x 8000 3912000 .
13

13 PR ¥

; Gag)
300913 13



DE ARITMETICA. 237

1 -
La raiz ctbica entera de 300913 3’ 0 de 300913, que es
(T s B ;
lo mismo en este caso, es 67; luego 50 ¢ 3 30° es la raiz pe—

; o
dida, en menos de 50"

Del mismo modo hallariamos
3

\/;_72;312_3§ 4 D
__20__ Q"(i_ 5,enmenos EQ_O'

3
st 11 1
‘\/23 §:ﬁ:2 13 en menos de EL
3

5 26 13 1 i
————— en menos de ==.

r ik N 30
194. La aproximacion en decimales es una consecuencia de
la regla precedente.

3
Propongdmonos valuary/25 conmenos de 0,001 de error.
Para esto es menester (n.° 193) multiplicar 25 por el cubo
de 1000, que es 1000000000 escribiremos, pues, nueve ce—
ros 4 la derecha del 25, y tendremos 25000000000. La raiz
ciibica entera de este ntmero es 2924 ; lnego 2,924 seré la raiz

1 A
cibica pedida, con menos de 1000 de error, 0 en menos de

0,001. .

En general, para valuar en dectmales la raiz cibica de
un mimero entero, se escriben @ la derecha del mimero tan—
tas veces TRES ceros como cifras decimales se quieran en la
raiz - se estrae la rais cubica entera del resultado, y 4 la
derecha de esta raiz se cortan con una virgule las cifras
decimales pedidas.

Advertencia. No es necesario escribir desde el principio
todas las secciones de ceros: se pueden ir escribiendo & medi-
da que se van necesitando, como se hizo en la raiz cuadrada
(n.° 183).

195.  Caando el nimero propuesto es fraceionario, hay que
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considerar dos casos: 6 el numero dado es decimal , 6 es que~
brado comun.

PriMer caso.  Sea estraer la raiz cibica de 3,1415, ¢en
b 1
menos de —oo- |
Como en virtud de la regla del n.” 193 se ha de multipli~
car el numero_por (100)%, 6 1000000, basta evidentemente es-
cribir dos ceros 4 la derecha de 3,1415, suprimiendo despues
la virgula, lo cual da 3141500. La raiz ctbica entera de este
numero es 146; luego 1,46 es la raiz pedida, en menos de
0,01 de error, :
Si se quisiera en la raiz otra cifra decimal, bastaria afadir
a la derecha del resto obtenido una nueva seccion de fres ceros,
procediendo despues segun costumbre. _

Regra cewerar. Para estraer la raiz cibica de una frac—
cion decimal con determinado grado de aproximacion, hdgase
de modo (escribiendo 4 la derecha de la fraceion un nimero
conveniente de ceros) que el mimero de cifras decimales sea
TRIPLE del mimero Jc cifras que se quieren en la raiz;
se suprime la virgula; se estrae la raiz cibica entera del
nimero resultante, y @ la derecha de esta raiz se separa
el nimero pedido de cifras decimales.

Sueunpo caso.  Cuando se trata de un nimero fraccionario
comun ;. se. reduce primero 4 decimales (n.° 91), continuan-
do la operacion hasta tener en el cociente TRES VECES {an-
tas cifras decimales como se quieran luego en la raiz:
despues se procede como en el caso anterior.

Hé aqui nuevas aplicaciones :

g0 .
V'79=4,2908, aproximada hasta diez-mildsimas.

V'3,00415 = 1,4429, aproximada hasta diez-mildsimas.
3
/v/0,00101 ==0,10, aproximada hasta centédsimas.
3
/14 , G
55 =0,824, aproximada hasta milésimas.

196. Observqﬁon sobre la estraccion de la raiz cibi-
ca de las fracciones.
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Siempre que se ha de estraer la raiz eubiea de una fraceion,
y no s fija de antemano el grado de aproximacion, conviene
hacer sufric al nimero dado ciertas transformaciones, como en
Ja raiz cuadrada (n.° 185).

@
Sea —

b
ro primo, 0 un producto de factores primos elevados & la pri—
mera potencia.

Empecemos por hacer cubo perfecto al denominador, mul-
tiplicando por b2 los dos términos de la fraccion, que entonces

el nimero propuesto, suponiendo que b s un nime-

ab? : iy S
s 5 Designando por r la parte entera de la raiz cubica de

; abd o G
ab?, se reconoce facilmente que ==, 0 7, esta comprendido

FRR A Taldnad _ ;
enlre 35 ¥~ auego §/ 7 estard tambien comprendido

oA A e @
entre 7y o, luego 7 la raiz cubica de 7 €on menos er-

1
ror que el designado por el quebrado 7

Si se quisicra mayor exactitud , seria preciso busear un va-
b 3

. 3 :
lor mas aproximado de vab?, y dividir el resultado por b.

Cuando el denominador b contiene factores que son cubos
perfectos y otros que son cuadrados perfectos, ¢s mas faeil la
preparacion de la fraccion.

i oL I

Sea, por ejemplo, la fraccion S

Kl nimero 360 es igual (n.° 144) & 2.3%.5; luego si se mul-
tiplican los dos términos de la fraccion por 3% 5%, 675, la frac-
._cion podra ponerse hajo la forma

113x75 8475
23 x 3 % 5 St L
Estrayendo la raiz cubica entera de 8475, lo cual da 20, se
20 ', 2 i ; : 1
enchentra 75 ,.0.35*ue serd la_raiz pedida, con menos de 30
de error.
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La regla de la estraccion de la raiz cubica de las fraceiones
decimales puede considerarse como un caso particular de estg
ultima transformacion.

Para que el denominador de una fraccion decimal sea cubo
per fecto, es decir, sea igual 4 (10)3, (1000)%,...., es necesario
hacer multiplo de tres el nimero de sus cifras decimales,
escribiendo & su derecha un numero conveniente de ceros.

En fin, todo cuanto se ha dicho en los n.% 187 y 188, so-
bre la raiz cuadrada de los niimeros, se aplica igualmente 4 la
raiz cubica, y en general 4 las raices de cualquier grado.

Sin embargo, en estos Elementos no podemos nosotros es—
poner los procedimientos de la estraccion de las raices de un
grado superior al tercero, porque estan sus reglas fundadas en
la composicion de las potencias de un binomio, y la férmulg &
ellas relativa exige para su.completo desarrollo conocimientos
bastante estensos de Algebra. Esto no obstante, en el altimo ca-
pitulo de esta obra daremos un método abreviado para estraer
las raices de todos los grados.
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JAPITULO VI,

————

Aplicaciones de las reglas de Aritmética. — Teoria de las
razones y proporciones.

197.  Introduccion. Despues de haber esplicado los pro-
cedimientos relativos 4 las diversas operaciones de la Aritméti-
ca, nos queda por cumplir una tarea bastante dificil, que es la
de instruir 4 los principiantes en la resolucion de toda’especie
de cuestiones relativas & los nimeros.

Se distinguen dos géneros principales de cuestiones, los
teoremas y los problemas. -

nos podemos proponer el demostrar la existencia de cier-
tas propiedades pertenecientes & nimeros conocidos y dados, en
cuyo caso la cuestion toma el nombre de teorema. El capitulo V
ofrece una multitud de cuestiones de este género; los principios
relativos 4 la divisibilidad de los nameros, las propiedades de las
fracciones decimales periddicas y las fracciones continuas, son
otros tantos teoremas. ;

O bien nos proponemos determinar ciertos niimeros por el
conocimiento de otros, con los cuales tienen relaciones indica—
das en el enunciado; y entonces es un problema lo que se quie—
re resolyer. Tales son las cuestiones que hemos presentado en
el curso de los dos primeros capitulos, como aplicaciones de las
diversas reglas de Aritmética.

Pero se presentan @ veces problemas mas complicados, cu-
vos enunciados son tales, que cuesta algun trabajo el descu—
brir y delerminar la séwie de operaciones que deben efec—
tuarse con los nimeros conocidos y dados , para illegar al
conocimiento de los mimeros buscados ; esla determinacion
constituye lo que se llama andlisis 0 resolucion del problema.

Existe, sin embargo, cierta clase de problemas para: cuya
resolucion pueden darse reglas fijas y seguras: tales son los

16
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que dependen de la teoria de las razones y proporciones, Pop
consiguiente es natural empezar por el desarrollo de esta teoria,
que 4 causa de sus numerosas aplicaciones, debe considerapse
como una de las mas importantes de la Aritmética.

§. I. De las razones y proporciones.

198.  Ya dijimos (n.° 1) que no hay magnitud absoluta; que
para formarnos idea de mna magnitud‘cualqulerq, es preciso
compararla con otra convenida de la misma especie, que puede
tomarse arbitrariamente ¢ en la naturaleza. El resultado de Ia
comparacion es lo que hemos llamado numero.

Pero si en lugar de comparar una cantidad con su unidad,
queremos comparar dos cantidades cualesquiera de igual espe-
cie, lo cual equivale 4 comparar los dos numeros que las es—
" presan, el resultado de la comperacion conslituye entonees [
razon de dichos dos numeros. La palabra razon en Matemati~
cas significa la idea que nos formamos de una cantidad, por
medio de otra con la cual se compara, y que debe ser esencial-
mente de la misma especie.

En este sentido, un mimero es la espresion de la razon
entre una cantidad y su wnidad.

En general hay dos modos de comparar entre si dos can-
tidades.

O bien queremos saber en cuanto escede la mayor 4 la me-
nor; y el resultado se obtiene restando la menor de la mayor.

O hien se quiere saber cudintas veces contiene una 4 otra,
lo que se hace dividiendo la primera por la segunda.

Asi, sean 24y 6 los dos naméros que se quieren comparar,

2%
Tenemos 20—6—=18, y i T

El resultado de la comparacion por sustraccion es 18; y el
resultado de la comparacion por division es 4.

Para distinguir estas dos especies de razones , se acostum—
braba antiguamente llamar 4 la prithera razon aritmética y 4
la segunda razon geoméirica. En el dia, con mejor acuerdo,
suprimidas esas denominaciones, se llama la primera razon por
diferencia, 6 simplemente diferencia, porque es el resultado
de una sustraceion; y la segunda razon por cociente, porque
su objeto es ver cudntas veees eontiene una cantidad 4 otra, 6
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simplemente razon, por ser la que con mas frecuencia 6 casi
siempre ocurre.

Por ejemplo, en la teoria de los numeros complejos , la ra-
zon de la unidad principal de cierta naturaleza ¢ una de sus
subdivisiones, 0 la rason de dos subdivisiones entre si,
no es mas que el namero de veces que una de ellas contiene &
1a otra. En la comparacion del nuevo Sistema de pesos y medi- -
das con el antiguo, la razon del metro @ la vara, yla de la
vara al metro, la razon del kildgramo a la libra, y la de la
libra al kildgramo, son nimeros enteros ¢ fraccionarios pro—
cedentes de la division de dos numeros, que en unidades de la
misma especie, espresan las medidas que se comparan.

Asi, pues, en adelante cuando nos servimos de la palabra
razon, significamos el resultado o cociente de la division de
dos mumeros; y si queremos espresar que hemos comparado
centre si dos nimeros por sustraccion, usaremos la denomina-
cion de razon por diferencia, 6 simplemente de diferencia.

En toda razon, ‘sea por cociente, sea por diferencia, se dis-
tinguen dos férminos, que son los nimeros que se comparan:
El término que se enuncia 6 se escribe primero se Hama anfe=
cedente, y el otro consecuente.

199. Cuando dos razones por diferencia son iguales, el con-
junto de los cuatro términos que las constituyen se llama equi-
diferencia, por ser la espresion de dos diferencias iguales. gAn—
tes se Hamaba proporcion aritmética.) ;

Por ejemplo, sean los cuatro nimeros 12, 5, 24, 17; como
la 'diferencia entre 12 y 5 s 7, y la diferencia entre 24y 17
es tambien 7, se dice que estos numeros forman una equi-dife—

© renciz, que se-escribe asi:

12050 24, 17,

colocando wn punto entre el primero y segundo término, dos

puntos entre el segundo y tercero, y un punto entre el tercero
¥ cuarto.

La equi-diferencia se enuncia de la manera siguiente :
12es a5, como 24 es 4 17;

lo cual quiere decir que 12 escede @ 5 én tantas unidades como
2k escede 4 17.
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Tambien se puede escribir de este otro modo, en virtod de
las notaciones antes admitidas :

12~ 5—24—17.

Los términos primero y tercero, 12 y 24, se llaman ante—
cedentes de la equi-diferencia; el segundo y el cuarto, 5y 17,
se llaman consecuentes: estas denominaciones estan conformes
con las dadas 4 los términos de la razon por diferencia.

Los términos primero y cuarto, 12 y 17, se llaman tam—
bien estremos; el segundo y tercero, 5y 24, se llaman medios.

200. Cuando dos razones por cociente son iguales, el con-
junto de los cuatro numeros que las constituyen se llama pro-
porcion (antes se llamaba proporcion geométrica; podria lla—
marse equi-cocienfe; pero esta generalmente adoptado el nom-
bre de proporcion).

Sean, por ejemplo, los cuatro nimeros 15, 5, 36, 12; la
razon de 15 4 5, ¢ el cociente de 15 por 5, es 3, lo mismo que
la razon de 36 4 12; por consiguiente esos cuatro numeros for-
man una proporcion , que se escribe asi:

15:5::36 : 12,

colocando dos puntos entre los niimeros primero y segundo,
cualtro entre el segundo y el tercero, y dos entre el terceroy
el cuarto.

Se enuncia la proporcion del mismo modo que la equi-di-
ferencia: 15 es d 5, como 36 es a 12: lo cual significa que 15
contiene @ 5 tantas veces como 36 4 12; y por consiguiente
puede escribirse de esta otra forma:

15 36
Bl 2;

Las denominaciones de los términos son las mismas que en
la equi-diferencia. !

Asi, 15 y 36 son los antecedentes ; 5y 12 son los conse-
cuentes: 15 y 12 los estremos; 5 y 36 los medios de la pro—
poreion.

Las equi-diferencias y las proporciones, en especial estas
ultimas, gozan de muchas propiedades que esplicaremos suce—
sivamente.
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De las equi-diferencias.

901. Se llama equi-diferencia (n.° 199) la espresion de la
igualdad de dos diferencias.

PRrOPIEDAD FUNDAMENTAL. En foda equi-diferencia la
suma de los términos estremos es igual G la swng de los
términos medios.

Sea la equi-diferencia

457 a9 0455
tenémos evidentemente
11 +15=T7+19.

Mas para darnos cuenta de esta propesicion de un modo ge—~
neral , observemos que si los consecuentes fueran iguales  sus
antecedentes, y se tuviera, por ejemplo,

; 1AL 019 . 19
la proposicion seria manifiesta.

Para presentar en este estado & la equi-diferencia dada ar-
riba , basta aumentar & cada consecuente la diferencia 4. Pero
por esta adicion hemos aumentado claramente 4 uno de los me-
dios y 4 uno de los estremos en la misma cantidad 4; luego la
suma de los medios y la de los estremos han recibido el mismo
aumento & la vez. Luego si despues de recibir este aumento son
las dos sumas iguales , antes tambien debian serlo.

L G D

Observemos ademds que , si los cuatro nimeros. no. forméi-
van equi-di ferencia , seria necesario para hacer los consecuen-
tes 7 guales 4 los antecedentes, aftadirles cantidades diferen—
fes; y como despues de esta adicion resultarian iguales la suma
de estremos 'y la suma de medios , podriamos con justicia infe-
rir que antes de tal adicion eran desiguales dichas sumas.

Luego, si cuatro nimeros, enunciados en cierto orden, 0
eséritos en la misma linea, forman equi-diferencia, la suna
de los estremos es igual @ la suma de los medios.

~ Reciprocamente, si la suma del primer término 1y el ul—
timo es iqual a la del sequndo y el tercero, 0 si la; sume de
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los estremos es igual d la suma de los medios, los cuatro nij-
meros forman wna equi-diferencia, en el drden en que estay,
enunciados 6 escritos. Porque si no forméran equi-diferencia, la
suma de los estremos, segun acabamos de ver, no serfa igual &
la de los medios, lo cual es contrario al supuesto.

Advertencia.  Puede suceder que los antecedentes sean me-
nores que los consecuentes, como-en la equi-diferencia

9.14: 18 ..23.

Pero los razonamientos serian iguales 4 los del caso ante—
rior: hastaria anadir 4 los dos antecedentes la diferencia co-
mun 3; lo eual equivaldria 4 anadir el mismo nimero 4 la suma
de los estremos y 4 la suma de los medios.

Veamos ahora con qué precision se’ aplican las notaciones
algebrdicas @ la propiedad precedente y & su reciproca.

Sean cuatro nimeros a, b, ¢, d, que suponemos formar en-
tre si una equi-diferencia.

Tendremos, pues,

gobiz end;

0 bien tambien 0—b=—p= .

Esto supuesto, anadamos & los dos miembros de esta igual-
dad la suma b4+d, y tendremos

ca—b+btd=c—d+b+d,
o reduciendo, a+d=—=c+b;

luego la suma de los estremos a y d es igual 4 la suma de
los medios ¢ y b.
Reciprocamente, sean cuatro nimeros a, b, ¢, d, tales que

a+d=c+b; :
restemos b+d de los dos miembros de esta igualdad, y ten—
dremos
a+d—b—d_—“=b+c-fb—d,
0 reduciendo, 4—b=c—d,

o finalmente , a\ b o
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Luego, estos cuatro mimeros formun una equi-di fe—

rencia cuyos estremos son los dos términos de una de las
sumas, y los medios los términos de la otra.

902. = ConsecveNciA. Resulta de la propiedad precedente
que, conociendo [res lérminos de una equi-diferencia, se
obtendrd el cuarto, si es un estremo, restando de la suma
de los medios el estremo conocido, y si es un medio, res—
tando de la suma de los estremos el medio conocido.

Asi, pues, sea la equi-diferencia :

93 .11 :49 .2
: Ry ol . ;
(designando 2 ¢l término desconocido). :
Como, en virtud de la propiedad fundamental, tenemos

o+23 =11+49,
resulta e=11+49 —23=37;
lo cual da ‘ 23 .11 49. 37.

Del mismo modo en la equi-diferencia

, 1. 25 TapihIT8 2
tenemos ae4+25=31+178;
de donde 2=—381+78—25=84,
y por consiguiente, 31 L9250 84 . T78.

9203. Algunas veces se presentan equi-diferencias cuyos tér-
minos medios son iguales, y que por eso se llaman equi-dife—
eias continuas (6 proporciones aritmélicas conlinuas).

Por ejemplo, -
27 .39 :39 .51

es una equi-diferencia continua.

Como en este caso el duplo de uno de los medios' debe ser
igual 4 la suma de los estremos, en virtud de la propiedad ar-
riba demostrada, resulta que esle medio es igual @ la semi-
suma de los dos estremos.

Asi, en la equi-diferencia

93 .z .49

49+23
Lenemos o R T 36.
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Este valor de @ es lo que se llama wn medio diferencial

(6 medio proporcional ariimético) entre los nimeros:23 y 49,
204. Hé aqui algunas otras propiedades de las equi-dife-
rencias: -

Se pueden aumentar ¢ disminuir los dos antecedentes,
awmentar ¢ disminuir los dos consecuentes, aumentar 6 dis-
manuir los dos primeros términos o los dos wliimos en ung
misma canfidad , sin que deje de existir la equi-diferencia.

En efecto, es evidente que por medio de estas diversas trans-
formaciones se aumenta 6 disminuye en un mismo numero la
suma de los estremos y la suma de los medios; por consi-
guiente no se altera la igualdad gde las dos sumas; y lo mis—
mo sucede con la equi-diferencia, en virtud de la recipro-
ca de la propiedad fundamental. ’

Tambien puede invertirse el orden de los eslremos, &
el de los medios, & poner los medios en lugar de los es—
tremos y viceversa, sin alterar la equi-diferencia: porque es
evidente que despues de esas variaciones la suma de los es—
tremos sigue siendo igual a la de los medios.

En general, toda transformacion ejecutada con una equi-
diferencia no la destruye, mientras deje la suma de los es-
tremos igual 4 la de los medios. ,

Pero es indtil insistir mas en ias propiedades de las equi—
diferencias, porque son de escasisimo use.

Pasemos 4 las propicdades de las proporciones propia—
mente dichas, 6 sea de las proporciones geométricas.

De las proporciones.

205. Se entiende (n.° 203) por proporcion la espresion de
la igualdad de dos razones & cocientes.

Cuando cuatro nimeros estan en proporcion, la razon co-
mun que existe entre los dos primeros numeros y entre los dos
ultimos puede ser, 6 un nimero entero, 6 un nimero fraceio—
nario, 6 un quebrado propio.

Sean, por ejemplo, las proporciones

1852 G D8 s R
1250 e d6 27,
5':12:: 20 : 48.

En la primera, la razon comun es 3; en la segunda tene—
i ? 9 2
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12 36 :

mos g =gz =37
cialmente fraceionario.

]uego la razon comun €s un numero esen—

-

Gt on foot t B i aindo T &
Eﬂ n, en la ercera tenemos !18_12’ Supl‘lmlen 0 el fac-

: SR : a5
tor 4 comun 4 los dos términos ; luego el quebrado propio e
2
es la razon comun. :
PropIEDAD FUNDAMENTAL. En foda proporcion el pro—
ducto de los estremos es iqual al de los medios.
En efecto, esta propiedad seria evidente si en lugar de una
proporcion tal como :
18 : 6 :: 24 : 8,

tuviéramos una euyos antecedentes y consecuentes fueran res—
pectivamente iguales, como esta: °

18 : 18 :: 24 : 24,

Para reducir 4 este estado la primera proporcion, basia
evidentemente multiplicar cada consecuente por la razon comun

- 3; pero, haciendo esta multiplicacion, multiplicamos por un

mismo nimero un medio y un estremo; luego tambien resultan
multiplicados por un mismo nimero el producto de los medios
v el de los estremos; y como son iguales los productos resul—
tanles; se infiere que. tambien lo eran los primitivos.
; o Lo GoD. D.

Observemos ademds que, si los cuatro numeros. no forméi—
ran proporcion, serfa necesaric, para hager los consecuentes
iguales 4 los antecedentes, fhultiplicar cada uno de estos por
un ntmero distinto, que espresira la razon del primer término
al segundo, 6 la del tercero al cuarto; y como despues de esta
multiplicacion serian iguales el producto de estremos y el de
medios, se infiere que estos productos eran desiguales antes de
la multiplicacion. :

_ De donde puede concluirse, que si cualro nimeros enun—
ciados ¢ escritos en cierfo drden forman proporcion, el pro-
ducto de los estremos es igual al de los medios.

Reciprocamenite , si el producto de los dos términos es—
tremos es igual al de los medios, los nimeros forman una
proporcion en el drden en que estan enunciados 6 escritos.
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Porque si no hubiera proporcion entre los cuatro nimeros, el
producto de los estremos, segun acabamos de ver, no seria
igual al de los medios, lo cual es contrario al supuesto.
Apliquemos las notaciones algebréicas 4 la demostracion de
esta propiedad y de su reciproca.
Sean cuatro nimeros @, b, ¢, d, en proporcion, €s decir,
tales que den la proporcion

: @b cyd,

o lo que es lo mismo, la igualdad

=
=~ B

Multipliquemos por bd los dos miembros de esta ignaldad,
y tendremos : :

abd c_b(i
P Ty
o reduciendo ad — cb.

TLuego, el producto de los estremos , ad, ¢s igual al de
los medios, ¢b. ‘ ,
~ Reciprocamente, sean ecuatro numeros a, b, c, d, ta-
les que

axd=—cxb;
dividamos los dos miembros de esta igualdad por bd ; tendremos

axd L exb
bxdacin 1hxd?

o suprimiendo los factores comunes,

a C
b d’
es deeir, o s, e

Luego los cuatro mimeraos forman wne proporcion cuyjos
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estremos son los factores de uno de los dos productos, y
cuyos medios son los factores del otro. _
206. Consrcurncia.—De esta propiedad fundamental se
deduce que, conociendo tres términos de una proporcion,
para obtener el cuarto, si es un estremo, se debe dividir el
producto de los medios por el estremo conocido; v si es un
medio, se debe dividir el producto de los estremos por el
medio conocido.
Asi, sea la proporcion

18 024 02 < p:
como tenemos
18— 94 %!

resulta
IAXT2

lo cual da la proporcion
8¢ 243572196

207. Puede suceder que los dos medios de una proporcion
sean iguales cntre si, como en esta :

Dt s 1201146

¥ entonees la proporcion se llama continua. En este caso el
producto de los medios equivale al cuadrado de uno- de ellos,
¥ por consiguiente este cuadrado es igual al producto de los
estremos: luego cada uno de los medios equivale & la vaix
cuadrada del producto de los estremos.

Sea, por ejemplo, la proporcion 50 : 112 : 8, siendo
el término medio desconocido de una proporcion confinua;
tendremos

03% S 50)( 8=400 >
de donde se deduce

7=y E00=20:
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lo cual da la proporcion

50.; 202 2. % 8.
Sea en general la proporcion

el pa T
resulta
gP=axb,
de donde :
r=\axb.

Este valor de  es lo que se llama un medio proporcional
entre los dos mimeros a y b.

208. OTrAS PROPIEDADES.—Se pueden mulliplicar ¢ di-
vidir los dos primeros términos, 0 los dos 4ltimos de una
proporcion por un mismo nimero, sin alterar la proporcion.

En efecto, la razon entre los dos primeros términos ¢ los
dos ultimos, no es mas (n.° 198) que el cociente de una divi-
sion, cuyo dividendo y divisor son respectivamente el antece-
dente y el consecuente, y ya se sabe que no se altera el valor
de un cociente, cuando se multiplican por un mismo nimero
los dos términos de Ia division.

Tambien se puede multiplicar ¢ dividir los dos anie-
cedentes, multiplicar ¢ dividir los dos consecuenles por un
mismo niumero, sin alterar la proporcion.

Porque en estas transformaciones se multiplican siempre &
se dividen por un mismo nimero uno de los estremos y uno de
los medios de la proporcion; por consiguiente el producto de
estos debe quedar igual al producto de aquellos; condicion su—
ficiente para que subsista la proporcion, segun prueba la re—
ciproca de la propiedad fundamental. .

Tambien se puede’, como en la equi-~diferencia, inverlir el
orden de los estremos y el de los medios de una proporcion,
o bien poner los medios en lugar de los estremos y viceversa,
sin que deje de existir proporcion entre los cuatro términos.

Por ejemplo, de la proporcion 36 :12:: 75125,
se deducen sucesivamente,

1.° Cambiando los medios..... 36 9512 2%
2.°  Cambiando los estremos.... 25 : 12, 75;:,36;
3.° Poniendo los medios en lu-

gar de los estremos y viceversa.... 127588 25 g,
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La razon comun cs diferente en cada una de esas propor—

ciones: asi se ve que es 3 en la primitiva, o5 en la primera

] 25 12 1 {
derivada, The la segunda, y 35 03 en la tercera. Pero sin

embargo existen las proporciones, porque & pesar de esas mu—
danzas, siempre es el producto de los medios igual al de los
estremos.

Advertencia. Los antiguos autores de Geometria designa—
ban con los nombres de alternar, invertir, permutar, ete.,
las diversas transformaciones que se dan & los términos de una
proporeion.

Las propiedades siguientes se usan continuamente en la
Geometria, y merecen toda la atencion de los estudiosos.

209. Primera rropipap. —En toda proporeion, la suma
6 la diferencia de los dos primeros términos es al segun-
do término, como la suma 6 la diferencia de los dos ulti-
mos es al cuarto.

Asi, en la proporcion

224045 15,
sumando tenemos

o |
o
+
o
=

22870454+ 15: 15,
~y restando '
72—24 ¢ 24 11 A5—15 1 15,

proporciones que pueden: comprobarse facilmente.

Para darnos cuenta de esta propiedad de una manera ge-
neral, observemos que afadiendo 6 restando & cada antece-
dente su consecuente, no hacemos mas que aumentar ¢ dis—
minuir una unidad 4 cada una de las razones; y como esfas
eran antes iguales, tambien lo serdn despues.

De la proporcion
T2==24 1 24 1. 45145110
(== se enuncia mas ¢ menos),

cambiando de lugar los medios, se deduce (n.” 208)

T2 =24 ; 4521818401155
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pero tenfaimos AL G v b
o bien T2 34500 94 <45

luego, como dos niimeros iguales & un tercero, son iguales en-
tr¢ si, tendremos tambien

T2 =24 ~ AR L5599 A5
obien, | T2o=94 7945215 A5

Luego tambien puede decirse que en toda proporcion, la
suma o la di[erencz‘a de los primeros términos es al pri-
mero, como la suma ¢ la di ;}e}rencia del tercero y cuarto es
al tercero, enunciado que seria facil comprender en uno solo
con su apalogo anterior.

210. 'Secunpa propIEDAD. —En toda proporcion, la suma
6 la diferencia de los antecedentes , es d la suma o la di-
_ ferencia de los consecuenies, como uno cualquiera de los
anlecedentes es & su consecuente.

Volvamos & tomar la proporeion anterior

72940 AR 15,
v mudando de lugar los medios, tendremos

T2 e e

.

-, Nada nos impide aplicar & esta yiltima proporcion la propie-
dad, del nimero precedente; hecho lo enal, resultard

¥ T2 =451 45 1 94 =15 : 15,
y muc‘ando de lugar los medios,

T2 45124 =15 1 45 :15, 6 272 : 24,

Esta proporcion, enunciada en lenguaje ordinario y compa-
rada con la proporeion 72 : 24 :: 45 : 15, demuestra eviden—
temente la proposicion enunciada.
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Si en la proporcion

72 ==lib: 24 == 157450 15

se consideran primero los dos signos superiores y luego los in—
feriores, se deduce sucesivamente:

T2 4+ 45 24 415 45 15;
72— 45 24— 15 :: A5 15;

de donde, & cansa de la razon comun, se deduce
724+ 45:28 41572 — 45: 24 — 13,
6 hien, mudando de lugar los medios ,‘
T2 A5 T2 A5 O 150 20— 15;

es decir, que en toda proporcion, la suma de los antecedentes
es @ su diferencia, como la suma de los consecuentes es d su
diferencia. ;

211. CoNSECUENCIAS DE ESTA PROPIEDAD. 1.° Sea una sé-
riec de nimeros, a, b, ¢, d, e, [, g, h, 1, k,...., tales que
tengamos IS G
gitibbieol:od, wseinfis g 10k iy, g

digo que en estw séiie de razones igquales, la suma de todos
los antecedentes a, ¢, ¢, g, i,.... es ala suma de lodos los
consecuentes b, d, £, h, K,.... como un antecedente cual-
quiera es @ su consecuente. .

En efecto, las dos pri-
merag PazoNes. . i@ e b d
dan, en virtud de la pro-
piedad precedente....... a+ec¢:b+diie: d;
pero como tenemos. .... ¢ :diie:’f,
resulta, .ol o el s WA e
de donde, aplicando &
esla nueva proporeion la
misma propiedad........ a+ec+e:b+d+fie: f;
pero tambien tenemos... e : fiig: h;
luego. . ooveveiiiiincees atete: brd+fig
Y por consiguiente. ..... ate-dtedg:brd+frhg:h;
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y asi sucesivamente, cualquiera que sea el numero de las razo-
nes iguales. :

: Fo ety s By
2.° Sean dos fracciones iguales, 19 355 hacemos la sy-

ma de los numeradores y luego la de los denominadores,

10 3
resulta un nuevo quebrado — , tqual & cada uno de los pro-

15°
puestos.

B 22
En efecto, la igualdad‘ﬁzg, equivale. & la proporcion

o i I e B
de donde, aplicando la propiedad anterior, resulta

84+2:12+3::8:12::2:3;

L M el |

Lo mismo sucederia si se hallara la diferencia de los nume-
radores y se partiera por la diferencia de los denominadores.

Las transformaciones que se refieren 4 las propiedades pre-
cedentes, se llamaban antes componer y dividir.

212. TERCERA PROPIEDAD. Si fenemos un wimero cual-
quiera de proporciones, y despues de haberlas colocado unas
sobre otras , las multiplicamos ordenadamente , los produc-
fos vesultanies forman tambien proporcion.

Sean, por ejemplo, las tres proporciones

Bl DR D
7:15::28: 60,
40 : 12 :: 530 : 15;

\

de su definicion resulta, que pueden ‘escribirse de este olro
modo :
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e
8 - 32
710
15 60
A0 50
120

Multiplicando ahora estas ignaldades miembro & miembro,
vesultaran necesariamente productos iguales. Efectuando pues
esta operacion por la regla de la multiplicacion de los quebra—
dos (véase el n.” 59), tendremos :

3x Tx40 %12x28x50_n
8% A5%12 " 32601

de donde 3X7x 40 8x 15 12:: 12x 28 x 50 32X 60x 153,
O efeetuando los ealeulos, .

840 : 1440 :: 16800 : 28800.
ek U

Facilmente puede comprobarse la exactitud de esta ultima
proporcion: porque dividiendo los dos 1iltimos términos sucesi-
vamente por 10 y por 2, resulta

840 : 1440 :: 840 : 1440,

proporcion evidente que se llama proporcion idéntica.
Adveriencia. Es de notar que en virtud de las operaciones
que acaban de efectuarse, (e razon comun de la proporcion
840 .
precedente , que es a0 > &S igual al producto de las fres

razones de las proporciones dadas.

las tres razones de las proporeio—

210
360 °

7 10
Asi, siendo =, =, —
MY BadnT 3y

nes dadas, serd su producto que suprimiendo el factor 30

-

17
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e
[} . . r P, 1 .
comun 4 los dos términos, se reducird 4 o’ resultado & que

viene & parar tambien la fraccion suprimiendo en sus

840
1440 °
dos términos el factor comun 120.

af a0y
La razon — , que procede de la multiplicaciou de otras va-
12 qUep P

rias razones, se llama entre los aritméticos razon compuesta.

213.  CowsrcueNncias DE EsTA pRoPiEDAD. 1.° Cuando
cuatro mimeros forman proporcion, la forman lambien sus
cuadrados , sus cubos, y en general sus potencias de un
mismo grado. :

Para darnos cuenta de esta consecuencia, hasta observar
que, en virtud de la propiedad precedente, si se multiplican
ordenadamente varias proporciones semejantes, el producto
serda tambien una proporcion. =~

2.° Reciprocamente , s cuatro mimeros forman propor-
cion , la forman tambien sus raices cuadradas y cubicas , y
en general sus raices del-mismo grado.

Sea la proporcion

@ ()

abucid, 60 —=-.

biaeid

A a ¢ 5 !
Como las dos razones -, 7 Son iguales , sus raices cua-

b
dradas lo serdn tambien; tendremos pues

Vi=ye.

. Pero sabemos que para estraer (n.° 187) la raiz cuadrada
de un quebrado, se ha de estraer la raiz cuadrada del numera-
dor y la del denominador, lo cual da,

Jo e \/?_\/z, :
Vi=mVi—=
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Mg ob whes
luego — =
: \ viod
o bien Va Vb sve Vid .

El razonamiento seria analogo si se tratara de fa raiz cabi-
ca O de cualquiera otra, partiendo siempre del principio gene—
ral que para estracr de un quebrado wna vaiz de un grado
cualguiera, se ha de estraer la raiz del numerador y la del
denominador, dividiendo la primera por la segqunda.

214.  Observacion. Caando los mémeros a, b, ¢, d, no
son cuadrados perfectos , las cantidades Ve N85 Vén Vi
son mimeros irracionales; v la proporcion de arriba se verifica
entonces entre numeros incommensurables: de modo que nos
vemos precisados 4 considerar entre nimeros inconmensurables
razones que en general son tambicn ineonmensurables; pudién-
dosenos por consiguiente preguntar con justicia si & proporeic-
nes de esta especie pueden aplicarse todas Ias propiedades has-
ta aqui demosiradas.

Para conocer que es afirmativa la respuesta, basta recordar
que en los n.* 182 y 193 dijimos que todo nimero irracional
puede siempre reemplazarse menfalmente por un numero frac—
cionario exacto que solo difiera del nimero propuesto en una
cantidad tan pequena como se quiera, y que por consiguiente
puede tomarse tan estremadamente pequena, que no se pueda
percibir el error cometido en despreciarlas. Hecho esto asi en
el caso presente, las razones dadas entre los niimeros irracio—
nales, vendran 4 resultar existentes entre los conmensurables
sustituidos, y ya se les podran sin dificultad aplicar todos los
razonamientos anteriores.

Respecto de las razones existentes entre nimeros fracciona-
rios exactos, es ficil conocer, en virtud de la regla de la divi-
sion de los quebrados, que pueden siempre reemplazarse por
razones entre numeros enteros.

: ; 3,9 :
Por ejemplo, como Ia razon de mdqes el cociente de la
i 3 > g ey S LT e
division de z por =, serd igual (n.° 62 X2, 085,08

decir, & la razon de 33 a 35.
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Del mi d T4 cqigual #2522 g
el mismo modo, la razon de g % 53 es.1gual a 81520

bien & la razon de 161 & 120.

Asi, pues, todas las propiedades demostradas anteriormen—
te acerca de las proporciones, suponiendo que sus términos son
numeros enteros, se verifican siempre cualquiera que sea la
naturaleza de los mismos.

§ 1L De la Regla de tres y de las reglas que dependen de ella.

215.  En aritmética se llama regla de t(res simple aquella
operacion por cuyo medio', dados tres términos de una pro-
porcion , se determing el valor del cuarto término descono-
cido. Ya espusimos anteriormente (n.° 206) el medio de obte-
ner dicho cuarto término, y asi para resolver una cuestion de—
pendiente de la regla de tres, toda se reduce a formar la pro-
porcion que indica el enunciado del problema, como vamos a
ver en los ejemplos siguientes. .

Priver EsgMeLo. Se pide el precio de 384 Kildgramos
de un género cualquiera, suponiendo que 25 kilogramos
del mismo han costado 650 reales.

Analisis del problema. Supuesto que 25 kilogramos han
costado 650 reales, es claro que 2, 3, 4.... veces mas kilo—
gramos, deben costar necesariamente 2, 3, 4... veces mas di-
nero. Por consiguiente, los dos nimeros de kilogramos estan
en la misma razon (ue sus precios, y por lo tanto hay propor—
cion entre ellos.

Luego, si designamos por « el precio desconocido de los
384 kilogramos , tendremos la proporcion

95 kil. : 384 Kkil. :: 650 rs. : a:

-

de donde (n.” 206)

| 384x 650 249600 :
e e e SauaRR ) 20

lo cual nos dice que el precio de los 384 kilogramos son 9984
reales.

Advertencia. En este ejemplo se-podria simplificar la ope-
racion, ohservando que los dos antecedentes de la proporcion
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de arriba son divisibles por 25; suprimiendo este lactor co—
mun, resulta

1:384 ::26:2;
de donde x = 384 x 26 = 9984.

Nunca deben despreciarse estas simplificaciones cuando por
fortuna llegan & presentarse.

SEcuNDo EyEMPLO.  Por A3 varas, 2 palmos y 3 pulga
das de cierta obra, hemos pagado TA3 reales y 15 mara—
vedises : queremos saber cudnto deberemos pagar por TT va-
ras , 2 palmos , T pulgadas de la misma obra.

Es evidente que aqui tambien hay proporcion entre los dos
numeros fraccionarios de vara y sus precios respectivos.
Sea , pues, & el precio pedido; tendremos la proporcion

A3 var. 2 pal. 3 pul. : 77 var. 2 pal. 7pul. :: T43rs. 15mrs. 2.

Por medio de las reglas establecidas para el caleulo de los
nimeros complejos, podriamos formar el producto de los dos
medios y dividirle por el estremo conocido ; pero se abreviaran
considerablemente los calculos, reduciendo a su especie infe—

“rior, y pot consiguiente & pulgadas, los dos antecedentes que
representan unidades de la misma naturaleza. Asi obtenemos la
nueva proporeion

1569 p. : 2797 p. :: T43 rs. 15 mrs. @ 2. g

Con esto solo tenemos ya que efectuar la multiplicacion de
un nimero complejo por un entero, y la division del producto
resultante, por otro numero entero, lo cual es mucho mas sen-
cillo.

Kl producto de 743 reales, 15 maravedises’ por 2797 es

igual 4 2079404 reales 33 maravedises. Dividiendo este pro—
629

ducto por 1569, resulta el cociente 1325 reales 10 156y e

ravedises, que es el numero buscado.

Este ejemplo es el tmico que propondremos de numeros
complejos, pues se ve cudn facilmente se convierten en opera—
ciones de nameros enteros. Téngase siempre presente que para
esto basta reducirlos 4 su especie inferior, en particular los dos
primeros términos de la proporcion, que siempre son de la mis—
ma naturaleza.
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« Tercer rinmero, = Sabemos que 135 hombres han gas-
tado 20 dias para hacer cierta obra: queremos saber cudn-
los dias gastaran 300 hombres para hacer la misma obra.

Andlisis.  Si un nimero dado de hombres ha necesitado 20
dias para hacer una obra, es claro que otro mimero de hom-
bres 2, 3, A...., veces mayor, debe gastar 2, 3, 4,...., ve-
ces menos tiempo, siendo todas las demas eircunstaneias igua—
les; luego tanlas cuantas veces esté el primer numero de hom-
bres, 135, contenido en el segundo, 300, otras tantas el ni-—
mero de dias necesarios al segundo nimero de hombres, es de-
cir, el nimero huseado @ estara contenido en el numero 20 de
dias necesarios al primer niimero de hombres.

Tendremos. pues la proporcion

135h. : 300 h ;s ¢ d. £ 20 d.

O poniendo los medios por estremos y vice-versa, es decir, in-
virtiendo 4 fin de poner & # en cuarto término, tendremos

300 : 435 :: 20 2

135 x 20. - 2700 i
de donde sale ' o= 300 300 =— 9 dias.

(En la proporcion pueden suprimirse, 1.° el factor 15 co-
mun 4 los dos primeros términos, 2.° el factor 20 comun
4 los dos antecedentes: asi queda la proporcion1:9::1:x2,
de donde #==9.) ' '

216.  Observaciones sobre las razones divectas ¢ in-
versas. :

Esta es la ocasion de fijar las ideas de los principiantes
sobre el sentido de ciertas demominaciones muy usadas en el -
lenguaje matematico. -

Las cuestiones que dependen de una regla de tres simple,
contienen siempre en su enunciado cuatro nimeros, dos de una.
especie y dos de otra. De ellos tres son conocidos y uno des—
conocido, con la circunstancia singular de que cada nimero de
la segunda especie esta intimamente unido & uno gde la primera,
en virtud de las condiciones del enunciado.

Asi, en el primer ejemplo de arriba, dos de los cuatro ni-
meros vepresentan pesos, y los otros dos sus precios respecti-
vos. El precio del primer peso esta ligado a él, y puede por
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consiguiente llamarse su término correspondiente. Del mismo
modo estan ligados el segundo peso y su precio respeclivo,
y pueden Ilamarse términos correspondientes.

En el segundo ejemplo, dos de los cuatro nimeros es—
presan longitudes, y los otros dos los respectivos precios de
dichas longitudes. Cada uno de los precios se llama tambien el
término correspondiente  la longitud por él valuada.

Finalmente, en'el tercer ejemple se consideran dos ntme—
ros de hombres y los dos ntimeros de dias empleados respecti—
vamente por cada uno de ellos' en hdacer una misma obra. El
namero de dias gastados por el primer nimero de hombres es
el término correspondiente & este primer namero; y el segin-
do niimero de dias es el correspondiente del segundo niimero
de hombres.

Esto supuesto, se dice que hay relacion direcia entre los
dos niimeros de la primera especie ¥ los otros dos de la segun—
da,.6 bien, que son directamente proporcionales los dos ni—
meros de la primera especie 4 los dos de la segunda, cuando
despues de haber visto que forman proporeion, se ohserva que
cada numero aumenta 6 disminuye al aumentar ¢ disminuir su
correspondiente. Entonces uno de los términos de la primera
especie y su correspondiente de la segunda deben formar los
dos “antecedentes de la proporeion; mientras el otro térmi-
no de la primera- especie y su correspondiente de la segunda
forman los dos consecuentes: de modo qué un término de la
primera especie con su correspondiente de la segunda “forman
un medio y un esiremo , y el otro término de la primera espe-
¢ie con 'sw correspondiente forman el ofro medio y el olro es-
[remo. ;

Al contrario , hay relacion inversa entre los cualro mime-
ros, 6 bien, los dos niimeros de la primera especie Son inversa
6 reciprocamente proporcionales & sus correspondientes,
euando al aumentar un término disminuye su correspondiente
y viceverse. Entonces un término de la primera especie y su
correspondiente deben formar los dos esiremos; y el otro tér-
mino de la primera especic y su correspondiente deben formar
los dos medios. -

Volviendo 4 las proporciones de los tres ejemplos ya espli-
cados, se ve facilmente que en las dos primeras hay rela—
¢ton directa entre los cuatro numeros, es decir, que los
nimeros de peso ¢ de longitud son directamente proporcio-
nales & los dos precios respectivos; pero en el tercer ejem-
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plo se ve que hay relacion inversa, o bien, que los dos
numeros de hombres son reciprocamente proporcionales i
los dos numeros de dias (*).

El anilisis del problema hace conocer siempre si la re-
lacion es directa 6 inversa; para lo cual, justificada ya la
proporcionalidad, basta saber si al aumentar 6 disminuir una
de las cantidades de la primera especie, aumenta tambien ¢
disminuye su correspondiente; 6 si por el contrario, al au-
mentar 6 disminuir upa cantidad de la primera esgecie, dis-
minuye 6 aumenta al revés su correspondiente. En el pri—
mer caso, la relacion es direcla; en el segundo, inversa;
es decir, que los dos numeros de la primera especie son re-
ciprocamente proporcionales 4 los dos de la segunda, sus
correspondientes. :

Tambien se dice que en el primer caso cada cantidad de
la primera especie esta en razon directa de su correspon~
diente, y que en el segundo esta en razon inversa.

Por ejemplo, el precio de una mercancia estd en razon
directa del nimero de unidades de la misma, porque cuanlas
mas unidades haya de ella, tanfo mas dinero valen: al con-
trario, el numero de dias necesarios 4 cierto namero de hom—
bres para hacer una obra, estd en razon inversa del numero
de hombres ; porque cuanfos mas hombres haya , tantos me-
nos dias necesitan. ' ,

217. Estas locuciones, aunque viciosas, son muy usadas
en Matemdticas. Asi, al hablar de dos quebrados que tienen
igual denominador, decimos que estan en razon directa de
sus numeradores ; y si tienen igual numerador , decimos que
estan en razon inversa de sus denominadores.

Para interpretar estas dos espresiones, consideremos pri-

mero los dos quebrados 15 19 que ticnen el mismo deno—
minador.
Evidentemente tenemos la proporcion

7_11“7.11 ”
1—2-'1—2'.. % 3

{(*] Mauduit , uno de los mejores autores de Aritmética, esel  *
que ha propuesto las denominaciones de relacion directa v rela-
10N TIVeTSi. ; :
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porque la segunda razon no es mas. que la: primera multi
plicada por 12.

7
Pero el quebrado TRAL numerador 7 forman los dos

'

b

. 11
antecedentes, mientras el quebrado o y su numerador 11

forman los dos consecuentes; luego los dos quebrados son

directamente proporcionales & sus numeradores, 0 estan en

razon directa de sus numeradores.
15 15 ;

Sean ahora los quehradosQ_S, 3¢ due Uenen ¢l mismo

=

numerador. !
Tenemos por lo pronto la proporcion

15,15 11
7336 1" 93, 361
#
cuya segunda razon no es mas que la primera dividida por 15.
Pero si multiplicamos los dos términos de la segunda razon
por 23 x 36, tendremos, hecha la reduccion,

15 15 :
o b 1233

o

y como vemos que el quebrado ; y su denominador 23 for—

15 ) 8
man los estremos, y que el quebrado 3¢ ¥ U denominador 36
forman los medios , inferimos que los dos quebrados son reci-
Procamente proporeionales & sus denominadores, 6 bien que
estan en razon inversa de sus denominadores.

Ya en otro lugar (n.° 45) habiamos visto que un quebrado
¢s lanlo mayor, cuanto mayor es su numerador, permanecien-
do sin mudanza el denominador ; y (que por el contrario , un
quebrado es tanto menor, cuanto mayor es su denominador,
permaneciendo sin mudanza el numerador.

~ Hemos creido deber estendernos bastante en estos princi—
Plos, porque en la practica hemos visto que los jovenes se equi-
vocan en la resolucion de las cuestiones relativas a las propor—
ciones por falta de nociones suficientes para plantearlas.
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218. Al resolver una cuestion dependiente de una regla de
Ires, es costumbre hacer de modo que el término desconocid
(quede por cuarto término de la proporcion.

Para conseguirlo, se empieza por escribir la razon de los
dos términos de la especie de la incognita. En seguida, habien-
do de antemano determinado por el andlisis del problema, si Ja
relacion entre los cuatro nimeros es directa 6 inversa, se co-
loca la otra razon 4 la izquierda de aquella, de modo que e
término correspondiente & @ sea el primer medio 6 el me'mer
eslremo , segun sea directa 6 inversa la ‘relacion. (Véase ol
n.% 216.)

Cuarto E3EMPLO. Se supone que A5 obreros han hecho
280 metros de mamposteria; y se quiere saber cudnlos me—
tros de la misma obra hardn 76 lombres en el mismo tiempo.

Sea z el ndmero de metros buscado : empezaremos por es—
el rafiofc Rt e s SRl Gl el s (U0 N aB 01 s
en seguida observaremos que la relacion es directa, pues
cuantos mas hombres haya, mas metros de pared haran: lue— ®
go, siendo @ un consecuente 6 un estremo, su correspondiente
76 debe ser el primer consecuente 6 primer medio, y tendremos

45:76::280 : z;

76 x 280

de donde se saca m:T=472 m., 89, valor aproxi-

mado hasta centésimas.

Quinro tiemMero.  La tripulacion de un bugtie tiene vive-
res solo para 20 dias ; y sin embargo , ha de pasar todavia
en el mar 35 dias sin poder tomar mas provisiones. Se
pregunta cudnto debe rebajarse la racion diaria acosium—
brada de cada indivilluo.

AnALzsis. * Sea 1 la racion ordinaria d¢ cada individuo, y
 la racion que debe darsele dtendidas Ias circunstancias del
caso: es claro que esta nueva racion debe ser dos veces, tres
veces,... menor respecto de la primera, si el nimero de dias
que han de durar los viveres es dos veces, tres veces,... ma— -
yor. Asi, pues, las dos raciones son inversamente proporciona-
les & los dos niimeros de dias.

Luego, si escribimos la razon § Bk

el nimero 35 correspondiente 4 #, debe formar el primer es—
tremo, puesto que z es ¢l segundo: se escribira por consiguiente
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3545 2020

dedondc —— =1

= 3

de modo que la racion de cada individuo en este caso debe re—
ducirse 4 los ;1 de la racion ordinaria.

Olra solucion. Puede llegarse al mismo resultado sin re-
currir 4 las proporeiones y de un modo mas sencillo.

Admitamos por un momento que solo queda para cada indi-
viduo una racion ordinaria que debe repartirsele en los 35 dias:

. i ¢ i, bl
¢s visto que entonces la razon diaria se reduciria & 35 de la

racion acostumbrada; pero como segun ¢l enunciado, hay 20
raciones para cada individuo, se infiere que la racion actual
deh ! 20,4 - |
che ser 5= x 20,6 3%,

219. Regla de tres compuesta. Asi se llama la operacion
por cuyo medio se determina el cuarlo término de una propor-
cion procedente de la multiplicacion de dos ¢ mas propor—
ciones.

Sesto rsEmeLo. 20 (rabajadores han gasiado 18 dias
en hacer 500 metros de cierta obra; se quiere saber cudn-
tos dias gastardan 76 trabajadores para hacer 1265 metros
de la misma obra.

Andlisis. Este enunciado nos hace considerar tres razo-
nes, 4 saber; la razon de los dos mimeros de trabajadores, la
de los dos mimeros de dias y la de los dos nimeros de metros.
Pero para simplificar la cuestion y reducirla 4 las cuestiones
precedentes , supondremos por lo pronto que las dos companias
de trabajadores, tienen que hacer la misma parte de obra de—
signada 4 los primeros, es decir, 500 metros. Entonces la cues-
tion se convierte en esta: 20 trabajadores han gastado 18
dias en hacer 500 mefros de ciert@obra; se quiere saber
cudntos dias gastardan 76 trabajadores para hacer la mis—
ma obra.

Aqui hay evidentemenle proporcion (con relacion nwersa)
entre los dos niimeros de trabajores y los dos niimeros de dias.
Designando , pues, por @, no el numero de dias correspon-

.4 : 2
es decir, = de la racion ordinaria. *
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dientes al primer enunciado , sino el que se busca en virtud
del nuevo enunciado, tendremos la proporcion
76 NS BAr  (L).

De esta proporcion podriamos sacar el valor de 3 pero
pronto compren(i)eremos que el hacerlo seria trabajo inutil. Bas-
ta razonar sobre z, considerandole como ya conocido por la
proporcion. f

Observemos ahora que , siendo x el niimero de dias nece-
sario 4 los 76 trabajadores para hacer 500 metros , solo nos
falta saber cudnfos dias necesitarian los mismos para hacer
los 1265 metros.

Siendo aqui uno mismo el nimero de trabajadores, es cla-
ro que si han de hacer dos veces, tres veces,... mas obra, gas-
tardn dos veces, tres veees,.... mas dias; por consiguiente, hay
proporeion (con relacion directa) entre los nimeros de metros
y los numeros de dias, y si designamos por 2’ (que se enuncia
aprima) el numero de dias buscado (que ya es la incognita
del problema propuesto en el primer enunciado), tendremos la
1ueva proporeion 3 '

500" 1265 @ vall.n (2).

(500 y 2 forman un estremo y un medio, porque la relacion es
directa.)

Multiptiquemos ahora ordenadamente las dos proporeio—
nes (1) y (2), y resultara (n.° 213)

76 x500:20x1265:: 18 x 2 1 x'xX 2!,
~ 0 suprimiendo el factor z, comun & los dos ultimos términos,

76 % 500 : 20 x 1265::18 : 2.

20 %1265 %18 187 i
TTTeX500 —11d. 190 cerca de 12 dias.

Luego ' —=

Pasemos i otro ejemplo mas complicado.

Skerivmo EigMpLo. D00 hombres, trabajando 12 horas
diarias , han gastado 57 dias en abrir un canal de 1800
melros de largo, T metros de ancho y 3 de hondo: se quie-
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e saber cudntos dias gastardn 860 hombres trabajando 10
horas diarias , para abrir olro canal de 2900 metros de lar-
go, 12 de ancho y 5 de hondo, en un terreno tres veces mas
duro que el prinero.

Hé aqui el cuadro de los calculos cuya esplicacion daremos
en seguida:

860 homb. : 500 homb. :2 57 dias : 2 dias... (1),

10 hor. - 19 hor. $sanib Shg]. bl (2),

1800 met. larg. : 2900 met. larg. :: 2’ 111l IR (3;,

w mekianchiniyls 12 metoaneha tOSE™ 015 saplllonn (4),

3 met. hond. : Semetabondsiswsie ek @00 (0),

1 dureza i 3 dureza sl ¥ 6. X6

860x 10x1800x 7% 3x1:500x 12x2900%X12x5%3::57:X;
500%x12x2900% t2x5% 357 Hii g

dedondes X = — g G003l O 301 G-

Andlisis. En el enunciado de arriba distinguimos dos par—
tes principales : la primera comprende los nimeros .

500hom.,12h.,57 (i.,18{i0 m.lar., 7m.anc., 3m. hon., 1 dur.;
y la segunda los nimeros
860, 10 X 2900 12 5 3.

(Como suponemos que el segundo terreno es {res veces mas di-
ficil de cavar que el primero, podemos representar por 1 la
dureza de este y por 3 la de aquel, como aqui se ve.)

Hemos designado por X el nimero de dias buscado.

Esto supuesto, empecemos por admitir que es una misma
la obra que han de hacer las dos compaiias de trabajadores,, 'y
que todos trabajan un mismo numero de horas diarias.
- Como en este caso cuantos mas (rabajadores haya, menos
tiempo han de gastar, hay relacion inversa entre los dos ni-
meros de trabajadores y los dos nimeros de dias. Designando,
pues, por # el nimero de dias necesario & los 860 hombres
para abrir el primer foso, siendo su trabajo de 12 horas al dia,
como el de los 500 hombres, tendremos la proporcion (1), en
que 860 y su correspondiente forman los dos estremos.

Si ahora los 860 hombres en vez de trabajar 12 horas al
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dia trabajan solo 10 horas, deberan gaslar neeesariamente pqy
dias para hacer la misma obra. Luego atendiendo & los dos ni.
meros de horas diarias de trabajo, encontramos tambien yng
relacion tnversa entre los nimeros 12 h. y 10 h., y los nime-
ros 2 y o' de dias; lo cual dé la proporcion (2], cuyos estremosg
son 10 y su correspondiente z'.

Multiplicando ordenadamente entre si las proporciones (1)
¥ (2), y obseryando que el término & desaparece como factor
comun i los dos tltimos términos de la nueva proporcion, po—
driamos obtener el valor de #', que designaria el nimero de
dias necesarios 4 los 860 hombres, para abrir el primer foso,
trabajando 10 horas diarias; pero esto es iniitil, y basta consi-
derar & 2' como determinada. .

Hagamos ahora variar la longitud del foso, conservando to-
davia la misma anchura, la misma profundidad y la misma du-
reza de terreno. &

Si pues el canal & foso es mas largo , supuestas iguales las
demas condiciones, se necesitardn forzosamente mas dias para
abrirle; luego hay relaecion directa entre los dos mimeros
1800y 2900 de metros y los dos nameros de dias ' y ",
(designando ", que se enuncia # sequnda, el nimero de dias

“correspondiente a los 2900 metrosg » de donde resulta la pro-
porcion (3), en la cual 2900 y 2" forman wn medio y un es—
tremo. : '

Repitiendo los mismos razonamientos respecto de la anchu-
ra y de la profundidad, obtendremos las dos proporciones (4)
y (5) » en las cuales 2" y 2™ (6 @ tercera y @ cuarta) espre-
san los numeros de dias eorrespondientes 4 las variaciones de

longitnd y profundidad. ,

Finalmente , tomando en. consideracion la diferencia de' dui-
rezas de los dos terrenos, se encontrard evidentemente una re-
lacion directa, y se obtendré la proporcion (6), cuyo dltimo
ntmero ¥ 6 X designa el mimero buseado.

Multiplicando ahora ordenadamente las seis proporciones
sucesivamente planteadas, y observando que todos los términos
v, a', 2", &, v, desaparecen como factores comunes al se-
gundo antecedente y al segundo consecuente de la nueva pro—
porcion, obtenemos la proporeion (7), de donde deducimos el
valor de X, que despues de todas las simplifieaciones , queda

L i Gl
reducido & 549 ETTH dias.
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Luego el namero de dias pedido viene & ser unos 549.
Advertencia. Recordemos que obtenida la espresion

~ . 500x12x2900%12x5%X 3% 5T

860 10x 1800 % Tx3x1

antes de efeetuar las multiplicaciones indicadas, conviene su-
primir todos los factores comunes que se descubran. en el nu-
merador y el denominador.

Aqui, por ejemplo, hechas todas las supresiones, obtenemos

. OXAX29X5X3T

T A3 % T .
6 efectuando ya los edlculos,
165300 51
Ars s T e

Este ejemplo, bien complicado por cierto, basta para hacer
comprender 4 los estudiosos la marcha que deben seguir en
cualquiera otro.

220.  Observaciones generales sobre la regla de tres. —
La operacion por cuyo medio se consigue determinar el nume—
ro desconocido en las cuestiones precedentes se llama regla de
tres compuesia, porque en efecto se llega 4 una proporeion cu-
ya razon primera estd formada por la multiplicacion de todas
las razones comprendidas en el enunciado, escepto la razon de
que hace parte la incognita y que viene 4 ser la segunda de la
proporcion.

En otre tiempo se dividia la regla de tres en regla de ires
simple y directa, regla de tres svmple ¢ inversa, regla de
tres compuesta, directa é inverse @ la vex, ete.; pero ahora
casi todos desechan estas denominaciones como viciosas, 6 al
Menos como intitiles para la resolucion de las euestiones.

El tinico- cuidado que debe Tlevarse al colocar unas debajo
de otras las diferentes proporciones cuyo producto ha de for—
mar la proporcion final, es asegurarse si los cuatro nimeros
comparados en cada proporcion son directa O inversamente

Proporcionales, eseribiéndolos despues eomo indica la ohserva-
cion del n.° 218.
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Propondremos para ejercicio los ejemplos siguientes :

Octavo esemMerLo. 15 liombres, tmbajam‘lo 10 horas diq-
rias, has gastado 18 dias para hacer 450 metros de cieriq
obra: se quiere saber cudntos hombres se necesilaran para
hacer 480 metros de la misma obra en 8 dias trabajando
12 horas diarias. [Respuesta: X =30 hombres. |

Novexo eismero.  Para vestir 500-hombres se han nece-

E

. < ] ]
sitado 1200 melros de paiio, de 1 de ancho: se quiere saber

7 ;
cuantos metros de paiio, que tenga 3 de ancho, se necesita—

. 3
ran para vestir 960 hombres. [Respuesta: 3291 metros i.]

 Décimo esemero.  Un correo, andando 15 horas por dz:a,
ha corrido 150 miridmeiros en 20 dias; se desea sabq:' CcHan-
tas horas diarias debera correr para andar 160 miridame-

= / i
Iros en A8 dias. [Respuesta: 17 horas ;}-J

DE LA REGLA DE INTERES.

221. Se lama inferés de una cantidad de dinero el bene-
ficio que resulta 4 su dueiio por haberla prestado, 6 el precio
de alquiler de dicha suma durante cierto tiempo: la cantidad
prestada toma el nombre de capital.

El interés de una cantidad depende del walor del capital,
del tiempo que dura el préstamo, y del tanto por ciento del
interés, Se llama tanto por cienfo el beneficio que deben pro—
ducir en un afo cien unidades.de dinero.

il tanto por ciento, que puede considerarse como la uni-
dad de interés, es convencional entre el que da y el que fo-
ma prestado, y generalmente depende de la escasez 6 abundan-
cia de los capitales. Hay, sin embargo, en el comercio y en los
bancos ciertos limites (fijados por la eostumbre 6 por la ley),
que no pueden escederse sin incurrir en usura. (Se llama usu-
rero el que presta su dinero 4 un tanto por ciento hastante su-
perior al generalmente admitido.) -

La regla de interés no es mas que un caso particular de la

regla de tres compuesta, como vamos 4 ver en los siguientes
ejemplos.

-
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Priver eiempLo.  Se desea saber el interés de 4500 rs.,
prestados por dos aiios y cineo meses, ¢ razon de T rs. p/,.
(El signo p °/q es la abreviatura de la espresion por ciento usa-
da en el comercio.)
Este enunciado equivale evidentemente al siguiente:
87 100 rs. producen 7 vs. de inlerés al ano, jeudnto de-
berdn producir 4500 rs. prestados por 2 afios y 5 meses?
Andlisis y resolucion. Aplicando 4 este problemados prin-
cipios establecidos anteriormente , diremos: los intereses de dos
capitales prestados durante el mismo tiempo son directamente
proporcionales & dichos capitales; asi, llamando z al interés
que en un aiio han de producir los 4500 rs., tendremos esta
primera proporcion

100 : 4500 537 @ ... (1)

Observemos ahora que los intereses de un mismo capitol .
son proporcionales directamente 4 los tiempos que esta presta—
do; luego si designamos por X el interés de los 4500 rs. en 2
anos y 5 meses, que es el interés pedido, tendremos gsta nue—
va proporeion ;

1ai‘10 3 Qaﬁos Hmeses i 65‘_: X' (2) :

multiplicando ordenadamente las proporciones (1) y (2), ten—
dremos

1007 500 5¢ umtos - quiesty 17 o X
¥ por consiguiente,

X = 4500 % Qaﬁf)OSOSmescs K 7 e 315 % 2aﬁos Hmeses
g 1

315
Efectuando la operaciop indicada LIRS
en 315 x Qaflos Hmeses como se ve al 630

méirgen, resultan 761,25 rs.; asi,

r ¢ ] : ’ meses  4()5

pues, el interés pedido asciende 4 ‘% 138 925

esa cantidad. : e
761,25

¢ . 18
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Sea en general un capital a prestado durante un tiempo
espresado por v ¢ razon de i p°fy al aiio.
Haciendo las mismas reflexiones de arriba, vendremos 4 pa-

I : \ (100 a3 B

rar 4 las dos proporciones. . . . . Lo 1ot esX } ;

de dondese deduce. . . . . . .. 1005 % £ s X
axixi att

y por consiguiente , X = b T 100

Esta formula X = %)- indica bajo una forma facil de re-

tener, el modo de determinar el interés de una cantidad cual-
quicra prestada durante un tiempo dado & determinado tanto
P’/o :

Tradueida al lenguage ordinario, significa que se debe mul-
tiplicar la cantidad propuesta por el tanto de interés anual
y por el tiempo del préstamo, dividiendo despues por 100 el
resultado. Fn esta” operacion consiste la regla de inlerds
simple. ; -

229, Tambien se puede llegar 4 esta formula sin el auxilio
de las proporciones, y por un medio que es util conocer. _

Supuesto que 100 rs. producen en la unidad de tiempo que
es el ano un mimero de reales designado por ¢, es claro que un

N ;
solo real producira 100" Luego una suma cualquiera a produ-

o & ) ,oat J
cira en un ano —= X a (=i esfa misma suma al ca-
100 2% % 3007 : ’

: " ) ) A
bo de ¢ anos, habra de producir 100 ().

() I_%l medio que acabamos de seguir para obtener la espre-
au

sion oo ¥ que se designa bajo el nombre de Método de reduc-

cion d lo unidad , es aplicable 4 todos los problemas dependien—
tes de la teoria de las proporciones; y uno de los mejores auto=
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i
Advertencia. El quebrado 700 » ‘ue espresa el interés

anual de la unidad de moneda, se presenta en ciertos casos ha—
jo una forma muy seneilla. :
Sea, por ejemplo, ¢==>5 (lo cual significa que se ha hecho
J 5 1
; ot o ptet £ baisnngods v
el prestan?o al 5p %/, al aiio) ; resulta 00 100 56" de
a

a : 4 ; :
donde 100 =20’ lo cual dice que el interés de un eapital

prestado al 5 p %/, anual, es igual 4 la vigésima parte de dicho

i 10 1
capital. Sea tambien ¢=10; resulta Py B Lue-

100 100272 10°
Ghi (@ T g0 ) I interés d ital prestad
20 100 = 10° €s decir, que el mteres de un capiial prestado

al 10 p %/, es igual 4 la décima parte del capital.
223. Algunas veces se da el tanto pﬂﬂ, , N0 por un ano,
sino por un mes, que entonces se considera de 30 dias. (Véase
el n.° 221.) En esle caso se toma el mes por unidad de tiempo,
pero el modo de operar es siempre el mismo.
Seeuxpo EEMPLO. Se quiere saber el inferds de 5000 rs.
prestados durante 315 dias, ¢ 10 meses y 15 dias, d ra-

zon de il Yy al mes.

i : ait 1
Haciendo, en la formula X_W’ a=5000, {=10 %
ferv bt S
t==7, obtenemos .
5000 101/, x5/, 21 3 3150

Luego el interés pedido son 393 rs. 75 céntimos.

res, Mr. Re;ynaud, ha creido preferible usarle esclusivamente
en su Aritmetica; pero si este método tiene la ventaja de ser mas
* analitico que el otro, tiene tambien el inconveniente de ser
mas prolijo-en sus detalles, Estamos sin embargo muy lejos de
querer despreciarle , al contrario, le recomendamos a los sefiores
profesores como un escelente ejercicio en Ja pizarra ¢ encerado.
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Tercer E3EMPLO.  Una suma de 3750 rs. ha producido
en 2 aijos y 6 meses, un inlerés de T19 rs. 25 cénlimos; se
desea saber G qué tanto p |y se ha prestado.
Razonando aqui como en el primer ejemplo, tendremos las

: 3750 ¢ 100 :: 719,25 : ) |
dos proporciones. . . . . . { oty i ' mi X } 5

de donde se deduce 3750 %2 1/,:100::719,25:X.

719,25 % 100 71925
3750 %21/, 9375

Luego X= == 00U2;

es decir, que el tanto de interés es 7 rs. 67 p/ proxima—
mente. » ‘
Facilmente se puede comprobar este resultado determinan—
do el interés del capital 3750 rs., durante 2 anos 'y 6. meses,
a razon de 7, 67 p */y al aio ; aunque para mas exactitud es
preciso tomar el nimero 7,672, tal cual le acabamos de en-
contrar. -
Tambien puede encontrarse el tanto p /o por medio de la

formula X = % ; pues de ella se deduce 100 X =ax %,
= 005X
de donde i = R

Como aqui tenemos @ = 3750, t=21/,, X ="T19,25,

71925 71925

e ' RT50x 21, 9375

que es lo mismo hallado antes.

224, Considerada en general esta formula contiene cuafro
cantidades, a, 1, [, X, que sucesivamente y una a una pue—
den suponerse desconocidas , dadas las otras tres, siendo siem-
pre facil el determinar la que se suponga desconocida. =

Tambien pueden proponerse cuatro cuestiones esencialmen-
te distintas, cuyos enunciados ponemos & continuacion con las .
soluciones respectivas.

1. Determinar el interés de un capital , prestado du—
rante cierlo tiempo , & un tanto por cienlo dado.
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A i > ait
Sea X el interés pedido; serd sz'
(Los dos primeros ejemplos se refieren 4 este caso.)
9.° " Determinar & qué tanto por cienlo debe prestarse
una suma para ganar al cabo de wn tiempo dado un inlerés
tambien dado.

. C P00 X
La formula es, en esle caso, ¢==- i

(El tercer ejemplo se refiere & esta cuestion.
3.0 Determinar el liempo que ha de dwrar el présia-
mo de cierla suma para producir un interés dado, 4 un
tanto por cienlo tambien dado.
100

La formula es {= —.
ai

Fste valor de ¢ debe calcularse siempre eny la especie de
unidades de tiempo que se fijo al designar el tanto por ciento;
de modo que si el tanto por ciento es anual , se valuara { en
afios; si mensual, en meses. .

L.°  Determinar el capilal que deberd prestarse duran-
te'un cierto tiempo, para obtener un interes dado, @ deter-
minado tanfo por cienfo.

100 X
i

Hé aqui nuevos ejemplos que serviran de ejercicio.

Cuarto Espmpro.  Se desea saber cudl es el capital que
prestado 27 meses al /4 p°[y mensual, ha producido13127s.,
65 eént.

[Respuesta: 9723 rs., 33 cént.]

Quinto BseMpLo.  Una suma de 1400 rs. ha producido
durante 21 meses, 832 rs., 50 céntimos ; se desea saber
cudnto producird otro capital de 8500 rs. prestado duran-
te 45 meses al mismo tanto por ciento, y cudl es este tanto.

[Respuesta: 1593 rs., 75 cént. y 5 p 9/, anual.

La formula es a =

.

DE LA REGLA DE DESCUENTO.

295, Se llama descuento la parte que se desquita del im—
porte de un documento cualquiera de crédito pagadero al cabo
de cierto tiempo, y que se quierc cobrar antes de su venci-
miento. :
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Para fijar las ideas, supongamos que poseyendo un comer-
ciante una letra de cambio de 3000 rs. pagadera al cabo de
un aiio, se presenta en casa de un banquero para hacerla
DESCONTAR. Se pregunta cudnio debe quedarse el banquero,
0 bien qué suma debe entregar en el aclo al comercianie.
Se sabe ademas que el tanto de interés es el 6 p %/y.

Andlisis. Es clavo que el comerciante debe recibir en el
acto una cantidad tal, que reunida 4 su interés durante un aio,
produzca 3000 rs., importe de la letra.

Como 100.rs. producen 6 rs. de interés al aio, se infiere
que 100 rs. v‘&ﬁrén en un aiio 106 rs. contando unidos el ca-
pital y el interés; donde se comprende que una letra de 106 rs.
pagadera dentro de un afio equivale 4 100 rs. pagados al ‘con—
tado. Luego para hallar el valor actual de una letra de 3000rs.,
basta formar la_proporcion

*. 106 :100:: 3000 : z,

cuyo cuarto término representara la cantidad que debe entre—
gar el banquero. ‘

Tambien puede decirse : si por 106 rs. pagaderos en un
aino, debe descontar 6 rs. el banquero, ;cuanto debera des—
contar por la letra de 3000 rs.? Es decir,

C 106 ; 6::3000 : z';

proporcion cuyo cuarto término representa fa ganancia del ban-
fuero , 6 el descuento de la letra. .

La primera proporcion da 2 == -?1(%)(?&:283&5.4905.;
yola segundas 1iu 4 v e x'% wm'iw 81
& 106 i 9 2

3000

por consiguiente, el valor actual de la letra es 2830 rs., 19 ¢s.;
o bien el banquero debe descontar 169 rs., 81 cs.

En efecto, el capital 2830 rs., 19 es., reunido 4 su inte~
rés 169 rs., 81 cs., reproduce los 3000 ys. ; importe de la le=
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tra. Las dos operaciones se sirven mutuamente de compro—
bacion. ;

Designemos en general por ¢ el importe de un documento
cualquiera de crédito, por ¢ el tiempo que falta hasta su ven—
cimiento, y por ¢ el tanto de interés en la unidad de_tiempo.

Como 100 rs. producen ¢ al cabo de la unidad de tiempo,
es claro que al cabo del tiempo £, deben producir una cantidad
ixt, 0 it; y por consiguiente, 100 +4f representa el valor del
capital 100 al cabo del tiempo ¢, incluso el interés que deven-
ga durante el mismo tiempo; lo cual significa que un capital
100+ 1¢ pagadero al cabo del tiempo ¢, equivale & 100 paga—
deros al contado.

Luego para hallar el valor actual del documento a, debe—
mos formar la proporeion

10044 : 100 a: x,

100 o

de donde g — 1004t {

y para obtener el descuento del documento, eseribiremos
100 # 4t sitilal x,

a Xt

de donde &L= T iE"

En lenguage ordinario , ¢ valor aclual de un documento
cualquiera de crédito se obtiene mulliplicando su_ imporle
por 100, y dividiendo el producto por 100, mas el interés
de 100 Ca%ulado con respecto al tiempo que debe pasar has-
ta el vencimiento.

Para hallar el descuento, se multiplica el importe de la
letra por el interés de 100 rs. calculado para el tiempo pro-
puesto, y dividiendo el producto por 100, mas el vnlerds
de 100 d’umnte el mismo tiempo.

Si la operacion es exacla, la suma de los dos resultados
debe ser igual al importe de la letra.

Priver sempLo. Se desea saber el valor actual de una
letra de 4850 rs. pagadera d los 13!/, meses, suponiendo
que el tanto de interes es el */; p°[y al mes.
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boiaiasrds
Tenemos  a— 4850, t=13§, 1=y
‘ B oatinil b9 15 :
' X —C X 13z = — —10,125.
de donde % t_4 %13 5508 10,125
; i l 100a
. Luego la formula 2 — 100+ it

485000 485000000

se convierte en & —

130,125 110125 k0409,
que son los reales que representan el valor actual
de la letra.
La segunda formula nos dara
. 4850%10,125 49106250 3 :
Fs TR il __12)125 e b B
4850,00.

296. Este modo de descontar no es el que emplean los ban-
queros y comerciantes, los cuales por 1o comun descuentan &
tanto p %/, por aiio ¢ por mes; es decir, que establecen un tan-
to de descuento como se fija un tanto de interés.

Repetiremos el ejemplo anterior para tratarle por este' otro
método.

Se quiere descontar una letra de 4850 rs., pagadera
en 131/; meses , al 3(; p®/y al mes.

Andlisis.  Como en virtud del enunciado, debemos desqui-

3 1
tar il ¢/ al mes, en 13 5 meses tendremos que descuitar
3 B T BEUAT a \ g

e 13 53— g0 reduciendo 4 decimales, 10,125. Asi, pues,

para saber cudnto se ha de desquitar en 4850 rs.; habremos
de hacer la proporcion

100 : 10,125 24850 1z ;.
de donde se saca
_?'__11850x1(),125

AN 3
100 = 491,06.
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Si ahora , de 4850 quitamos 491,06, obtendremos el resi-
duo 4358,94 que representa el valor actual de laletra.

Comparando este resultado 4358,94 con
el que obtuvimos antes por el primer méto— 4404,09
do, observamos, como se ve al margen, que 4358,94
el dueiio de la letra recibe 45 rs. 15 cs. me-
nos por el segundo método que. por el pri- 45,15
mero. .

Para esplicar; esta diferencia, conviene observar que los
banqueros, al descontar 491 rs., 06 de 4850 rs., descuentan
el interés que el mismo descuento deberia producir. al cabo de
los13!/, meses, cuando rigorosamente no deberian descontar
mas que el interés de la cantidad que actualmente entregan al
poseedor de Ja letra, condicion que se cumple en el primer mé-
todo. :

La cantidad 491,06 que el banquero deseuenta con arreglo
al segundo método, se compone realmente de dos partes, que
son, el interés actual de la letra, es decir, 445,91, mas el {n-
terés de este interds , como es facil comprobar.

En efecto ; la proporcion

100 : 10,125 : 445,01 : 2,

445,91x10,125
100

= 45,1483875,

i wis

es decir, muy cerca de 45,15. ;

De esto resulta que los 45 rs. y 15 cs. son pérdida que su-
fre el poseedor de la letra y heneficio que ‘se atribuye el ‘ban~
quero ademas del que legitimamente le corresponde en virtud
de la anticipacion del pago. ‘

A pesar de esto, generalmente se sigue en el comercio este
segundo método , por ser su cdleulo en la practica-mucho mas
edmodo, rapido y sencillo.

En efecto, designemos por « el importe de una letra, por
£ el tiempo que ha de pasar hasta su vencimiento, y por:iz el
tanio de interés, 6 mejor dicho, el fanto de descuento; sera,
pues, ¢x ¢ la cantidad que se ha de descontar de 100 rs. du-—
rante el tiempoyf. ; : . :

Esto supuesto, para obtener el descuento de la letra cuyo
capital hemos representado por @, basta establecer la pro-
porcion

’
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100z a o,

ait
de donde = 700"
formula semejante 4 la de la regla de interés, que solo compren-
de dos multiplicaciones y una division sencillas, mientras las
dos formulas del primer método dan lugar 4 divisiones que sue-
len ser bastante complicadas.

Habria un medio de conciliar los dos métodos, que seria
disminuir el tanto de descuento ; pero la dificultad seria fijar la
proporcion entre el tanto de descuento y el respectivo de inte-
rés en cada caso. Por eso se atienen todos generalmente al se-
~ gundo método, en lo cual no hay injusticia ninguna, pues es
un punto convencional entre el banquero y el poseedor de la
letra.

997. A continuacion ponemos algunos ejemplos resueltos
por uno y otro método.

Seeuxpo EyEMPLO.  Se desea saber el walor actual de
una letra de 2850 rs. 45 cs., pagadera al cabo de dos
aiios 4 ocho meses, suponiendo que el tanto de interés son
8,75 p %/, al aio.

Primer método. Como 100 rs. producen 8,75 en un aiio,
su interés al cabo de 2 anos 8 meses, debe ser igual 4 8,75X 2

, 8 170
afos 8 meses, u 8,75 X 3=73" Asi, pues, el valor actual de

la letra esta espresado por

2850,45 x 100 285045 x 3 855135

00 139 ‘ 370 370

la cantidad que se ha de descontar, estd répresentada por’

70
! 70 .
2850,45 x 3 9850,45 X 70 S, 199531,5

7 —
100 + @0 370 370
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Efectuando las dos divisiones indicadas, tendremos

R T uBOAR 0g BaiR

370 o
Peivl ik iinee. SN e osde 9y
7 370 ]

Luego el valor actual de la letra es 2311 rs. 18 cs.; y el
descuento 539 rs. 27 cs.

70 3
Sequndo mélodo. . Siendo T la cantidad que debe desqui-

tarse & 100 rs. en dos anos y ocho meses, el descuento de
2850 rs. ‘45 es. serd

i 70
280G Xirg 950,15 % 70

100 100

=665 rs., 105.

Luego el valor actual de la letra sera
2850,45 — 665,10 = 2185,35.

Por consiguiente , el poseedor de la le— 2311,18
tra recibe por el segundo método 125 rs.  2185,35
83 cs. menos que por el primero, como se T 195.83
ve al margen. ;

‘Esta pérdida, 'segun hemos observado antes, es el interés de
10s 539 rs. 25 ¢s. -

_ : i 70
En efecto, el interés de esta cantidad & razon de 5P o

en dos aiios y ocho meses, sera

70 -
539,27 x 3 . 3778,9

100 : 300

=125,829,

Tercen wigmeLo.  Un banguero ha abonado poruna letra
de 5600 rs. pagadera dentro de 14 meses, la cantidad de

o129 rs. 45 ¢s. Se quicre saber ¢ qué tanto de inlerés p°/,
ha descontado.
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Primer método. Puesto que 5129 rs. 45 cs. representan
¢l valor actual de 5600 rs., obtendremos la suma cuyo valor
actual estd representada por 100, formando la proporcion

5129,45 : 5600 ::100 : z;

_ 560000
de donde = —51—2‘9:4—5 = 109,1735.

Asi, pues, el interés de 100 rs. durante 14 meses sern
9 rs. 1735. ;

Dividiendo esta cantidad por 14, obtenemos 0,6552 que
serd el tanto de interés mensual; resultado que facilmente pue-
de comprobarse descontando la letra & ese tanto p /. -

(Hemos aproximado hasta diezmilésimas el tanto de inle-
rés para que sea mas exacta la comprobacion.)

Segqundo método. Si se restan 5129,45 de 5600, se obtie-
nen 470,55, que es la cantidad que el banquero se reserva en la
letra de 5600.

Para saber ahora cudnto desquita de cada 100 en 14 me-
ses, formaremos la proporcion

5600 : 470,55 100 : 2;
A0755

de donde .ﬂ? - m

8,40,

Dividiendo este resultado por 14, tenemos 0,60, que es el
tanto p %/, correspondiente & cada mes, y que es en realidad
el tanto p °/y pedido.

Este tanto segun se ve es menor que el determinado por el
otro método, y asi sucede siempre. :

298, [El ejemplo siguiente comprende &'la vez la regla de
interés y el primer método de descuento.

Cuarro Esemero. Un comerciante compra ¢ un fabri-
canle cierta cantidad de géneros por 3855{; rs. 25 cs.; pero
no pudiendo pagarle al contado , le firma un pagaré a 18
meses. Se quiere saber cudl deberd ser la cantidad fijada
en el pagaré, suponiendo el interés de *li p°ly mensual.

Andlisis.  Desde luego se comprende que el pagaré debe
componerse de la’ suma debida en ¢l momento de la compra,
mas su interés durante los 18 meses.
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. B34,
sto supuesto, siendo i el interés de 100 en un mes, se-

ran g % 18 013,50 el interés de 100 en 18 meses.

Luego para obtener el interés de 3859,25, hasta formar la
proporcion siguiente

100.: 13,50 :: 3859,25 : x;
3859,25 x 13,50
100

de donde z= = 520,99875, 6 521.

Aiiadiendo este interés 4 los 3859,25, se obtienen 4380,25,
que es el importe total del pagaré.

Se comprobard esta operacion por el primer método de
descuento,

Al efecto formariamos la proporcion

113,50 : 100 :: 4380,25 : x,

-y el cuarto término , que representara el actual valor del paga-
ré de 4380 rs. 25 es. , deberd ser igual & 3859 rs. 25 cs.

Al fin del capitulo VHI esplicaremos las reglas de interés
compuesto y de descuento compuesto.

REGLA DE COMPANiA.

229. "Esta regla tiene por objelo repartir enfre varias
personas asociadas en un mismo comercio la ganancia 6 la
pérdida procedente de su asociacion.

Generalmente  han convenido los negociantes (y asi es con-
forme 4 la razon y la justicia) que la parte de ganancia 6 pér—
dida de cada socio es, 1.° proporcional al capital impuesto
cuando los tiempos son iguales, 2.° proporcional al tiempo
cuando los eapitales impuestos son desiguales. De donde resul—
ta que siendo diferentes los capitales y los tiempos, las ganan-
eias ¢ pérdidas respectivas son proporcionales d los produc-
tos de los capitales por los tiempos.

Luego la cuestion, considerada bajo el punto de vista mas
general, consiste en repartir un niumero dado (que es una
gananeia 6 una pérdida) en partes directamente proporciona—
les & ofros mimeros dados.
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Sean, pues, A el numero que debe repartirse; m, n,
.-+~ 10s miimeros en cuya proporcion debe repartirse A; y T
z', o', x",.... las diferentes partes.
En virtud del enunciado, tendremos la siguiente série de
razones iguales : :

rer §
cseey

ML mwdipiE g L

de donde, haciendo (n.° 211) la suma de los antecedentes y la
de los consecuentes, tendremos :

MEnEptgto.iostat+a’ Lot lim e,

0 bien, puesto que e+ 40"+ +i..., suma de IS par-
tes, esigual 4 A,

R A g RSO e

S e

Ir
R
s

R

D R N

Lo cual prueba que, para obtener cada una de las partes,
basta multiplicar el wimero A, dado para repartir, respec-
* tivamente por cada uno de los niimeros m, n, p, ,...p § -
dividir el producto por la suma m~+n+p+q+... de los
MISNOS NUMEros.

Hagamos algunas aplicaciones.

230. Priver giemero.  Tres personas se han reunido
para un comercio ; la primera ha puesto 15000 rs., la se-
gunda 22540, y la tercera 25600 ; al cabo de un eilo han
ganado 12000 rs.; se quiere saber la parte de ganancia
corrvespondiente G cada socio. .

Andlisis.  Resulta de las consideraciones precedentes (y €8
ademds evidente por si mismo), que el capital social (que es
la suma de los tres capitales) es d la' gananeia total , como el
capital de un socio es 4 su parte de ganancia.

Luego la ganancia de un socio es igual al producto de Ia
ganancia total multiplicada por su capital particular, y par-
tida por el capital social.
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Esto supuesto, sumando los tres capitales, obtenemos en
este caso 63140 rs.
Tendremos, pues, sucesivamenle las tres espresiones si—
guientes que nos dardn la parte de ganancia de eada socio:

12000 %.45000

Ga_nancla del1.° 2z = B0 2850,81,
el Bln 12000 x 22540 e
depytad KRR Tl e
; o o 12000 x 25600 -
del 3.° z"'= “'—*—W == ‘1865,38,
12000,00,

como puede comprobarse haciendo la suma de las ganancias,
que sera igual a4 12000 si la operacion estd bien hecha. -
Seeunpo EJEMPLO.  Un particular comienza una empresa
con wn capilal de 25000 rs. Cinco meses despues, querien—
do estenderse mas , recibe de un capitolista 40000 rs. Seis
meses despues de este préstamo primero, encuentra un se—
undo capitalista que le suministra 60000 rs. Al cabo de
303 aios ha ganado en su empresa 80000 rs., y se trala de
repariir esta ganancia entre los lres socios, feniendo en
cuenta que han convenido en dar al primer empresario,
ademds de su parte proporcional en la ganancia, ung pri-
ma de 5 p°y sobre el beneficio total.
Andlisis.  Ante todas cosas, retiraremos de los 80000 rs.
ganados el 5 p /¢ que, segun el convenio, debe tomar el pri-

mer empresario;‘este tanto sera QT) de 80000, es decir, 4000

reales. -

Nos quedan, pues, 76000 rs. que reparlir entre las tres
personas , proporcionalmente & los productos de sus eapitales
por el tiempo que han estado colocados en la empresa,

Esto supuesto, 1.° los 25000 rs. del primer empresario,
empleados durante los 24 meses, dan por producto

25000 x 24 — 600000.

2.°  Los 40000 rs. del primer capitalista, que estuvieron
empleados en la compania 24 — 5 = 19 meses, dan
40000 x 19 =760000. '
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3. En fin, los 60000 rs. del segundo capitalisia, emplea—
dos en la compaiia durante 24 — 5 — 6==13 meses, dan
60000 x 13 = 780000 rs.

Luego la cuestion se reduce & reparlic 76000 en propor—
cion 4 los tres nimeros 600000, 760000 y 780000, 6 lo que
es lo mismo evidentemente »en proporcion & los tres nimeros
60, 76 y 78.

La suma de estos tres numeros ultimos es 214 ; por consi-
guiente ,; las tres partes seran

76000 x 60

1.° parte. 314

= 21308,41;

o bien , afadiéndole la prima de 4000 rs. que le pertenece co-

mo encargado de la empresa. . . . .. ... 25308,41
o 76000 %76  5T76000
2. parte. . . -—Q‘ﬁ“— SRS oyt 26990,65
‘ 76000 x 78 3928000 \
5 parte. . . _E"i_— ] W-m 27700,94
Comprobacion, . .7, L it L - 80000,00. .

231. La regla de compaiia es una de las operaciones mas
usuales entre los hombres civilizados.

Las contribuciones que pagan al gobierno los individuos de
una misma nacion , se determinan por medio de reglas de com-
paﬁia. ; : 2
Se llama contribucion, la cantidad que debe pagar anual-
mente cada individuo , guardando proporcion & su renta ordi-
naria ; es para ¢l una especie de pérdida, 4 que voluntaria—
mente se somete para ayudar al gobierno en su marcha y en
sus esfuerzos en favor del interés y el bien de todos.

La cuestion que tiene por objeto fijar el tanto de las con—
tribuciones proporcionales, respecto de un numero de indivi—
duos tan grande como el de un Estado cualquiera, parece al
pronto muy complicada; pero las consideraciones siguientes
bastardn para hacer ver cuin sencilla es su resolucion.

Supongamos para fijar las ideas que se trata solo de la con-
tribucion territorial , es deciv, de lag contribuciones que s€
imponen sobre las ventas de la propiedad inmucble. X

Las necesidades de un gobierno durante un aino exi=
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- gen una contribucion territorial cuyo valor es A. ;De qué
modo procedera para hacer el repartimiento con justicia?

Solucion. Se empieza por repartir en el ministerio de
Hacienda la suma A entre todas las provincias que componen
el territorio , proporcionalmente 4 las rentas ordinarias de ca-
da uno.

Sea B la cuota que corresponde & una cualquiera de las
provincias. Hallindose esta dividida en partidos, se hace en el
gobierno de la provincia la reparticion de la suma B entre los
varios partidos, proporcionalmente & sus rentas ordinarias.

~ Sea Cla suma que por su cuota debe pagar uno de los
partidos. Como cada partido se divide en varios municipios,
se reparte entre ellos la suma C, proporcionalmente 4 sus ren-
tas ordinarias. "

Sea D la cuota de un municipio. Su ayuntamiento hard la
reparticion entre los varios propietarios dependientes de su au-
toridad , proporcionalmente & sus rentas.

Formadas asi las listas de todos los contribuyentes propie-
tarios, cada uno entrega su importe al cobrador respectivo del
municipio. Estos remiten sus fondos & la tesoreria provincial,
de donde el gobierno los recoge a medida que se recaudany
los necesita. ;

©232. A continuacion poneros algunos problemas que se
resuelven por medio de la regla de compaiia.

TercER EiEMPLO. Repartir wna cantidad de 36000 rs.
entre cualro personas, de modo que la segunda tenga dos
veces mas que la primera ; la tercera tanto como la prime—
ra y sequnda juntas; y la cuarla tres veces mas que la
lercera.

A poco que reflexionemos sobre la naturaleza de esta cues—
tion, conoceremos que tomando por unidad la parte de la pri-
mera persona, y designandola por 1, es 2 la parte de la se—
gunda; 2+1=3 la parte de la tercera; y 3x3=9 la parte
de la cuarta; luego la cuestion queda reducida & repartir
36000 rs. en cuatro partes que sean entre si como los nume-
ros 1,2, 3y9; y por consiguiente estd comprendida en la
cuestion general del n.” 229,

Haciendo la suma de los cuairo numeros 1, 2, 3 v 9, re-
sultan 15.

19
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Por consiguiente, las cuatro partes serdn :

{laiv: v oo PRRE e gt
15
9 % 36000

92w, S

9 e 480
: 3 % 36000 ;
B = 72005
¢ 9 x 36000 .
P e — 21600;
36000,

Algunas veces son quebrados 6 nimeros fraccionarios los
numeros en cuya proporeion ha de repartirse una cantidad da-
da. Pero facilmente puede referirse este easo al de numeros en-
teros , reduciendo los quebrados & un comun denominador.

Asi, para dividir una cantidad dada, @, en partes propor—

: ; 3 i
cionales a las fracciones 316’ reduzcanse estas a un co-

; S8o=a 10
mun denominador, y se tendra 13’ 3’ 19 Pero como los

quebrados que tienen un mismo denominador son proporciona-

les & sus numeradores (n.° 217), todo se reduce 4 repartir la

cantidad @ proporcionalmente 4 los nimeros 8, 9, 10; por con-

ey s vdid . 8a 9 10a

siguiente, las partes pedidas serdn o=, 5=, - .
Cuarro wyemerLo. Al morir un sugeto hace testamento

instituyendo cuatro herederos en la forma siguiente: el

1
primero tomard 6 del total de los bienes; el sequndo 5

4 1 :
el tercero g ¥ el cuarto 3 Se quiere saber cudnto debe-

ra tomar cada uno , bajo el supuesto de ascender la heren—
eta @ 40000 rs.

S i : 1~ 24
Solucion. Si la suma de los cuatro quebrados 6759 y

3 fuerd igual & 1, se cumplirian las condiciones del testamento
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tomando alternativamente de los 40000 rs. la parte indicada
por cada uno de ellos.

Pero reduciéndolos & un comun denominador, obtenemos
15 36 40 30 : ; 1,121 3004
30° 90° 90° 90° cuya suma es igual a 50 * 1 50’ resul-
tado mayor que la unidad ; de donde se deduce que solo habria
herencia para los tres primeros herederos si se siguiera estrie-
tamente la letra del testamento. ‘

Reflexionando sobre el enunciado, observaremos que la in-
tencion del testador fué distribuir sus bienes entre los cuatro
herederos, de modo que sus partes fuesen proporcionales 4 los
1: 49 el
6’57973 .

Cumpliremos , pues, sus intenciones repartiendo los 40000
reales en partes proporcionales & los cuatro quebrados, y por
consiguiente a los cuatro numeros 15, 36, 40 y 30, que son
sus numeradores despues de reducidos & un comun denomi-
nador.

Siendo 121 la suma de esos mimeros, las partes pedidas
seran :

RUmMeros

15 % £0000
oy
36 % 40000
T2
40 x 20000
T 1]

30 x 40000

Ak ety T" — 9947, 36,

= 4958 rs., 68 cs.,

—11900, 82!

= 13223, 14,

40000, 00.

Quinto E3EMPLO. - Se hace una remonta de 1200 caba—
llos que debe repariirse enlre tres regimientos de drago-
nes, en proporcion ¢ su fuersa; la fuerza del primer re-
gimiento es a la del sequndo como 11 es a 8; y la fuerza
del primer regimiento es 4 la del tercero como 9 es a 7.
Se quiere saber cudntos caballos recibira cada regimiento.

esulta evidentemente del enunciado que el namero de ca-
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8
hallos del segundo regimiento debe ser los 1 de los del prime-

‘ : |
ro; y que el nimero de caballos del tercero debe ser los 9 de

los del segundo. Luego los tres numeros pedidos deben ser en-
, o - e b

ire si, como los numeros 1, 119 ° reduciendo el entero y

los quebrados & un comun denominador, como los Ares nime—

ros 99, 72 y 77.
Asi obtendremos

; 242 99 x 1200 1
para el primer regimiento. YA 479 31°
: 72 x 1200 12
para el segundo. . . . S Ta 348 3’
77 % 1200 18
para el tercero . R e e 372 317
1200.

Adveriencia. La suma de las fraceiones produce 1; pero
como en este caso es imposible la reparticion en fracciones, se-
ria necesario dar un caballo mas al tercer regimiento, al cual
ha correspondido el mayor quebrado.

Hay otras dos reglas que sin depender precisamente de la
regla de tres, son muy importantes por ser muy usuales en la
banca y en los diversos ramos de comercio. Llamanse regla
conjunta y regla de aligacion.

REGLA CONJUNTA.

233. [Esta regla tiene por objeto determinar la relacion
de las monedas de dos paises, conociendo de antemano su
razon con las monedas de olros paises. Toma el nombre de
regla conjunta porque consiste en reducir 4 una sola por me—
dio de la multiplicacion, varias razones dadas; lo cual da lu-
gar (n.° 212) & una razon compuesta.

Los dos ejemplos siguientes bastaran para dar una idea de
esla regla y del modo de ejecutarla.
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PRIMER EJEMPLO.

48 frameos. . . . valen. . . 52 chelines de Inglaterra;
15 chel. de Ingl. . . . . . . 6 florines de Alemania;
50 flor. de Alem. . . . . . T ducados de Hamburgo;

14 duc. de Hamb. . . . . . A0 rublos de Rusia.
Se quiere saber cudntos rublos de Rusia valen 2500 fs.

Advertencia. Prevenimos al lector que los nameros adop—
tados arriba para espresar las relaciones de las diversas mone-
das, se han tomado casi arbitrariamente, halfindose sujetas 4
muchas alternativas esas relaciones, segun el cambio de una
plaza con otra.

Solucion. Designemos por a, b, ¢, d, e, los valores intrin-
secos (*) de las cinco monedas que entran ecn el enunciado, y
por z el numero de rublos que han de equivaler & los 2500 fs.;
en virtud del enunciado, tendremos evidentemente las igualda—
des siguientes : -

e i8¢ = 52p,
10— S 6ol
a0e == ;0 iTd,
14d = 40e,
x% e =2500a; R

de donde , multiplicando estas igualdades miembro & miembro,
y suprimiendo los factores comunes a, b, ¢, d, e, resulla

48x15x50x14x‘g:=527><6x7x4Ox250{).

g, ) Li‘:" {w
- B2 x 6 X7 X 40 x 2500 1
Luegonsir =t e gy — Al -
Oy A e 8 %

Es necesario observar que no deben efectuarse los calculos
indicados en el numerador y en el denominador, hasta despues
de haber suprimido los factores comunes a los dos términos.

(*) Se llaman vaLores iNTrinsEcos los valores de las diferen—
tes especies de monedas, referidas 4 una misma unidad, por ejem-
plo, al franco 6 al real. <
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En la prictica se ejecutan esas simplificaciones en Ia forma
puesta & continuacion. :

Foili @ o 490 8 == b, . A3
e S50 — Gell el
et S0ei=—= yi AT e |

Lewiin Qunsis Mld — 0 dletinis

1
axe = 2500a¢. . . 100.

Despues de disponer unas debajo de otras las cinco igual-
dades, como habfamos hecho mas arriba, empezamos por su-
primir los factores comunes @, b, ¢, d, e.

Se suprime despues el factor 4 comun 4 48 y 4 52, lo cual
da los cocientes respectivos 12 y 13.

Se suprime tambien el factor 6, comun & 12 y 4 6, que se
convierten respectivamente en 2 y 1.

Asi se continta hasta suprimir todos los factores comunes
a los primeros y 4 los segundos miembros de las igualdades; y
hechas todas las simplificaciones, se llega al resultado

3z —=130;
1300 il
de donde T=rme=— A33 3

Estas operaciones exigen un poeo de habito, pero no son
dificiles. Es necesario unicamente tener cuidado de ir senalan—
do_los nimeros que se dividen por un factor, reemplazindolos
luego por el cociente correspondiente.

SEGUNDO EJEMPLO.

Un negociante [rancés quiere remitir d Londres 1200 -
libras esterlinas. Ruega d un banquero de Paris que se
encargque de esta comision ofreciéndole por ella el 1 pfy
de la cantidad total. Se quiere saber en francos la su—
ma que debe dar al banquero. :

Se sabe ademds que

26 libras esterlinas. . . valen. 150 rublos;
76 rublos. . . . . ... ... 30 ducados de Hamburgo;
20 ducados de Hamburgo. . . 42 pesos espanoles;

12 pesos espafioles. . . . . . . 65 francos.
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Designemos por @, b, ¢, d, e, los valores intrinsecos de las
monedas , y por @ el valor de 1200 libras esterlinas en francos:
tendremos las igualdades siguientes :

| s i e T U510 R 1

Asiiiighh — -30c. 1 s 3,

1. .. 20c = 424. .. 21,

o o2 6505 D,
zxe=1200a. . . 100; °

de donde se saca, efectuando las reducciones como arriba hemos
hecho, ‘

# ==31500,
elatip Yhype. o i Aol ='2031b;

31815,

Luego el negociante debe entregar al banquero 31815 fs.,
para que este se encargue de hacer pagar en Londres las 1200
libras esterlinas. ,

234. La regla conjunta puede tambien considerarse como
un caso particular de la regla de los quebrados de quebrados,
establecida en el namero 63.

Volvamos, en efecto, al ejemplo primero de los dos espues-
tos en el nimero precedente.

Decir que 48 francos valen 52 chelines de Inglaterra, es

2 . 4
decir que 1 franco vale 18 del chelin. Igualmente, como 15

chelines equivalen 4 6 florines alemanes, se infiere que 1 che-

: 6 A s
lin vale — de florin aleman; y por consiguiente, 1 franco vale

15
52

s de % del florin aleman. Del mismo modo, si 50 florines va-
'7

len 7 ducados de Hamhurgo, se infiere que 1 florin vale 50

de ducado de Hamburgo, y por consiguiente, 1 franco vale
% :

los T de'los 7= de los 50 de 1 ducado de Hamburgo.

Continuando estos razonamientos, se llegard finalmente &
probar que
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= d 6 7 40
9500=— R s Atk ih
2500=2500 veceslos 8 delos T delos 50 delos m del rublo.

52x6XT+A40%2500

Luego (n.° 65) 2500 francos — ISx15x50<1k

resultado encontrado arriba.

del rublo;

De la regla de aligacion.

235. Las cuestiones que conducen i esta regla son de dos
especies:

O bien se tiene por objeto hallar el valor medio de mu—
chas clases de cosas, conociendo el nimero y el valor par—
ticular de cada clase; :

O bien se trata de determinar las cantidades de cada
clase de cosas que deben entrar en una mezcla 6 aleacion,
conociendo de antemano el precio ¢ valor de cada especie y
el valor total de la mezcla.

Solo nos ocuparemos de la primera especie, pues la segun-
da corresponde enteramente al Algebra.

Priver msemero.  Un mercader de vino ha mezclado vi-
nos de diferentes cualidades, d saber : 250 arrobas 4 12 rs.

Aa arroba, 180 arrcbas @ 15 rs., y 200 arrobas @ 16 rs.;

se quiere saber el precio de la arroba de la mezcla.
Observemos que el valor de las 250 arro-

bas 4 12 rs, sera 250x 12 0. . . WL 0. . 3000;

igualmente 180 arrobas & 15 rs. serdn.. . . . 2700;

y finalmente, 200 arrobas 4 16 rs. serdn.. . . 3200;

luego el precio total de las tres clases de vino ———

mhezeladasiserais ot iine s s i L ae an 8900.
250
Si ahora sumamos , como se ve al margen, 180

los tres niimeros 250, 180 y 200, que valen 200
juntos 630, la cuestion quedara evidentemente — ———
reducida & esta otra: 630

630 arrobas de vino cuestan 8900 rs.; ja cudnto sale la ar-
roba?

Para obtener este precio, basta dividir 8900 por 630, y
el cociente 14 espresa el nimero pedido.
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RecLa GeNEraL. Para tener el Frecio de la unidad de mez-
cla, es necesario, 1.° multiplicar el precio de cada especie
de cosas que se quieran mesclar, por el mumero de uni-
dades de su_especie , sumando luego los {Jrod@wtos; 2.° su-
mar aparte los numeros de unidades de las diferentes cla-
ses de cosas; 3.° dividir la suma de los productos, 6 el pre-
cio folal , por la suma de los nimeros de unidades.

SEGUNDO EJEMPLO.  Se quieren fundir reunidos 23 kilo-
gramos de plata de 825 milésimas de ley; 14 kilogramos
de 910; 19 de 845; y se quiere saber la ley de la aleacion
resullante.

Advertencia. Para comprender bien este enunciado, es ne-
cesario saber que ¢n el comercio de plateria, el oro y la plata
van siempre mezclados con otros metales, por ejemplo, con
cobre. 3

Esto supuesto, se dice que un lingote 6 barra de oro 6 pla-
ta tiene fal ley, cuando en un peso determinado, por ejemplo,
en un kilogramo, contiene tal peso de oro 6 de plata pura.

Asi, una barra esta 4 9 décimos de ley, cuando en un ki-
logramo de la misma hay 9 décimos de oro 6 de plata pura.
(Esta ley es la establecida por el gobierno para las monedas
actuales.) Del mismo modo, un lingote tiene la ley de 825 mi-
lésimos, cuando en un kilogramo contiene 0,825 de oro ¢ de
plata pura.

Esto entendido , resulta del enunciado, que

1.2, .. 23k 4 825mil.. | | hacen 23 x 825 6 18975wil.

2% S A0 910 14 %910 6 12740

5 e B e L e 19 x 845 0 16055
36 . 47770,

Luego los 56 kilogramos aleados contienen 47% ,770 de
plata pura. ,

Luego la ley de la nueva barra estard espresada por
ALAT0 B : ;
Ee e 0,853 es,decir, que el lingote resultante de la alea-

cion de los tres primeros, tiene 853 milésimos de ley.

Tercer Esemrro.  Hemos empleado 500 obreros: 160 d
razon de 8 rs. por dia, 200 ¢ 6 rs., y 140 ¢ 5. Se quiere
saber d eomo salen uno con olro;

w



298 ELEMENTOS

160 obreros 4 8 rs. hacen. . . . . . . .« . . . 1280
200 a B et S se towy 21900
140 #brolpun alsnwiy Dyl 5700
500 3180,

Luego, si 3500 obreros han costado 3180 rs., un obrerg
. 3180
solo costara S0 2 0 6 rs. 36 ¢s.

236. Las determinaciones de los valores medios de varias
cosas de valores diferentes, es un caso particular de la regla
de aligacion de la primera especie. : 5

Se llama valor medio de varias cosas cuyos valores parti—
culares se conocen, la suma de los valores de dichas cosas,
dividida por la suma de tantas unidades como cosas hay.

Asi, en el caso en que solo se tienen dos eosas, su valor
medio es la semi-suma de los valores de las cosas; en otros tér-
minos (n:° 203), es el medio diferencial entre los valores de
las dos casas. :

Cuarro esemero.  Se han medido cuafro veces diferen—
tes la longitud de un parque. Se ha encontrado la primerqg
ves 250™, 439 ; la sequnda 258™, 695; la tercera 249™,15;
y la cuarta 251, 158, Se quiere saber la longitud del
parque.

uesto que no estan conformes los resultados de medida
obtenidos en las cuatro operaciones , es elaro que el {inico. me-
dio de responder & la euestion es huscar la' medide media en-
tre las cuatro medidas diferentes. . ;

La suma de las medidas es 1002,042; dividiendo este re-
sultado por 4, se obtiene 250,5105, que sera la medida media.

De algunas otras cuestiones que pueden resolverse por solo
« el razonamiento.

~237. En las cuestiones precedentes, los medios de llegar &
la solucion buscada eran fijos y gencrales, es decir, suscepli-
bles de aplicarse 4 todas las cuestiones de la misma especie:
Pero hay otras infinitas que solo se enlazan en parte 4 ellas, 0
‘que no tienen de ellas dependencia alguna. En este caso solo el
Algebra puede suministrar métodos seguros y directos de reso-
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jucion. Sin embargo, como es muy conveniente ejercitar de to-
dos los modos posibles la inteligencia de los prineipiantes, va- -
mos 4 tratar algunas cuestiones sin mas auxilio que el comun
discurso, lo cual se llama resolver un problema aritmética—
mente.

Recordemos (n.° 197) que resolver 6 analizar un problema
es procurar descubrir, reflexionando sobre su enunciado,
en las relaciones dadas entre los nimeros dados, la série
de operaciones que con ellos deben efectuarse, para obtener
los valores de los numeros desconocidos.

PrIMER PROBLEMA. Se quiere saber cudl es el nimero

; , 2
cuya mitad, tercera y cuarta parte sumadas con sus s pro-

ducen 575.

Para resolver esta cuestion, empecemos por observar que
tomar sucesivamente la mitad , la fercera parte, la cuar—
ia parte y las dos séptimas parfes de un nimero, y su-
mar despues todas esas partes, equivale 2 multiplicar el nime-

, : 3 BREek: (¥R Lot ) :
ro por la suma de las fracgmnes 523010 7 ¢ decir, por

15 : 1
1_8:1—' Y como el producto del nimero buscado por 18_25 ha de

ser ignal 4 575, se infiere , en virtud de las definiciones de la
division,, que el numero buscado debe ser igual al cocien-

i 115 i
te de la division de 575 partido por ETR decir, ignal a

115
575 : T ‘
Efectuando la operacion indicada, resulta que el nimero
pedido es 420, =

Comprobacion. . + v « v o o . 420

s

mitad. . ... V. 210
tercera parte.. . . 140
cuarta parte. . . . 105
-una séptima parte, 60
otra séplima parte. 60

Tolal=agemn o 5,
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SEGUNDO PROBLEMA. Se piden [res nmimeros cuya sumg
sea igual 4 96, y tales que el sequndo esceda en 2 al pri—
mero, y el tercero esceda en 4 d la suma de los olros dos.

Desde luego es evidente que si quitéramos 2 al segundo nii-
mero , le dejariamos igual al primero, y si quitiramos al ter—
cero 2+ 4 6 6 unidades, le hariamos igual al duplo del prime-
ro; por consiguiente, la suma de los tres nimeros seria cuj—
drupla del primer nimero, despues de hechas esas dos sustrac-
ciones.

Luego si quitamos de 96 la suma 2+6, claro es que el
resto 88 serd el cuadruplo del nimero primero.

: ; . 88
Luego este primer numero valdrd —. .

1 R R

El segundo sera igual 8.. . . . .. .0 . 22+ 2 =24"
yiel A6reerok. o uiana s Py A T 46 + 4 =230
Comprobacion. . . . . . 96.

Tercer prosLEMA.  Hallar dos nimeros tales , que si al
primero se aiade 21, la suma resultante sea el quintuplo
del sequndo, y que si al sequndo se aiiade 21, la sumea re-
sultante sea e{m’plo del primero. ;

Del enunciado se infiere que la diferencia entre el primer
numero y el quintuplo del segundo es igual 4 la diferencia en-
-tre ¢l segundo nimero y el triplo del primero. Luego hay equi-
diferencia entre el primer nimero, el quintuplo del segundo,
el mismo segundo y el triplo del primero: y como en toda equi-
diferencia , la suma de estremos es igual d la suma de me-
dios (n.° 201) , se sigue que el séstuplo del segundo niimero es
igual al cuddruplo del primero; luego el segundo nimero serd

igual 4 los 6 0 a los 3 del primero. Pero este segundo nume-

ro aumentado en 21, da el triplo del primero; 6 lo que es Io
mismo, 21 es igual al triplo del primer nimero, disminuido en

2
el segundo, 6 en los 3 del primero, es decir, igual al produc-
3 W e !
to del primero por (3 — 3) , 0 & los 3 del primero.

: B i
Luego finalmente, el primero valdra 21 x =5 0 9. El se-
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gundo, que vale los ; del primero, es igual 4 9 x g, o 6.

En efecto: 1.° 9 + 21 dan 30, que es el quintuplo de 6;
9.° 6+ 21 son 27, que es el triplo de 9. Luego los dos ntime-
ros 9 y 6 son los nimeros pedidos.

CuarTo PROBLEMA. Se emplean (res obreros en hacer
cierta obra. El primero la haria solo en 12 dias frabajan—
do 10 horas por dia; el sequndo en 15 dias trabajando 6
horas por dia; el tercero en 9 dias trabajando 8 horas por
dia. Se quiere saber, 1.° en cudnfos_dias hardn la misma
obra , trabajando juntos los tres obreros; 2.° cudanfo hard
cado uno; 3.° cuanto ganard cada wno , si se dan para fo-
dos 108 rs.

Soruvcion. Observemos por lo pronto que en virtud del
enunciado , el primer obrero haria solo la obra en 12 dias % 10

1
6 120 horas ; luego en una hora haria 10 de la obra.

El segundo la haria solo en 15X 6, 6 90 horas; luego en
H a haria =—. ; i

una hora ha 90
El tercero la haria en 9x 8, ¢ 72 horas; luezo en una

hora hari :
ora haria .

Estos tres obreros, trabajando juntos, harian por consi-
1

; . , il
guiente en una hora 190 + 90 i~ 79 0 Wf , es decir, 30 de

la obra.

: : i
Luego, si necesitan una hora para hacer 30 de la obra, es

claro que gastardn 30 horas para hacer la obra entera.
Ahora, puesto que en una hora el primer obrero hace

3 :
120 » 0 30 horas hard ——x 30, 0 AT Del mismo mo-

120
1

. 1 ; ey
do, el segundo hara en 30 horas 90 = 30,0 3= 19 Final-

m i L 30,62
ente, el tercero hara en 30 horas 5 % 30, 0 Iy

Solo nos falta saber cudnto ganara cada obrero, en razon
de la parte de trabajo que ha hecho. Para csto basta dividir
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it s

12’ 12" 1>
0 mas bien, 4 los tres nimeros 3, 4y 5, lo cual (2.° 229
efectuado, nos haria ver que las tres partes pedidas son 27,
36 y 45.

Las diversas cuestiones que acabamos de resolver pertene~
cen @ la clase de aquellas que muchos autores tratan por la re-
gla llamada de falsa posieion simple 6 compuesta. Nesotros
hemos creido conveniente pasar en silencio esta regla, porque
en general deja mucha vaguedad en el espiritu, y porque la
demostracion rigorosa de sus procedimientos estd fundada en
ciertos prineipios de Algebra, que por si mismos conducen con
mucha mayor facilidad & su inmediata resolucion. :

108 en partes proporcionales 4 las tres fracciones
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CAPITULO VIIL

Teoria de las progresiones y de los logaritmos.

Este tratado de Aritmética serfa incompleto si no compren-
diera al menos las primeras nociones de la teoria de los loga—
ritmos, que inventada por el escocés baron de Neper, es uno de
los descubrimientos mas importantes de la ciencia matematica,
pues con su ayuda se efectian en brevisimo tiempo los mas
complicados céleulos numéricos.

Pero antes de esplicar sus principios elementales , es indis-
pensable dar 4 conocer las principales propiedades de dos sé-
ries de nimeros que pueden considerarse como una estension
de las equidiferencias y de las proporciones , que son las pro-
gresiones por diferencia y las progresiones por cociente.

§ L. De las progresiones.

238. Progresiones por diferencia (llamadas antes pro-
gresiones aritméticas).— Asi se llama una série de nimeros
tales que cada uno escede al que le sigue ¢ al que le precede
en una misma cantidad constante que se llama razon 6 dife-
rencia de la progresion.

Sean las dos séries

£2.5.8.11 . 18:17.20,23.26 .29....,
=60 .55.50.45.40.35.30.25.20...;

en la primera, cada término escede al que le precede en el
namero constante 3: en efecto, 5 — 2= 3, Bi—=5=3:....
3 se llama la razon 6 diferencia de la progresion.:

R
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En la segunda, cada término escede al que le sigue en e
numero constante 5;

asi, 60—55=35; 55— 50=25; 50 — 45 =5;. %,
5 es aqui la razon de la progresion.

La primera se llama progresion ¢reciente, porque los térmi-
nos van aumentando; y la segunda progresion decreciente,
porque los términos van disminuyendo.

Para espresar que varios niimeros estan en progresion por
. diferencia, se escribe al principio el signo =, que significa co-
mo, y despues de cada término se escribe un punto que signi-
fica es a.

Esta notacion esta fundada en que una progresion, segun
se ha definido , no es mas que una série de equidiferencias
continuas. (Véase el n.,” 203.) i

La progresion se enuncia asi (considerando por ejemplo la
primera de las dos puestas arriba):

Como2esa5,5es a8, 8esd 11,11 es @ 14, 6 mas
sencillamente, 2 es ¢ 5, es ¢ 8, es a4 11, es d 14....

Advertencia. Es facil ver en esta sérié de equidiferencias,

2. Do o808 e 1 AL A8 0 AT,

que cada término- de la progresion propuesta es 4 la vez con—
secuente y antecedente, escepto el primer término que solo es
antecedente, y del iltimo de los términos que se consideran,
el cualsolo es consecuente.
239. Primera propiEDAD.  Valuacion de un término
que ocupe cualquier lugar por medio del primer término.
Resulta de la definicion de la progresion por diferencia,
que en una progresion creciente,,
el sequndo término es igual al primero mas la razon;
el tercero es igual al sequndo mas la razon, 6 bien, es igual
al primero mas dos veces la razon ; '
el cuarto es igual al fercero mas la razon 6 al primero mas
tres veces la razon. :
En’general un término cualquiera es igual al primero,
mas tantas veces la razon como términos hay delante de él.
Para fijar las ideas en esta propiedad, y presentar un enun-
ciado mas conciso, consideremos la série de los niimeros
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S e A Ty AU Rl e e
que supondremos en progresion creciente, y designemos por o
la razon de la progresion.

Evidentemente tenemos, segun la naturaleza de la pro-
gresion ,
b—=a+vr,
c=b+r=a+ r+r=a+2r
d=c+r=a+2r+r=a+3r,
e=d+r=a+3r+r=a+4ir,

o e e et eRb el s et Mgt oy L

Luego, si designamos por n el lugar de un término ecual-
quiera [, en cuyo caso (m—1) espresa el nimero de términos
que le preceden, tendremos evidentemente

l=—a+m—1r ...,

espresion que traducida en lenguage ordinario, equivale al

enunciado de arriba. .

Si la progresion fuera de creciente , tendriamos por el con-

trario, !
b=a—r,
e=0b—r=g—r—r—a-—2r,
d=c¢—r—=—a—3r,

T e T e BT R 2 LTt Tl T T 8 1l s 2 RS

¥ por consiguiente ,

-

l=a—m—1)r. .... (2).

Las dos formulas (1) y (2) sirven para determinar un tér—
mino cualquiera, sin vernos obligados 4 calcular todos los que
le preceden , porque basta conocer el primer término, la ra-
zon y el namero de términos comprendidos desde el primero
hasta el que se quiere formar.

Sea, por ejemplo, la progresion = 2.5.8 . 11....,
cuyo vigésimo término pedimos.

"~ Aqui tenemos

a=2.'r =3 5=—"23)¢

3

20
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luego la formula (1), hecha la sustitucion de estos niimeros en
lugar de las letras; se convierte en

| =2 +4+19 x 3 = 59.
Del mismo modo hallariamos para el sexagésimo término,
l:2+59x3:_179.

Sea tambien la progresion - 80 . 74 . 68 . 72....,
cuyo duodécimo término se pide.

En este easo, tenemos ¢ =380, r =06, n =12;
luego la formula (2) da

[ =80—11x 6 =14.

240.  Consecuencia de la propiedad J)recede-nte. Estas
mismas formulas conducen 4 la resolucion de una cuestion muy
importante que tiene por objeto infercglar entre dos nimeros
dados, tantos MEDIOS DIFERENCIALES COMO se quieran, es de-
cir, otros nimeros que formen con los dos nimeros dados una
progresion por diferencia. ;

Propongémonos, por primer ejemplo, infercalar entre 3 y
57 OCHO MEDIOS DIFERENCIALES.
~ Como la progresion que queremos formar debe constar de
842 6 10 términos contando en ellos los dos dados, se infie-
re (n.° 239) que el ultimo término 57 es igual al primero 3,
mas 9 veces la razon ; luego si de 57 quitamos 3, la diferen—
cia 54 serd igual 4 9 veces la razon, y por consiguiente 6, que
es la novena parte de 54, sera la espresion de la razon de la
progresion.

Conociendo la razon, es facil formar la progresion, que sera

+3.9.15.21.27.33.39.45.51.57.

Sean en general a y [ los dos nimeros entre los cuales se
quiere intercalar un numero m de medios diferenciales; si
designamos por 7 el niimero total de términos de la progre-
sion que habrd de resultar, tendremos n=m+2; de donde

n—1=m+1; y las dos formulas del nimero 239 se con-
vierten en estas otras

Ia—l-(-mq.i)r, [ﬁn-(-m.+1] r.
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En la primera, restando @ de los dos miembros, se saca

[ —a=(m+1)r,

1_l——a
P

En la segunda, anadiendo & los dos miembros la cantidad
. (m+1) r, y restando [, tendremos :

ge donde

m4+1)r=a—1,

a—I

de donde r— 1

Luego para intercalar enire dos mimeros dados un mi-
mero tambien dado de medios diferenciales, se restard
el menor del mayor, y se partird la diferencia por el ni-
mero de términos que se quieren intercalar, mas vNo.

El resultado asi obtenido espresa la razon de la progresion,
que podra ser creciente 0 decreciente. :

Sirva de segundo ejemplo infercalar entre 2 y 29, 35 me-
dios diferenciales.

Aqui tenemos ¢ =2, | =29, ‘m — 35;

| Elgg. 3ty
uego st
v la progresion pedida sera
HES S 3
{o 9 L A e T <
- 2._.4.32.44.0.04......29.

Fl vigésimo término de esta espresion, que es el décimo—
nono medio diferencial, tiene por valor (n.” 239),

3 1
Fl 37.° término, que es el tltimo de la progresion , serid
3

v asi debia ser en efecto.
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241. Osservaciox. Si entre los términos consecuii—
vos de una progresion por diferencia, considerados de
dos en dos, se intercala un mimero igual de medios di-
ferenciales , todas las progresiones parciales asi formadas,

comgonen una sola y misma progresion.
n cfecto, sea la progresion = @ . bocod iz o[ Y
m el numero de medios que quieren intercalarse entre a y b,
entre by ¢, entre ¢y d,....; las razones de blas progresiongs

arciales seran aun VeESe S —————
ps , segun acaba de e T

d—e¢
ML
tando en progresion a, b, c...., debemos tener b—a—c—b=
d—c=....; luego la razon es una misma en lodas estas pro—-
gresiones parciales. Y como ademas el «ltimo término de cada
una de ellas es a la vez primero de la siguiente, podemos con-
cluir que todas ellas enlazadas forman una sola progresion.
Propongémonos por ejemplo, intercalar 10 medios dife-

renciales entre dos términos conseculivos cualesquiera de la
progresion

..; pero todas estas cantidades son iguales, porque es-

o fligagmralgligg

BANCEs. Lo o i
11 7% e R TR R 11

La razon es aqui

Tendremos, pues,
e B [ oMt gD
A= 1= . 1—=...2— . 33— .3 ... 4—.5.D0—..
A e S T A

progresion evidente.

242. Sgeuxpa propiEpAD. En toda progresion por dife—
rencia, la suma de dos términos cualesquiera tomados &
1qual distancia de los términos estremos , es decir, del pri-

mero y del ultimo término, es tgual d la suma de dichos dos
esiremos.

Asi, en la progresion

<4.4.7.10.13 .16.19.92 .925.928 .31 .34. 37,
ienemos- E
; 1+37T=4+34=—"7+31—=—10428...
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Para darnos cuenta de esta propiedad de un modo general,
sean @ y [ los dos términos estremos, 2 el término que ocupa
el lugar p, es decir, que tiene (p—1) delante de él, vy z un
término que tiene (p—1) detras de él.
Esto supuesto, tenemos, en virtud de la formula del nime—
ro 239,
& =g+ (ps—= )ir:

Ahora, si no consideramos mas que la parte de progresion
comprendida desde el término z inclusive hasta el término [
tambien inclusive , sera p el numero total de los términos de
esta progresion parcial , y tendremos

l=z+(p—1)r.

Donde se ve que [ escede & z en la misma cantidad que z
escede 4 a. Luego los cuatro numeros @, @, %, [, forman una
equidiferencia. Y como en toda equidiferencia, la suma de
los medios es igual da la suma de los estremos (n.° 201),
tendremos aqui

r+s=a+l; L.C. D.D.

Advertencia. Cuando la progresion consta de un numero
impar de términos, el del medio forma con los dos estremos
una equidiferencia continua; y por consiguiente (n.° 203) es
igual a la semi-suma de los dos estremos.

Asi, en la progresion de arriba -1 .4.7...., que se com—
pone de trece términos, el séptimo término, 19, es igual &
1437

9 i

243. Coxsecuencia.  Esta propiedad ofrece un medio muy
sencillo de oblener la espresion de la suma de todos los
términos de una progresion por diferencia.

, lo cual es evidente.

Sca en efecto la progresion . . .. -a.b.c.... 7. k.,
y designemos por S la suma
desconocida de todos sus tér—
minos cuyo nimero supondre—
mos ser n. Concibamos que es-
ta progresion se eseribe en or—
den inverso en la forma que se
veal lado sy s M, UV, R R Rt Sl | R
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es evidente desde luego que la suma de todos los términos de
estas dos progresiones es igual 4 25.

Comparando ahora de dos en dos los términos que se cor—
responden en columna, tendremos, en virtud de la propiedad
precedente, a+ 1l =b + k=c +1....; luego 25 es igual 4 la
suma parcial , @ +1, repetida tantas veces como términos hay
en la primera progresion; y por consiguiente,

25 = (a+1l)n;

If 3%

de donde, dividiendo por 2, S= -ﬁ—g—l-}»ﬂ :
es decir, que la suma de los términos de una progresion
por diferencia es igual al producto de la suma de los es-
tremos multiplicada por la mitad del nimero de los tér-
MINOS. ;

Apvicaciones.  1.°  Se pide la suma de los 25 prime-
ros términos de la progresion. .. .=2.7.12.17....

Ante todas cosas, es preciso buscar la espresion del vigési-

« Mo quinto término, que, siendo 5 la razon, sera (n.’ 239),

=24 24 x 5 =—=122.

2 + 122) 25 2
Luego S:( = 5 ) 021 4;25:1550.

2. Se pide la suma de los 100 primeros lérminos de
la. progresion. . . .= 1.3.5.7.9....
- El término centésimo sera

I=1+99x2=—199.

1 +199) 100 .
Luego o= (-—HH--O—)— = 10000,

-

que es el cuadrado de 100.
n general , siendo

l=1+(n—1)2=2n+1
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¢l término % de esta progresion’, la suma de los # primeros tér-
minos serd

[ 2 gt r
S — ';1—+~—f;)—-—1)—£ = n¥, que es el cuadrado de .

Asi, la suma de los 15 primeros términos es igual a
15 % 15 6 225.

244. De las progresiones por cociente (0 geométricas).

Asi se llama una série de (érminos tales que cada uno es
igual al que le precede, multiplicado por un nimero cons-
tante , que es la razox de la progresion. ;

La progresion se llama creciente 6 decrecienle; segun que
la razon O el niimero constante que espresa la razon de un tér-
mino al que le precede , es mayor 6 menor que la unidad.

La progresion por cociente se escribe poniendo dos puntos
entre cada dos términos, y al principio el signo <=, porque se-
gun la definicion, se pueden considerar estos numeros como
formando una série de proporciones continuas.

Por ejemplo, sean las dos séries de numeros

g e A8 . 04162 486 1. 1468.10..,
il e

.

8—&)1?_2.....

A3.
tg

En la primera, cada término es igual al que le precede
multiplicado por 3, y por tanto es una progresion creciente
cuya rason es 3.

En la segunda, cada término es la mitad del que le prece-
de, 0 bien es igual al que le precede multiplicado por la frac-

iadd : 2 1
cion 5, luego es una progresion por cociente cuya rezon es 5

Estas progresiones se enuncian del mismo modo que las
progresiones por diferencia, & saber,

2es ab,es ailB, es a dh, es a 162, es d....;

3 3.

Y 12es a6, es a3, esd=,es ad—....
. ? 2 7 2) [l
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: Si se considera cada progresion ¢omo una série de propor—
ciones conlinuas, resulta que cada término de la progresion es
i la vez consecuente y antecedente, esceplo el primero, que
solo es antecedente, y el ultimo, que es solo consccuente.

Las progresiones por cociente gozan propiedades andlogas
4 las de las progresiones por diferencia.
245. Privera rropieoan. Valuacion de un término que
ocupe un lugar cualquiera en una progresion por cociente.
Sea la progresion general por cociente,

migieh vptdis e e g sy
y designemos por ¢ la razon, que puede ser mayor 6 menor
que 1. 3
Tendremos evidentemente las igualdades siguientes :

b==aq,

0= by =g e,
d:i{qzag&xq:agi’,
¢ =1dg=—0¢3 %X g=a¢’,

vlw i El el e .

Donde se ve que, en general, un término cualquiera es
tgual al primer término multiplieado por una polencia de
la razon, cuyo esponente esta designado por el nimero de
términos que preceden al que se considera.

Asi, designando por 2 el numero de términos comprendido
desde el término primero inelusive hasta el término /, se obtie-
ne la férmula

l—=ax qu---l%

por cuyo medio puede hallarse facilmente el valor de un térmi-
no sin necesidad de formar todos los que le preceden.

ApLicacrones.  1." Se pide el valor delp duodécimo lér—
mino de la progresion

b R R o
La formulagse convierie en [ = 2 x 311,

La cuarta potencia de 3 es 3 x 3 x 3 x 3, t 81; multipli-
cando 81 por 81, obtenemos 6561, que serd la octava poten—
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cia ; multiplicando 6561 por 27, tereera p

tramos 177147, que sera la undécima pote
Luego finalmente,

313

| =2 x 177147 = 354294.

2. Se pide el 10.° término de la progresion

3
%12:6:3:5:&0.

[.a formula en este caso es

k N
[212)((:2")-

El cubo de 2 es 8; el cubo de 8, que sera la noyvena po-
tencia de 2, es igual 4 512 ; luego :

. 1 e
=13 x

512~ 128"

Advertencia. Si el lugar que ocupa el término fuera un po-
co subido, el calculo seria bastante laberioso; pero, sin em-
bargo , llegariamos & la espresion del término buscado, por
medio de multiplicaciones sucesivas. En el primer ejemplo pue-
de juzgarse con qué rapidez van aumentando de valor las po-
tencias de un nimero, cuando el grado de la potencia es algo
considerable, pues en la progresion =-2:6:18:...., solo el
duodécimo término es ya 354294.

246. Consecuencia de la propiedad precedente. Inter-
calar entre dos nimeros dados , a y 1, un mimero cualquie-
ra de medios PrROPORCIONALES. (Asi se llaman otros numeros
que forman con los dos propuestos una progresion por cociente. )
 Solucion. Es evidente que para formar la progresion es ne-
cesario ante todas cosas conocer la razon.

Dividiendo por a los dos términos de la formula [ = ag™—!,
se deduce
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n—1

de donde ; g = \/ i
: @

Espresando # el nimero total de términos, tenemos nece-—
sarlamente n==m+ 2, y por consiguiente , n—1=m+1.
Luego finalmente,

‘m+1._
l
9‘2 E.

Donde se ve que, para obtener la razon, es necesario di-
vidir el sequndo mimero dado por el primero, y estraer al
cociente la raiz del grado designado por el mimero de (ér-
minos que se han de interpolar, mas vno. #

Conociendo Ia razon de la progresion, se obtienen muy fa—
cilmente sus diferentes términos, multiplicando sucesivamente
el primer término ¢ por la primera, por la segunda, por la

m+1_
: : A
tercera... potencia de ¢ 6 de -

Asi, por ejemplo, el cuarto medio proporcional, que es el
quinto de la progresion, valdria ;

(V)

v analogamente los demds.

Advertencia. Hasta ahora no hemos esplicado nosotros
procedimiento alguno para estraer raices de grado superior al
tercero. Pero nuestro objeto principal era obtener para las pro-
gresiones por cociente , formulas andlogas 4 las antes obtenidas
para las ‘progresiones por diferencia. Pronto esplicaremos un
medio muy sencillo de efectuar todas estas operaciones.

247.  Aqui se demuestra tambien, lo mismo que para las
progresiones por difeceneia, que si, entre todos los términos
de una progresion por cociente considerados de dos en dos,
se tnterpola wn mismo wimero de medios proporcionales,

"
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las progresiones parciales asi formadas ¢ L UNG $0-
la progresion.

Sea == a:b:c: d.... l]a progresion propue ‘
La razon, para la primera progresion parcial , seria
m+_j__ m-}-iﬁ :

biis? \/c_ ;
\/-&,p.u'a la segundg po

b
Pero tenemos por el supuesto, - =z ==.. . .5

m-41 m+44

i bl e :
luego los numeros \/E ; B0 iguales, ete.

948, SEGUNDA PROPIEDAD. [in foda progresion por co-
ciente el producto de dos términos cualesquiera equidistan-
te de los estremos, es iqual al producto de los estremos.

Sean, en efecto, ¢, =, dos términos fales que uno tenga
(p—1) términos delante, y el otro p—1) términos detras.

El término 2 es igual al primero @ multiplicado por ¢*~";
tendremos , por consiguiente, z=a % ¢*~".

Fl wltimo término [ es igual al término z multiplicado por
q*—'; y tendremos [ =z X ¢g*="; donde se ve que los términos
a, 2, %, |, forman una proporcion

g sl
Luego (n.° 205), zxz=axl LG D 12
249. Designemos finalmente por P el producto de todos
los términos de la progresion
smrhie i kel

multiplicados entre si; es decir, que sea
: P —abe. . . . ik,
0 P —=1ki. ... cbo;
de donde se deduce P2— abe. . . . thl X ki, . ... cba;
6 bien tambien , invirtiendo el orden de los factores ,

P2 —al x bk % ¢i x. . . . tc X kb x {a;

pero acabamos de ver que al == Dbk = ci....;



316

e ELEMENTOS . .
v el numerg & gsios productos parciales es igual & n, mimero
de los térmgnB8 e 1a progresion propuesta;
asi, puess, P e fal)h
-
2
y por consiguiente, P =v/{al)";

lo cual demuestra que el producto de fodos los términos de
una progresion por coctente es igual ¢ la raiz cwadrada de
la potencia del grado n del producto de los dos estremos.

Esta formula corresponde 4 la que dé la suma de los térmi-
nos de una progresion por diferencia :

(a4l xn
e

No espondremos aqui el medio de hallar [G espresion de la
suma de los términos de wna progresion por cocienie, por—
que esta cuestion es enteramente initil al fin que nos hemos
propuesto , y porque ademas supone algunos principios de Al-
gebra que no hemos demostrado todavia.

250. Correspondencia entre las propiedades de las dos
especies de progresiones. Comparemos ahora los resultados
obtenidos.

Progresiones por diferencia.  Progresiones por cociente.
=a+(n—1)r. . (0.°230), . .. I=axq-'. .. (0.°243),

m+L_
l—u 6 ! o
?‘:m. S o (I]. 240), Vel [12\/& e (ﬂ. 246)5
S : ;
sz(i"’éﬂ. (0.27243); . . P= y/ial)p . o (n.° 240).

Estas formulas nos manifiestan que las operaciones que se
ejecutan con dos elementos de una progresion por cociente,
~corresponden & operaciones mas sencillas, ejecutadas con los
clementos analogos de una progresion por diferencia.

Asi, la multiplicacion corresponde & una suma,

la division & una sustraccion; -
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la formacion de potencias & una simple multiplicacion,

v la estraccion de raices & una division.

(uiado sin duda por estas consideraciones, el célebre in—
ventor de los logaritmos consiguio simplificar los calculos arit--
méticos, 4 contar desdeda multiplicacion; sustituyendo las ope-
raciones propias de una progresion por diferencia 4 las que de-
bieran efectuarse con los términos de una progresion por co—
ciente. Como en una obra elemental ‘es imposible entrar en
todos los detalles de este importantisimo descubrimiento, nos
limitaremos # esplicar los resultados principales.

§ II. De los logaritmos.

251. Consideremos una progresion cualquiera por cocien—
te, cuyo primer término sea 1, y una progresion por diferen-
cia, euyo primer término sea igual 4 0. Sean, por ejemplo, las
dos progresiones

= 1:2:4:8:16:32%64:128: 256 : 512 : 1024 : 2048.
97

£ 0185609013 15 481521 2k 30. 33
3 A006p: 8492 2168842 F2TGR A v e aih AT,
S ] P 1 42 . G e v s L e {1

Cada término de la progresion por diferencia se llama el
logaritmo del término que ocupa el mismo lugar en la progre-
sion por cociente.

En general, se entienden por logaritmos unos numeros en
progresion por diferencia, que corresponden término a tér-
mino con olros nimeros en progresion por cocienlte, hajo la
condicion, sin embargo, de que uno de los términos de la pro-
gresion por coeiente sea 1, y 0 el término correspondiente en
la progresion por diferencia (pronto veremos la razon de esta
restriccion). Logaritmo de un numero en particular es el tér—
mino de la progresion por diferencia que ocupa el mismo lugar
que en la progresion por cociente ocupa el nimero propuesto.

252. ERIMEBA PROPIEDAD. Sean @, b, dos términos to—
mados arbitrariamente en la progresion (A); y propongamonos
obtener su producto. Al efecto, consideremos el promer térmi-
10 1 de la progresion (A), dos términos a, b, y un cuarto tér-
mino ¢, tal que haya tantos términos entre b y ¢, como entre 1
?",a. Supongamos ademds que la progresion (A) eoncluye en el
ermino ¢.
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~ Consideremos tambien en la progresion (B) los cuatro tép—
minos que corresponden & los numeros 1, a, b, ¢, es decir, sus
logaritmos, que, para abreviar, designaremos por 0 log. a,
log. b, log. ¢ (la notacion log. significa logaritmo de....).

Esto supuesto, resulta de la propiedad del n.° 245, que los
cuatro nimeros 1, a, b, ¢, forman una proporcion, porque a,
b, son dos términos tomados 4 igual distancia de los estremos,
en una progresion que concluye en el término c.

Asi, tenemos 1Xc=—axb, 6 c=axbh.

2

~ Por otro lado, los cuatro términos 0, log. @, log. b, log. ¢
forman tambien (n.° 239) una equidiferencia.

Asi, tenemos 0+ log. c=1log. a+log b,
0 simplemente log. e=log. a+log. b.

Luego poniendo en lugar de ¢ su valor ax b,
log. (axb)==log. &+log. b.

Donde se ve que el logaritmo del produclo de dos nii-
meros de la progresion (A) es igqual a la suma de los lo-
garitmos de los dos nitmeros.

Segun esto, para obtener el producto de dos numeros cua-
lesquiera de la progresion (A), basfa tomar sus logaritmos en
la progresion (B), sumarlos, y despues buscar d qué mimero
corresponde la swma; el nimero correspondiente es el pro-
ducto pedido.

Asi, sean los dos numeros 64 y 256 los que se quieren mul-
tiplicar.

Tomo sus logaritmos 18 y 24 en la progresion (B); los sumo,
busco & qué numero corresponde la suma 42, y encuentro
16384, que sera el producto pedido. j

Del mismo modo se hallaria que 12427, 6 39, suma de
los logaritmos de 16 y 512, corresponde & 8192, producto de
los numeros 16 y 512.

253. Consecuencia. Sean @, b, ¢, d.... varios nameros
de la progresion (A); resulta de lo acabado de decir que

log. abe=1log. ab+log. c=log. a+log, b+log. ¢;
log. abed =log. abc+log. d=log. a+log. b+log. c+log. d;

v asi sucesivamenle,
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Luego, en general, el logaritmo dcl’ producto de un ni—
mero cualquiera de factores es igual @ la suma de los lo-
garitmos de fodos sus factores. LY

Asi, para obtener el producto de varios mimeros de la pro—
gresion (A}g basta sumar sus logaritmos tomados en la pro-
gresion (B), y determinar d qué nimero eorresponde la
suma; el numero correspondiente es el producto pedido.

954.  Observacion. Las dos igualdades c=axb y
log. c=1log. a+log. b, de donde se ha deducido la propiedad
precedente, suponen evidentemente que el primer érmino de
la progresion (A) es igual 4 4, y el primer término de la pro—
gresion (B) es igual 4 0. - :

Veamos ahora lo que sucederia si los primeros términos fue-
ran otros numeros, por ejemplo, k en la primera, y log. & en
la segunda.

En virtud de lo dicho en el numero 252, tendriamos,

1.°* En la progresion (A). . . . . . kxc=axb,
: axb
dedonde. . .. . oi i O
2.°  En la progresion (B). : log. k+log. c=log. a+log. b;
dedonde. . . . . . . ... log. c=log.a+log. b—log. k;

es decir, que la suma de los logaritmos de dos mimeros a y
b, de la progresion (A), menos el primer término de la pro-
gresion (B), seria igual al logaritmo del cociente resullante
de dividir el producto de los dos nimeros a y b por el pri-
mer término de la progresion (A).

Asi, para hacer uso de esta propiedad seria necesario,
1.° sumar los logarithhos; 2.° restar de esta suma el primer
término de la progresion (B), y buscar & qué mimero de la
progresion (A) corresponde la diferencia; 3.° multiplicar el ni-
mero correspondiente por el primer término de la progresion
(A); y se obtendria el producto pedido.

Tendriamos por consiguiente que hacer wuna suma, una
resta y wna multiplicacion para hallar el resultado de una
mul%plicacion. : : :

n la hipotesis de ser los primeros {érminos iguales 4 1y &
0 respectivamente, desaparecen la resta y la multiplicacion;
por consiguiente ¢s indispensable esta -hipotesis (véase cb ni-
mero 251).
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253. SeGuNDA PrROPIEDAD. Puesto que en la division el
dividendo se puede considerar como un producto cuyos factores
son el divisor-y el cociente, se-infiere que el logaritmo del di-
videndo es igual 4 la suma de los logaritmos respectivos del di-
visor ¥ del cociente; por consiguiente, restando el logaritmo del
divisor del logaritmo del dividendo, tendremos el logaritmo del
cociente. Al

Luego, el logaritmo del cociente de la division de dos
nimeros de la progresion (A), es igual al esceso del loga—
ritmo del dividendo sobre el logaritmo del divisor.

Segun esto, para hacer una division entre dos nimeros de
la progresion (A), basta tomar en_la progresion (B) el loga~
ritmo del dividendo y el logaritmo del divisor, restar el se-
gundo del primero, y determinar & qué nimero de la pro—
gresion (A) corresponde la diferencia; asi se obtendra el co-
ciente pedido.

Propongamonos dividir 16384 por 256.

Tomo en la progresion (B) los logaritmos 42 y 24 «de los
dos ntimeros; resto 24 de 42, y saco la diferencia 18; busco el
numero correspondiente a 18, y encuentro 64, que serd el co-
ciente pedido. : ; .

La propiedad relativa @ la division se espresa asi de una

: a
manera abreviada: log. >=Ilog. a—log. b. .

256. TercerA propiEDAD.  Como una polencia de un gra-
do cualquiera de un numero es (n.° 108, 7.% el producto de
tantos factores iguales al niimero como unidades tiene el espo-
nente de la potencia, se infiere evidentemente (n.” 253) que el
logaritmo de una polencia de cualquier grado de un mime-
ro de la progresion (A), es iqual al logaritmo del wmimero,
multiplicado por el esponente de la pMencia. -

; i 3
Asi, log. a®=log. a.a.a.a.a=>5log. a;
log. a’="T log. a;
v en general, log. a™==m xlog. a.

Luego, para obtener el resultado de la formacion de una
potencia de un niimero cualquiera de la progresion (A), basta
tomar en la progresion (B) el loguritmo del mimero dado,
multiplicarle por el esponente de la potencia, y determinar
i que numero de la progresion (A) corresponde el producto;
el mimero correspondiente serd la potencia pedida.
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Sea, por ejemplo, elevar 32 4 la tercera potencia.

Tomo 15, logaritmo de 32; le multiplico por 3, esponente
de la potencia, lo cual me dd'45; buseo 4 qué nimero corres-
donde 45, y encuentro 32768, que serd la tercera potenciade 32.

257. CUARTA ¥ ULTIMA PROPIEDAD. Sabemos que dos ni-
meros, representados uno por @ y otro por a™, estan ligados en-
tre si de tal modo, que, siendo el segundo la potencia del gra—
do m del primero, es el primero la raiz del grado m del segundo.

Acabamos de probar que

log. a™=mxlog. a;
fuego dividiendo por m,

~ log.a™

Vloﬂf. 0=
D m ’

es decir, que el logaritmo de una raiz de cualquier grado de

un numero, es tqual al logaritmo del nibmero, dividido por
el indice de la raiz; lo cnal se espresh asi:

m

log. Vb=

log. b
i

Por eonsiguiente, para estraer la raiz del grado m de un
numero de la progresion (A), basta tomar su logaritmo en lg
progresion (B), dividirle [por m, buscar a qué mimero cor—
responde el cociente, y el nmimero corvespondiente serd la
raiz pedida. ;

Sirva de ejemplo esiraer la raiz tercera de 32768.

Tomo 45, logaritmo de 32768, y le divido por:3, indice de
la raiz; encuentro 15, que tiene 32 por niimero correspondien-
te; luego 32 es la raiz pedida.

Sirva tambien de ejemplo estraer la vaiz gquinta de
32768. : i

Tomo 45, que es el logaritmo de 32768; le divido por 5,
indice de la raiz que quiero estraer, y obtengo 9. El nimero
corréspondiente 4 9 en la progresion (A) es 8; luego 8 es la
raiz quinta de 32768. ,

Construccion de las tablas de logaritmos.

258. Las consideraciones precedentes bastan para hacer
- 21
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comprender la utilidad de wna fabla de logaritmos, es decir,
de una tabla que comprenda, por una parte una série de ni—
meros en progresion por cociente, y por otra sus logaritmos,
6 numeros en progresion por diferencia (debiendo satisfacer am-
bas progresiones 4 la condicion indicada en el nimero 251).

'Y como, segun hemos visto en otro lugar, todas las opera—
ciones que hayan de hacerse con numeros de cualquier natura—
leza se pueden convertir siempre en operaciones con numeros
enteros, se infiere que para simplificar los céleulos bastaria que
Ia tabla contuviera los logaritmos de los niumeros enteros. Vea-
mos, pues, cdmo han conseguido formar esa tabla.

Entre todos los sistemas, en nimero infinito, de dos pro-
gresiones, una por cociente y otra por diferencia, que pudie-
ran tomarse, se han escogido la progresion décupla

+-1:10 : 100 : 1000 : 10000 : 100000 : 1000000....,
y la série natural de los numeros
= 0. 85 2000 d A .5 G e

Esto supuesto, concibamos que entre los mimeros 1.y 10,
10 y 100, 100 y 1000...., se interpola (n.° 246) un cierto
nimero de medios proporcionales (¢l mimero entre cada pa-
reja) bastante grande para tener seguridad de que 2, 3, 4,....
9711, 12, 13,.... 99 | 101,'102, 103,.... 999, estén com-
prendidos entre dichos medios proporcionales, ¢ al menos di-
fieren de algunos de ellos en una cantidad tan pequeha que se
les pueden sustituir sin error sensible.

Concibamos en seguida que entre los términos 0y 1, 1y 2,
2y 3, 3y 4,.... de la progresion por diferencia, se interpo-
lan tantos medios diferenciales como medios proporcionales he-
mos interpolado antes; es claro, ségun lo susodicho, que los
términos de la nueva progresion por diferencia serin los loga-
ritmos de fos términos de la nueva progresion por cociente.

Si ahora suponemos que, en el nimero inmenso de térmi-
nos de las dos progresiones, no se tienen en cuenta sino los ni-
meros enteros 1, 2, 3, 4, 5,.... 9, 10, 11,:12,...., pertene-
cientes & la progresion por cociente y los logaritmos que les
correspondan, obtendremos una tabla que comprenderd,

Por una parte, todos los nimeros cateros consecufivos,
que 4 la verdad, ya no formardn entre si una progresion por
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. cociente, pero que sin embargo deben ser considerados como
términos de una progresion de esa especie;

Por ofra parte, sus logaritmos, que no formarin ya una
progresion por diferencia, pero que sin embargo deben consi—
derarse como términos de una progresion de esa especie y ocu-
pan respectivamente los mismos lugares de la primitiva progre-
sion por diferencia; que ocupaban los otros términos sus cor-
respondientes en la primitiva progresion por cociente.

Por lo tanto, son aplicables & todos los ndmeros de la tabla
asi formada y 4 sus logaritmos las propiedades relativas 4 las
diversas operaciones aritméticas. ‘

Advertencia. Al pronto parecera dificil comprender como
se ha conseguido interpolar entre dos numeros dados , 1 y 10,
por ejemplo, un numero muy grande de medios proporcionales,
porque solo para _i;lt.erpolar dos seria necesario (n.° 246), segun

m=-1 ; £

; l , :
la formula g = 70 due dd la espresion de la razon, estraer,

con un grado muy grande de aproximacion, la raiz tercera de
10 | ek : e
700 10, operacion que es ya bastante laboriosa. ;Qué seria,

pues, si se tratara de interpolar diez millones de términos como
indican los tratados de aritmética? Pero nuestro objeto era tini-
camente hacer concebir la posibilidad de la existencia de una ta~
bla de logaritmos. En los tratados superiores de las matematicas
es donde se encuentran los métodos de determinacion que efec-
tivamente se han empleado, y que son mucho mas espeditos de
lo que al pronto parece.

259.  Pondremos, sin embargo, un método elemental que
es hastante facil de comprender, porque solo exige estraceiones
sucesivas de raices cuadradas. )

Supongamos.que gueremos delerminar en particular-¢l [o-
garitmo de 5. alae i

Como 5 esta comprendido entre 1 y 10, interpolenios: un'
salo medio proporcional entre 1 y 10, y despues un solo me-
dio difereneral entre 0y 1.

Tenemos (n.° 207) 1: @ ::@:10;

de donde 2 =\10=3,16227766....:
y (.2 203) 0 Oisigenily
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1

de dDildL‘ i ; e :2-

=05
1ie e | !
Esto supuesto, 5, 0 0,5, sera evidentemente el logaritmo
de v/10, resultado conforme con la propiedad del nim. 257,
S 1
porque tenemos log. v/ 10=5 log. 10—=35.

Ahora, como 5 es mayor que 3,162....,y mas pequeno
que 10, interpolemos ofro medio proporcional entre 3,162....

y 10, y despues un nuevo medio diferencial entre 37 14

resultara 3,16227766.... : @ :: @ :10;

de donde r=131,622776....=5,623....;

g and;

&1

1
5

£

de donde

B

3
— 50,75,

El nuevo medio diferencial seré el logaritmo del nuevo me-
dio proporcional.

Hallindose ahora el niimero 5 comprendido entre 3,162....
y 5,623...., debemos todavia interpolar un medio proporeio—
nal entre 3,162.... vy 5,623...., y despues un medio diferen—
cial entre 0,5 y 0,75.

Es evidente que continuando esta série de interpolaciones
de medios proporcionales, llegaremos & determinar dos que solo
diferiran uno de otro en una cantidad tan pequena como que—
ramos, y que comprenderin al mimero 5. Podremos, pues, sin
error sensible sustituir 4 uno de ellos el 5, y entonces el medio
diferencial correspondiente al medio proporcional serd el loga—
ritmo pedido. Por medio de operaciones analogas obtendriamos
los logaritmos de 2, 3, T....

Observemos ademés que solo necesitamos caleular directa—
mente los logaritmos de los ntmeros primos; pues los logarit=
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mos de los nimeros maltiplos podrijamos obtenerlos facilisima—
mente por medio de los logaritmos de los nimeros primos, va-
licndonos de las propiedades esplicadas en los numeros 252

256.
: Por ejemplo, tendriamos log. 15=log. (5% 3)=log. 5+
log. 3; log. 36=Ilog. (2?x 3% =2 log. 2+2 log. 3; y asi de
los demas. g

Disposicion y uso de las tablas vulgares.

260. Se llaman logaritmos vulgares aquellos cuya forma-
cion se funda en el sistema de las dos progresiones

21210 £ 100 : 1000 : 10000....
0. 1. 2. 3. R

porque esta tabla es la que mas comunmente se usa. Tambien
se llaman logaritmos de Briggs, que fué el primer autor de
una tabla de esta especie. ;

De la inspeccion de las dos progresiones resulta,

Que el logaritmo de la UNIDAD es CERO:
Que el logaritmo de 10 es 1;

3.°  Que los logaritmos de todos los nameros enteros y frac-
cionarios, comprendidos entre 1y 10, son menores que la uni-
dad; que los de los nliimeros comprendidos entre 10 y 100 se
componen de una unidad mas una fraccion; que los de los
nimeros comprendidos entre 100 y 1000 se componen de dos
unidades mas una fraccion; 'y asi sucesivamente.

En las tablas de Briggs estas fracciones estan valuadas en
decimales.

Asi, los logaritmos de los niumeros de una sola cifra estan
representados por una fraccion decimal propia; los logaritmos
de los numeros de dos cifras tienen 1 por parte enlera, que
va seguida luego de una fraccion decimal.

Los logaritmos de los ntimeros de ¢res cifras tienen 2 por
parte entera.... ‘

En general, la parte entera del logaritmo de un nimero
contiene fantas unidades menos vNA, como cifras tiene el nu-
mero si es entero, 6 como tenga la parte entera si fuera frac—
cionario.

Esta parte entera de un logaritmo se llama caracteristica,
porque por su medio se puede saber el drden superior de uni-

10
20
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dades que hay comprendidas en el nimero correspondiente al
logaritmo propuesto.

Asi, 2,74056. ... corresponde &4 un nimero de tres cifras,
es decir, & un nimero comprendido entre 100 y 1000; igual—
mente 4,05678.... es el logaritmo de un nimero comprendido
entre 10000 y 100000. ‘

261. Conociendo el logaritmo de un numero cualquiera, se
puede obtener facilmente el logaritmo de un niimero 10, 100,
1000,.... veees mayor, para lo cual basta afadir 1, 2, 3,....
unmidades d la caracteristica. 7

. Sea, en efecto, ¢, un mumero cuyo logaritmo se conoce;
tenemos (n.” 252) . : bt

log. (ax10)=log. a+log. 10=log. a+1;
log. (@ % 100)==<log. a+log. 100=log. a+2;

(]

iog.. (a-'x lb“)fz.lo_g: a,:i-lo.g. .1_0“='log: atn.

" Reciprocamente, siendo conocido el logaritmo de. un  ni—
mero, para obtener el de un nimero 10, 100, 1000.... veces
menor, basta restar de la caracteristica 1, 2, 3,.... uni—
dades.

En efecto, tenemos (n.® 258) ,

a
log. 1000 — log. & — log. 1000 — log.. a—3;

y asi sucesivamente.

De aqui podemos concluir que los logaritmos de los niime-
ros 4567 | 456,7 | 45,67 | 4,567, por ejemplo, no difieres
unos de otros en la parte decimal ; sino tnieamente en la ca—
racteristiea , que es 3 para el primer numero, 2 para el se—
gundo, 1 para el tereero y O para ¢l cuarto. '

En general , el logaritmo de un niimero- fraceionario: deci—
mal es el mismo que el logaritmo de su numerador, ¢ nimero
propuesto, suprimida la virgula, diferencidndose solo en la
caracteristica, y no en la mantise 6 parte decimal del loga—
ritmo.

Es hueno observar que esta propiedad es peculiar del sis—
tema de logaritmos de Briggs; y por esto es preferible & otro
cualquiera , pues las fracciones decimales son las mas usadas
en el calculo.
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262. FEra imposible colocar en las tablas mas logaritmos
que los de los nimeros enteros; porque, como dos numeros
enteros consecutivos comprenden una infinidad de nimeros
fraccionarioss no habria razon para colocar los unos y dejar los
otros. Adenids ; los calculos que exige la formacion de una ta—
bla, serian muy laboriosos si se hubiera de estender mas alld
de cierto limite , aunque fuera muy reducido.

Asi, hay tablas que llegan hasta 10000, otras hasta 20000;
unas de las mas estensas , que son las de Callet, llegan hasta
108000. '
~ Pero como las aplicaciones logaritmicas requieren muchas
veces la investigacion del logaritmo, ya de un numero entero
que escede los limites de las tablas, ya de un ntmero fraccio-
nario, ;de qué modo obtenerle en este caso? Lo haremos ver
en algunos ejemplos. (Supendremos en todo lo subsiguiente
que se usan las tablas pequefias de Reynaud o las de La-
lande.)

263. Dapo UN NUMERO' CUALQUIERA, DETERMINAR $U LO—
GARITMO. :

1. Sea determinar el logaritmo de 254329.

Teniendo seis cifras este numero, debe ser 5 la caracteris-
tica de su logaritmo (n.° 260); por consiguiente, la cuestion
se reduce 4 encontrar la parte decimal.

De lo dicho en el n.° 261, se infiere que su parte decimal
es la misma que la del logaritmo de 2543,29. ;

Por medio de esta preparacion, que consiste en separar
hicia la derecha del wimero bastantes cz’lfms para que se
encuentre en las tablas la parte que queda & lo izquierda,
se obtiene un nimero comprendido entre 2543 y 2544; asi, su
logaritmo es igual al de 2543, mas una parte de la_ diferencia
que existe entre log. 2544 y log. 2543.

“En la tabla encontramos log. 2543 = 3,40535; tambien
encontramos que es 17 la difevencia entre log. 2544 y log.
2543; diferencia que espresa unidades del quinto orden deci—
mal, 6 sea del orden de las cien—milésimas.

Esto supuesto, 4 fin de hallar la parte de esta diferencia,
que debe anadirse 4 log. 2543, para obtener el de 2543,29,
se forma esta proporcion: Si, para une unidad de diferen-
cia entre los mimeros 2544 y 2543 , tenemos 17 cien-milé—
simas de diferencia entre sus logaritmos, para 0,29 de di-
ferencia enfre 2549,29 y 2543, ;cudl serd la diferencia
entre sus logaritmos? O bien, :
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1:17::0,29:2;
de donde r—17 x 0,29 —=4,93;

y este euarto término 4,93, son las cten—milésimas que de—
ben aiiadirse al logaritmo 3,40535 para tener el logaritmo pe-
dido. -

Como solo se debe tener en cuenta la parte de la izquierda
de la virgila en el cuarto término hallado, se aiaden 4 6 mas
bien 5 (porque la primera eifra de la derecha de la virgula va-
le mas de 5), 4 la cifra de las cien—milésimas , que-es la wti-
ma de 3,40535; vy se obtiene '

log. 2543,29 = 3,40540;
luego- log. 254329 — 5,40540.

En la practica se dispone asi el calcufo:

log. 254329 — log. 2543,29 + 2
“Tlog. 2543 — 3,40535
Dif. tabular.... 17

B B N RO S e e %53 5

Luego. . . . .. . log. 2543,29 = 3,40540
y por consiguiente. . . log. 254329 = 5,40540.
2.° Sea tambien determinar el logaritmo de 1784967.
Tenemos log. 1784967 = log. 1784,967 + 3

Tog. 1784 —3,25139

Dif. tabular.... 25
1295 2 0963 & — 20,105 . 0 24

Luego. ... . .. log. 1784,967 — 3,25163
y por consiguiente, . log. 1784967 = 6,25163.

264. Advertencia. Para resolver las dos cuestiones pre-
cedentes , se ha formado proporeion entre las diferencias de
“los mibmeros y las diferencias de sus logaritmos. -

Se demuestra en Algebra que esta proporcion nunea es ri-
gorosamente exacta; pero que se aproxima tanto mas 4 la exac-
. titud, cuanto mayores son los niimeros con que se forma; y se
prueba tambien que cesando las_ tablas pequenas, el error co-
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metido no influye en la quinta cifra decimal del logaritmo,
cuando el niimero es superior 4 1000; de modo que en este
caso, la proporcion puede considerarse como enteramente exac-
1a. Hé aqui por qué : cuando un numero escede los limites de
las tablas, deben separarse & su derecha las menos cifras po-
sibles.

43
3.° Se pide el logaritmo de 37

55"
Este namero erquivale & 5—5 ; luego (n.° 255)
' 43 (e
log. 37 == = log. 2226 — log. 59.
59 :
En la tabla encontramos. . . . . log. 2226 — 3,34763 ,
log. 59=—1,77085;
A3

de donde, efectuando la sustraccion, log. 37— =— 1,57668.

59

En cuanto al logaritmo de un nimefo fraceionario decimal,
* tal como 479,2564 , ya hemos visto (n.° 261) que todo se re-
duce & determinar el logaritmo de 4792564 como acaba de es-
plicarse, restando despues 4 unidades & la caracteristica; o

bien, se puede decir: .

log. 479,2564 =log. 4792,564 — 1
log. 4792 — 3,68052

Dif. tabular..... 9
139%00,5600m=—5006. "~ . = 5,
de donde. . . . . . . . log. 4792,564 = 3,68057.
Luegol o onvidisa log. 479,2564 — 2,68057.

Véase al fin de este capitulo (n.° 273) la esplicacion de
los logaritmos de los quebrados propios.
265. DADO UN LOGARITMO CUALQUIERA, HALLAR EL NUME-
RO QUE LE CORRESPONDE.
Cuando, para efectuar ciertas operaciones aritméticas, se
recurre a los logaritmos, se llega ordinariamente a un resulta-
do, que espresa al logaritmo del nimero buscado; y por me-
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dio de la tabla ¢s necesario entonees determinar & qué nimero
corresponde el logaritmo. '
1.%  Consideremos el caso en que la caracteristica es 3, que
es la mayor de todas las de las tablas pequenas.

Sea encontrar ¢l wikmero correspondiente al, logaritmo
3,45936.

Se empieza por huscar este logaritmo entre los de los mi-
meros de cuatro cifras; y se le encuentra comprendido entre
3,45924 y 3,45939, que son los logaritmos de 2879 y 2880;
luego el nimero buscado es igual & 2879 mas una fraccion.

Para obtener esta fraccion, tomamos la diferencia tabular
15, y la diferencia 12 entre el logaritmo dado y el de 2879,
despues se forma la proporcion :

8415 cien—milésimas de diferencia entre log. 2880 y
log. 2879, suponen una unidad de diferencia enire estos
dos mitmeros ; siendo 12 cien—milésimas la diferencia enfre
el logaritmo dado y el de 2879, cudl deberd ser la dife-
rencia entre los mimeros correspondientes? .

e 12 :
O bien, 15:1::12% 2 ; de donde x:EL:O,S.

Anadiendo este cuarto término.a 2879, obtenemos 2870,8,
que es el nimero pedido. :

Hé aqui el conadro de los calculos :

Llamando N al numero buscado, tencmos

; _ log. N==3,45936
Hallamos en la tabla. . . . . . log. 2879 — 3,45924

Difr taahy e
Dif. tabular.. . . 45

P s 0.8
luego N =—2879,8.

266. Advertencia. El valor de N obtenido en el ejemplo

15

1 :
de 5 de error), antes de la reduccion 4 decimales, suponien-

precedente, se ha encontrado igual 4 2879 + (eon. menos

do exaeta la proporeion, hipotesis que puede y debe admitirse
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aqui (n.° 264), puesto que 4 la simple inspeecion de la tabla
de logaritmes se reconoce (ue aumentos constantes é iguales 4
una unidad en los mimeros, corresponden (en esta parte de la
tabla) 4 aumentos constantes ¢ ignales & 15 unidades (del rden
de cien—milésimas) , en los logaritmos correspondientes, ¢ lo
que es lo mismo, que una unidad (del érden de'las cien-milé—

{ ‘ paihad
simas) de aumento en los logaritmos, corresponde 4 5 de au-
mento en los nimeros. '

Ahora, en vez de dejar al cuarto término de la proporcion

: e 3 5
(0 la fraccion —— ) ‘esta forma, bajo la cual se habia presen-

15 :
tado naturalmente, lo hemos reducido 4 decimales, como se
hace ordinariamente para la mayor comodidad del cileulo; asi

g ) g by pad2
hemos encontrado la fraccion 0,8, exactamente igual 4 By

¢s importante observar que si la reduccion no hubiera sido
exacla en décimas, habria sido preciso sin embargo detener
la operacion en la primera cifra deeimal, por la razon si-
guiente : : :

Cada 15." parte contiene tantas centésimas como veces con-
tiene el numero 100 al 15; de aqui se sigue que cuando se
sabe cuantas 15.% partes contiene un nimero (con menos error
de una), no por eso se sabe ewdntas 100.%5, 1000.%5, 10000.%...,
contiene dicho niumero; mientras que, al contrario, se puede
muy bien deducir el nimero de 10.% (con menos error de una)

- *. 1 o 1 .
del de 15.% partes, porque siendo 1o mayor que 7=, cada

15." parte de aumento no puede & la vez aumentar en mas de
una ¢l namero de las 10.% : _

~ De esle razonamiento generalizado resulta la regla siguien-
te, aplicable 4 todos los casos en que, busecando un numero
por medio de su logaritto, hay precision de emplear la pro-
porcion para determinarle: el wmero de cifras decimales
que es permitido calcular al hallar el cuarto término, siempre
debe ser inferior, al menos en una wnidad, al. nimero
de cifras que componen la diferencia tabular, disminui-
do en una unidad. Esta regla es general, cualquiera que
sea la tabla usada: asi las tablas de Callet daran la cifra de las
100.2¢ siempre que la diferencia tabular pase de 100, y solo
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las cifras de las 10.% en todos los demds casos; las tablas de
Lalande no dardn con exactitud ni aun las cifras de las 10,2,
siempre que la diferencia tabular sea menor que 10. (Para mas
pormenores , véase el Algebra.)
2.°  Sea determinar el mimero correspondiente al loga-
ritmo 1,56834. '

Podriamos empezar por buscar este logaritmo entre los de
los nimeros de dos cifras; pero como es probable que no le
encontraramos , es preferible anadir desde luego 2 4 la caracte-
ristica, lo cual da 3,56834. Buscando ahora, segun la regla
de arriba, el niimero correspondiente: 4 este nuevo logaritmo,
hallamos 3,56834=1log. 3701,2. Pero como afiadiendo 2 uni-
dades 4 la caracteristica, hemos multiplicado (n.° 264) por 100
el numero buscado , para obtener este serd preciso dividir por
100 el ntmero obtemdo 3701,2; lo cual da finalmente 37,012
que serd el numero pedido aproximado hasta milésimas. ~ ~

Sea tambien hallar el nimero correspondiente ¢ 0,86784.

Tenemos por lo pronto

3,86784 = log. 7376,3;
luego 0,86784 = log. 7,3763,

aproximado hasta diez-milésimas. ,
Propongamonos finalmente determinar el nimero cor-
respondiente a 5,47659.

Quitando primero 2 unidades & la caracteristica, tenemos
3,45976 = log. 2996,3 ;

y como quitando 2 unidades & la caracteristica, hemos hecho
al nimero 100 veces menor, es preciso multiplicar 2996 por
100, lo cual da 299630, que sera el nimero pedido con me-
nos de una decena de error. _

Las tablas pequeiias no permiten obtener mayor grado de
aproximacion. Si la caracteristica fuera mayor que 5, el grado
de aproximacion seria menor todavia. Por eso deben emplearse
las mayores tablas posibles cuando haya de cjecutarse un cil—
culo que exija cierta exactitud.
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Aplicaeiones de la teoria de los logaritmos.

Veamos ahora las diversas aplicaciones que pueden hacerse
de las tablas de logaritmos 4 las operaciones de aritmética.
967. RecrLa pE TRES. Determinar, por logariimos , el
cuarto término de la proporcion a:b:ic:x.

b
Tenemos (n.° 206)  # = -—z—f ;

de donde, tomando los logaritmos y :aplicando las propiedades
de los n.s 252 y 255,

log. # = log. b +log. ¢ —log. a.

Luego, despues de haber hecho la suma de los logarit-
mos de los medios, se restard el logaritmo del estremo co-
nocido ; se buscard a qué nimero corresponde la diferen-
cia, y asi se oblendrd el mimero pedido. .

Sea , por ejemplo, la proporcion 37 :259 :: 497 : w.

log. 7 = log. 259 + log. 497 — log. 37

log. 259 =—2,41330
log. 497 = 2,69636

_ 5,10966
log:. 37 — 156820
luego log.  «=3,54146,

y por consiguiente , e i
_ valor aproximado hasta décimas.

Sequndo ejemplo.. Se pide, por logaritmos, el valor de
la espresion

3T %49 x 17 x 175

{iicis
29 x 69 x 154

(Esta espresion puede considerarse como el término desco-
nocido de una regla de tres compuesta.)

Tomando los logaritmos de los dos miembros , tenemos
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log. £ =L 37+1. 49 41. 1741, 175—1. 20—k 69 —1. 154,

log. .37 =1,56820 log. 29 =1,46240
log. 49 =1,69020 log. 69 =1,83885
log. 17=1,23045 log. 154 = 2,48877
log. 175 = 2,24304
6,73189
. —5,A8877

log. £ =1,24312;
de donde @ =117,503, con menos de 0,001 de error.

268. De los complementos aritméticos. En el ejemplo
precedente hemos tenido que restar la suma de varios logarit—
mos , de Ja suma de otros varios. Las dos adiciones y la sus-
traccion efectuadas para la determinacion del resultado, pue-
den reemplazarse por una sola adicion empleando los comple-
mentos aritméticos. : !

Se llama complemenio aritmético de un logaritmo, la can-
tidad que es necesario anadirle para formar 10 unidades; 6 en
otros términos , es el resultado que se obtiene restando de
10 el logaritmo.

Asi, compl. arit. £,50364 — 10 — 4,50364;

y para obtener este complemento es evidentemente necesario,
segun la regla de la sustraccion, restar cada cifrade 9, escep-
to la dltima cifra significativa de Ia derecha que se resta de 10;
lo cual dé ol

compl. arit. 4,50364 = 5,49636.

De1 mismo modo ,
compl. arit. 7,32568 = 2,67432.

Los complementos aritmélicos de los logaritmos se obtienen
con suma facilidad , y por decirlo asi, casi 4 la simple inspec—
eion de los mismos.

Advertencia. Sila Gltima cifra de la derecha del logarit-
mo fuera 0, seria menester restar-de 10 Ta primera cifra sig—
nificativa que hubicra 4 la deréeha del'0 , y'de 9 las demas ¢i-
fras de I izquierda. : )
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Asi, . compl. arit. 5,32570 = 4,67430 ;

~asi tambien, compl. arit. 8,62400 = 1,37600.

Esto supuesto , propongimonos restar de la suma de los
cuatro logaritmos L, L', L, L', la suma de otros tres loga—
ritmos [, ', I"; y designemos por D la diferencia. Tenemos
evidentemente

D....6...Le+L"+ " —1—0—1I"=
L+L+L"+0L"4+10—1+10—1 410 —1"— 30,
0 lo que es lo mismo,

L+L +L"+L" + compl. { 4+ compl. I' 4 compl. " 127 30;

de donde se deduce esta regla general: :

Tomense los complementos aritmélicos de los logarif-
mos sustractivos ; sumense estos complementos y los loga-
ritmos aditivos ; y despues réstense de la caraclerisiica
del resultado, tantas veces 10, 6 tantas decenas', como
complementos se hayan tomado.

Repitamos ‘el ultimo ejemplo del nimero precedente.

Tenemos '

L o=l 374+L 4941 17 +1. 175—(1. 29 +1. 69 +1. 154);

log.  37=1,56820

log. 49 —1,69020

log. 17 = 1,23045

. “log. 175 = 2,24304

. ..compl. log. 29 = 8,53760
compl. log. 69=28,16115
compl. log. 154 = 7,81248

31,24312.

Siendo 31,24312 el resultado de esta adicion, le restaremos
3 decenas, y quedara 1,24312, cue serd la diferencia pedida,
¥ es en efecto el resultado antes obtenido (n.° 267). ;

El uso de los complementos arifméticos abrevia mucho los
caleulos por logaritmos.
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269. PROGRESIONES POR COCIENTE. [No§ proponemos in-
tercalar entre dos niumeros dados ay b, un nimero m de
medios proporcionales.
m+-1

La formula qz\/ % hallada en el n.° 246, se convierte

por la aplicacion de los logaritmos en

log. b—log. a
9B S

Supongamos, por ejemplo, que queremos inferpolar enire
3y 4, 25 medios proporcionales. =
Tenemos en este caso,

a=3, b=4, m=25;

de donde se deduce i
log. 4—log. 3
log. q :"‘—““_2‘6—_'_' . e |
En las tablas encontramos
' log. 4=0,60206,
log. 3=0,47T712;

de donde. log. 4—log. 3=0,12494;
luego, dividiendo por 26, = log. ¢==0,00480.

-Buseando el mimero correspondiente 4 este logaritmo, ha-
llamos ¢ = 1,0111, valor aproximado hasta dies-malésimas.

Si ahora queremos formar el 10.° medio proporcional,
que es el 11.° término de la progresion, -

Llamemos z al medio proporcional buscado; tendremos (ni-

mero 246)
26
1— 10
e=a(y/5 )

de donde, aplicando los logaritmos,

10 (log. 4 —log. 3)

og. w=log. 3 + 56
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Y ya hemos visto que log. 4—log. 3 =0,12494;
dedonde. . . . .. .. 10 (log. 4—log. 3)=1,24940;
10 4

Hiego. v .oa s e s 36 (log. A-—log. 3)=0,04805:
tenemos ademas. . . . . log. 3 —0,47712;
luego finalmente. . . . . log. # =0,52517.

Buscando ahora 4 qué nimero corresponde este logaritmo,
hallamos 3,3510, que serd el medio proporcional pedido.
Las reglas de inlerés compuesfo y de descuento compues-
10 se reducen 4 la determinacion de un término de una progre-
sion por cociente. :
970. InrerEs comruesro.  Prestada uno cantidad a du-
rante un nmero n de afios 0 de meses, 4 razon de i por cien-
{0 al afio 6 al mes, se quiere saber su valor al cabo del tiem-
po n, contando no solo el capital ay sus intereses acumula-
dos, sino tambien los intereses de los intereses durante el
mismo fiempo. 5 :
Andlisis. Puesto que 100 rs. producen una' cantidad ¢ en

i, a1 :
un aio, es claro (n.° 221y 222) que @ producira Tog b 2l
pues, el capital @ prestado durante un ano, se convierte al cabo
de este tiempo en

a+

8 o e )
100 ° hien a(1+ 100'),

espresion que comprende reunidos ‘el capital y su interes del
primer afo. ’ | Jige9 TaLf. 3 !

Esa suma puede ahora considerarse como un nuevo capital
prestado durante el segundo ano; designémosla por ' para sim-
plificar, y encontraremos que, al cabo del segundo ano, se con-
vertird en ; : ; ' ‘

a (1 +W)’ espresion que tambien comprende reunidos el

capital y el interés.
Poniendo en vez de @' su valor, tendremos,

g ) i\

29

=y
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Designando por a” este nuevo capital, tendremos que la
suma del capital y su interés al cabo del tercer anio serd

ok
a (1+W),

0 bien, poniendo en vez de @ su valor, .

3(1 e s
"\ 100 (+100 il '+100)'

Luego, en general, designando n el numero de anos que ha
durado el préstamo del capital @, y representando A el valor de
este capital unido A sus intereses y 4 los intereses de los intere-
ses, se obtiene

AL 10041\
A=“(1+W) =“(‘TOT)_)'

Priver EiEMpLO.  Se pide, en inferéds compueslo, el va-
lor de 12000 rs. prestados durante 6 aiios, a razon de
5 p s al aiio.

En este caso tenemos @ =12000, =25, n==6; luego'la
formula se convierte en :

100 +5

—12 Fiie
A=1 000( 100

6
) —12000 (1,05

FEsta operacion seria muy laboriosa si se hubiera de efectuar
directamente; pero si se aplican los logaritmos, resulta

log. A==log. 12000 + 6 log. 1,05.

De las tablas tomamos. . . . log. 1,05=0,02119;
dedonide s . v e 6 log. 1,05=0,12714:
tomamos tambien. . . . . ... log. 12000 == 4,07918;
luego: gl e R ¢ log. A —=4,20632;

y por consiguiente. A=16081 rs.

‘Las tablas pequenas no pueden dar mayor grado, de apro—
ximacion.
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Advertencia. En este ejemplo, la suma del capital , de los
intereses, ¥ de los intereses de los intereses, acumulados sube
B b b Lt et s a8 be s GRAREIREEY s A 1 16081
por otro lado, si buscamos (n.° 221) el interés sim-
ple de 12000 rs, en 3 aiios & razon de 5 p %/y, en~"
COINEATROS ool oo s Sl il e 3600.

Diferencia. . . L0000 481,

Donde se ve que los intereses de los intereses ascienden 4
A81 1s. : :
SuGUNDO EIEMPLO.  Se pide, en interés compuesto, el va-

lor de 5628 rs. prestados durante 9 1/, meses, @ razon de ¥
6 de 0,75 p °/y al mes.

Empecemos por determinar el valor del capltai al ecabo de 9
meses.

Como en este caso se loma el mes jax unidad de tiempo, se
hace en la formula general,

=95628, e'.=0,75, n=9, lo cual da

10040,75 \? :
—“r) — 5628 x (130075)5;

de donde aplicando los logaritmos,

~log. A=log. 5628+ 9 log. 1,0075.

A—5628 (

En la tabla encontramos. . . log. 1,0075 = 0,00324;
de’dondes 4 - iinlE i E e 9 log. 1,0075 = 0,02916;
ademas. i o SR e log. - 5628 == 3,75035;
Tuegoits «uia oo g Basoes log. A = 3,77951;

¥y por consiguiente A=6019 rs.
Para obtener ahora el interés de 6019 rs. durante 15 dias, 6

mes, recummos 4 la formula —— 100 (n.°> 221), en Ja cual

1 ait 6019 1
ﬂ:GOI.g, ’.‘,:0,70, ;f_ lo Gll"ll da ai 0,75)( /2

i 100 — 100
6019x75 :
= TO0000 = 29, on menos error de una unidad. |

2
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Luego, finalmente, 6042 rs. espresan el valor del capital
5628 rs., al interés compuesto ().

971. Descursto cowpursto. Las dos cantidades A y.a

: J A0 g 0 =
que entran“en la formula A=@o ot 77 e tienen entre si

una relacion tal, que si @ es un capital prestado en el dia de

hoy, A es su valor al cabo de cierto tiempo; luego reciproca-

mente, designando duna suma pagadera al eabo de n unidades

de tiempo, @ espresard su valor actual; suponiendo siempre

que se atiende 4 los intereses acamulados y & los intereses de

los intereses del eapital a. :
De esa formula se deduce

o A
e ( 100 + ¢ )ﬂ
100

Se puede por consiguiente considerar que esta nos da el va-
lor actual de una letra cuyo importe es A,'y que es pagadera
dentro de n afios, teniendo en cuenta el interés compuesto del

valor actual.
Esmmero.  Se pide el valor actual de una suma de
30000 rs. pagadera al cabo de 7 aios, suponiendo, 1.° que

el descuento sea compuesto, 2.° que el tanto de interés es
el 6 p°/y anual. .

Hagamos en este caso, A =30000, n="17, i="6;
] LLLgORIE 30000
¥ lf_l formula se convertira en G_W ;de donder,

aplicando los logaritmos,

log. a="1og. 30000—7, log. 1,06.

() Enla préactica pueden reducirse las dos operaciones prece=
_dentes 4 una sola, poniendo inmediatamente en la espresion ge—

19
neral de A, n="9 %=§; pero este modo de proceder esta fun-

dado en la teoria de los esponentes fraccionarios ; que solo en Al-
gebra pueden esplicarse clara y cumplidamente. "
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T enemoBs) s 43 | < hrepios v log. 30000 = 4,47712;
por otra parte, log. 1,06=0,02531;
de donde - 7log. 1,06=0,17717 . .". . . .—O0,17717;
INEgo. o Rrein b ek i s log. a —4,29995;

y por consiguiente, a==19950 rs.

Buscando el valor actual de 30000 rs., segun la regla de
descuento simple, hallarfamos. . . . . . . . . . 21126,76,
resultado que difiere del precedenteen. . . . .. . 1176,76.

No nos estenderemos mas en las aplicaciones de las tablas
de logaritmos. Lo que precede basta para dar una idea de toda
su imporlancia.

Logaritmos de las fracciones.

272. En todas las cuestiones precedentes solo hemos teni—
do que considerar logaritmos de nameros enteros 6 de.numeros
fraccionarios mayores que la unidad; logaritmos que, ¢ son par-
te de la tabla cuya formacion hemos indicado (n.°s 258y 259),
o pueden obtenerse facilmente, si siendo enteros, esceden los li-
mites delas tablas, 6 si son fraccionarios, mayores que la unidad.

Sabemos tambien que, en el sistema de Briggs, los logarit—
mos de todos los nimeros enteros 6 fraccionarios, mayores que
la unidad, estin comprendidos entre 0 y 1, 1y 2, 2y 3,
3y A....; es decir, que los logaritmos de los mimeros com=
prendidos desde la unidad al infinito estdn comprendidos
desde O al infinito; de modo que no existe ningun nimero, por
pequeno 6 por grande que sea respecto de la unidad, que no
pueda considerarse como el logaritmo de otro niimero mayor
que la unidad. -

En este supuesto, es natural preguntar si los quebrados pro-
pios tienen logaritmos, y cOmo se espresan.

Para responder & estas cuestiones volvamos 4 la progresion
décupla,

1110 5100 = 1000 : 10000 : 100000 : ...,
y observemos que siendo cada término igual al que le precede

multiplicado por 10, reciprocamente cada término es igual al
que le signe dividido por 10. Por consiguiente, si se prolonga
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esta progresion mas abajo del término 1, dividiendo sucesiva—
mente 1 por las diversas potencias de 10, es decir, por 10,
\ 1 i #q &
100, 1000,.... lo cual d4 las fracciones 16” 100 1000
se deduce la nueva progresion

1 1 1 1

%-..10‘000: 1000 ° 100 - 16:1:10:100:1000:10000..,

-

que se puede suponer empezada en una fraccion 100 tan pe—
guena como se quiera.
Volvamos tambien & la progresion por diferencia

200 2o Zi 3 Ani Bh - GruTa 80094,
y.observemos que siendo cada téemino igual al que le precede
aumentado en 1, tambien regiprocamente cada término es igual
al que le sigue disminuido en 1. Esto supuesto, continuemos esta
progresion 4 la izquierda del primer término O (6 hasta mas aba-*
10 de 0), restando: sucesivamente 1, 2, 3, 4,.... de este primer
término, lo-eual d4 los resultados — 1, — 2, —3,—4....5'y
tendremos la nueva progresion por diferencia *

bt e, ot Sty b o Rl S AT N e

que se puede suponer empezada en un término cualquiera —un,
siendo n un numero tan grande como se quiera. _
‘Por este medio se obtiene el sistema de las dos progresiones

1 i i 1
10000 - 1000 - 100 .E:i.10.100.1000.10000...,

el =Y 2 0 2 G A,

dividida cada una en dos partes, contando desde los (érminos
1y0. A

La primera parte , contada de izquierda & derecha, en am-
bas progresiones, esta compuesta de términos que comprenden
todos los miimeros mayores que la unidad y sus logaritmos
respectivos. (Estos logaritmos son, segun ya hemos observado,
todos los niimeros imaginables comprendidos desde 0 hasta el
infinito.)
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La segunda. parte, contada de derecha 4 izquierda, se com-
pone de términos que comprenden fodos los mimeros menores
que la unidad y sus logaritmos respectivos, siendo estos los
mismos logaritmos de la primera parte, pero precedidos del sig-
no —, que entonces sirve para distinguir los logaritmos de los
numeros menores que la unidad, de los logarilmos correspon—
dientes 4 los nameros mayores que la unidad.

a :
273. En general, sea 7 10 quebrado propio, lo cual su—
pone a<b. :

Digo que tenemos log. %: — log. 3.
En efecto, como tc.nemos eﬁdenlemente %z‘l : g,
ki Sty
resulta. (0.° 255) fog. 5 =log. 1—log. =,

Luego 4 causa de ser log. 1 =0 (n.° 260),

a b
lOg. '5:—_-'—- lOg. a.

L. C. D. D.

Donde se ve que el logaritmo de una fraccion es el loga-
ritmo de la misma fraccion invertida, tomado - con el sig-
no —. : ‘

17,
5=—

Asi, log. Zzﬂ'—log. (log. &—1log. 3);

2 v
log. Zg=—1og. 5-3:-— (log. 47-log. 23);

lo cual suministra esta regla: para obtener el logaritmo de un
quebrado, réstese el logaritmo del numerador del logaritmo
del denominador, y tomese el resultado con el signo —.
274. FEstablecidos estos principios, hagamos algunas apli-
caciones. \ . :
1.° Se pide, por logaritmos, el valor del producto
3 e 11

3
112713
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: R Ixoxii

Tenemos (n.° 59) e G RO e BV DIE G S

de donde (n.® 273)

; (3 5 11) g X213
RN Gk A P e i VTR
log. 3+1log. 5+log. 11—Ilog. 7—log. 12—log. 13,

6 empleando los eomplementos aritméticos,
—log.3+log.5+log. 11 +¢. log. T+ ¢.log. 12+¢.log.13—30.

Efectuando la operacion indicada, se reconoce que

AL ,
log. (ﬁx 1'—2 Xﬁ' |——0,82074.

Llamando z al nimero correspondiente & 0,82074, ten—
dremos (n.° 273} ;

Bl =

—0,82074 =log.
Por consiguiente, todo estd reducido a determinar & 2.
Pero se halla, segun la regla establecida en el n.® 265,
0,82074—log. 6,6181;
de donde x—=10,6181.

=y : 1
Por consiguiente, el numero buscado = vale

Bl Yy
76,6181

£~

=l 4514

Advertencia. En este ejemplo no podemos estar eniera—
mente seguros de la exactitud de la ultima cifra decimal del ni-
mero 6,6181, segun lo dicho en el n.° 266; pero lo estamos de
la tltima cifra del nimero 0,1511 (véase la nota puesta al fin de
la obra, n.° 20). :

- Recra GENERAL. Para hallar 4 qué nimero corresponde un
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logaritmo afectado del signo —, b@isquege lo primero a qué ni-
mero corresponde el logaritmo, prescindiendo de su, signo,
y dividase despues la unidad por el mimero asi obtenido; el
cociente, valuado en decimales, es el niimero pedido.

Tambien se puede recurrir al artificio signiente: pongase
el logaritmo — 0,82074 bajo la forma 4—0,82074—A4, lo
cual equivale @ aumentar y disminuir a la vez el logaritmo
propuesto en & unidades ; asi resulta

—0,82074 —3,17926— 4.
Segun las tablas tenemos

3,17926 =log. 1511;
de donde 3,17926—A4=log. 1511 —Ilog. 10000 (n.°261);

; 1511
y por cousiguiente '——0,820’14=log.m= log. 0,1511.

Este ultimo medio es en general mas sencillo y sobre tode
; : SR e
mas rigoroso que el primero, porque en la espresion e obteni-

da por este, z es un divisor inexacto (*); mientras que por la
naturaleza del segundo medio no hay que temer esta causa de
erTor. T
Sea tambien, por ejemplo, determinar el mimero corres-
pondiente al logaritmo — 2,35478. :
Como el logaritmo dado esta comprendido entre —2 y —3,

: ; : 5 1
el mimero correspondiente debe estar comprendido entre 100

1 : ;
Y 2000 Para obtener su valor por el segundo medio, se pone
el logaritmo bajo la forma 6 —2,35478 — 6 —=3,64522 —6.
Tenemos . ' 3,64522:105. A417,9;
: : 4417,9
luego  6—2,35478—6, 6 —2,35478=1log. .

1000000 ?
0 bien —2,35478=log. 0,0044179.

\

(*) ¥éase la nota colocada al fin de la obra, n.® 20.
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Estos ejemplos bastan para hacer ver que los numeros que
corresponden 4 logaritmos afectados del signo —, pueden ol
tenerse muchas veces con grado muy alto de aproximacion.

El segundo medio, segun esto, consiste evidentemente en
restar el logaritmo propuesto de tantas unidades , mas 4,
como tiene su caracteristica, determinando el nimero cor—
respondiente al resultado asi oblenido, y dividiendolo por
la unidad sequida de tantos ceros como wnidades se hayan
tomado para efectuar la resta. -

13
2.°  Se pide la 11.* potencia de la fraccion E.—Tene~
“mos (n.° 273) :

1330S 13\ 15
log. (1—5) = — log. (1—5> =—11 (l_og. iﬁ)

15:0,06215;

Pero.: log. 13

15
E=0,68365,

137\ .
yporconsiguiente, log. (E) ——0,68365 =1log. 0,2072.,

de donde_ 11 x log.

Luego 0,2072 es el nimero pedido.

2
3. Se pide la raiz 7.° de 3

WL O B

i 2 3 S B

Lenemos log. { /5 =—log. {/ 5=— ?log.é ;
3

P%{) log. —2-#0,17609;'
1’

de donde 7

3
log. §:0,02515;
luego log. \/ % = —0,02515 = log. 0,94374;

7 —_—
' 2
luego finalmente \/ 3 =0,94374.
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275. Escorto. La investigacion de los logaritmos de los
quebrados nos ha conducido 4 una especie particular de nime-
ros, llamados en Algebra mimeros megativos, por oposicion 4
los nimeros ordinarios, que se llaman niimeros positivos 6 mij-
meros absolutos. La consideracion-de los nimeros negativos
en la teoria de los logaritmos es tan indispensable como la de
los nimeros posilivos, pues solo con ellos pueden espresarse los
logaritmos de las fracciones. Esto es tan cierto, que en la hi-
potesis (muy admisible) de haber establecido al prineipio el sis-
tema de las dos progresiones :

e 1. 1 - 1 . ; 1 - 1
1710 T 100 7 71000 * 1000077
YA o s ghealiragan e aludigaining.

en cuyo caso todas las fracciones habrian tenido logaritmos po-
sitivos, y tanto mayores cuanto menores hubieran sido las frac-
ciones; en esta hipotesis, digo, los logaritmos de los numeros
mayores que la unidad, & saber, 1, 10, 100, 1000, 10000....,
y todos los comprendidos entre ellos, habrian sido representa—
dos necesariamente por la série de niimeros negativos 0, —1,
—2, —3, —A4,.... y todos los numeros comprendidos entre
estos.

Otro modo de considerar los logaritmos.

276. Euler en sus Elementos de Algebra ha establecido en-
tre las diversas operaciones de la Aritmética una comparacion
muy ingeniosa que vamos & esponer, porque da lugar 4 un
nuevo modo de considerar los logaritmos.

Designemos por a, b, ¢, tres numeros cualesquiera, y pro-
pongamonos esta cuestion general: Dadas dos cualesquiera
de estas" tres cantidades , determinar la tercera por medio
de una de las operaciones aritméticas efectuada con las
cantidades dadas.

La operacion mas sencilla sin contradiceion y la primera
que se presenta 4 la imaginacion , es la adicion.

Propongamonos, pues, hallar d ¢ por la adicion de los
dos nimeros a y b. '

Esta relacion entre los tres niimeros a, b, ¢, estard espre—
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sada por la igualdad

a+b=c (1),
que da al mismo tiempo
gesgis ) G abeseatla

Donde se ve que si en lugar de buscar & ¢, buscaramos el
valor de a 6 de b, la misma igualdad (1) daria por una sus—
traccion la cantidad desconocida. 53 -

Asi, pues; la adicion y la sustraccion estan ligadas entre si
por una misma igualdad a + b = c.

Advertencia.  Si en la igualdad ¢=c¢— b, se supone
¢ < b, el valor de a se reduce evidentemente & un humero ne—
gativo; por eonsiguiente, estas ¢lases de nimeros traen su ori-
gen de sustracciones indicadas ¢ imposibles de efectuar.

La adicion de varios nimeros iguales conduce 4 la multi-
plicacion,

Propongamonos #allar a ¢ por la multiplicacion de tos
numeros a i b. :

Esta relacion estard indicada en la igualdad

ab=rqc" (2);
de donde se deduce ,

Luego si, en lugar de buscar & ¢ por medio de la igual-
dad (2), buscaramos el valor de a 6 de b, obtendriamos el va-
lor del nimero desconocido, dividiendo ¢ por b, 6 ¢ por a.

Asi, pues, la multiplicacion y la division estan ligadas
entre si por la misma igualdad ab = c. ; :

Advertencia.  En la hipotesis de ser ¢ <b, 0 de no ser ¢

exactamente divisible por b, la espresion 7 s um [raccion 0

un nimero fraccionario. Luego las fracciones traen su origen
de divisiones que no pueden efectuarse-exactamente.
Firialmente, la multiplicacion de varios niumeros iguales con-
duce 4 la formacion de las potencias.
Supongamos, pues, que se quiere hallar -el valor de ¢
haciendo el producto de b nimeros < guales @ a.
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Jsta relacion se espresard por medio de la igualdad

ab=c'1(3);
b
de donde se deduce a=\Vc¢,

Jo cual prueba que, para obtener & ¢, cuando se conocen @ y
b, es necesario efectnar una formacion de polencia; y que pa-
ra ohtener el valor de @ cuando se conocen b y ¢, es necesario
efectuar una estraccion de raiz.

Pero ahora, conociendo a y ¢, ;como hallaremos a4 b?

Antes de responder & esla cuestion, recapitulemos lo que
acabamos de decir.

La igualdad @ + b = ¢ reune las dos operaciones conocidas
con los nombres de adicion y sustraccion; pudiendo la segun-
da de estas dos operaciones dar lugar 4 los nitmeros negativos.

La igualdad ab=—c reune {a multiplicacion y la division;
de donde nace la idea de las fracciones y nimeros fraccio—
Narips. .

Observemos ademés que en cada una de estas igualdades,
a+b=c, ab=c, el numero a y ¢l nimero b se obtienen
respectivamente , por medio de la' misma operacion efectuada
con las dos cantidades conocidas (lo cual se espresa diciendo
que ¢ y b entran de una manera semejante 6 simétrica en estas
igualdades). :

Del mismo modo , la igualdad a® = ¢ reune la formacion
de las potencias y la estraccion de las raices ; de donde na—
cen los numeros inconmensurables. . :

Pero entre esta igualdad y las dos precedentes hay una di-
ferencia, y es que, para hallar el valor de a, basta una estrac-
cion de raiz; mientras que para hallar el valor de b, se necesi-
ta una operacion particular, que en cierto modo constituird la
7.% operacion de la Aritmética.

Si aplicamos pues 4 la ignaldad

b=
la propiedad del n.” 256, resulta
b. log. a=log.c5g

~dog. e

de donde deducimos h— ;
log. @
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es decir, que el valor de b se obtiene por medio de los loga—
ritmos.
277. Hagamos algunas aplicaciones.
Supongamos , en a igualdad a® =¢, a=3 v ¢=3813 en-
tonces tendremoq

3b—281:

log. 81

de donde b= T

Tenemos  log. 81=1,90849; log. 3=0,47712;

i - 140088011 NE
uego »=oarne - r T rme

: Despreciando el quebrado ~————= 5 » que es muy pequeno y

4771
que aqui procede de que los logaritmos nuneca son. exactos, Se
encuentra b=14; y en efecto 3* = 81.

Proponframonos por tltimo , la cuestion sagulente La po-

blacion de un pais awmenta cada afo en &4 de lo que era al

empezar el mismo afo; se prequnta al cabo de cuantos afios
se habrd duplicado.

Designemos por a cl estado de la poblacion al principio del
primer ano, y por &', ", @"”,.... su estado al principiar los
demas anos. - ; iy

“Como por hipotesis, la poblacion a resulta aumentada al

concluir el ‘primer ‘afio en 50 de lo ‘que ‘era al 'principiar, la

espresion de su estado al terminar el aio primero o comenzar
el segundo, serd

a i | 51\
a+§)-——a(‘.1+5—0):a 5—0)5

-

o bien @', segun las notaciones arriba convenidas.
Como al terminar el segundo ano , habrd crecido la pobla—
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l ;
cion @' en = (ie lo que era al principiar el aio, su espresion

L a (1 1) (51
g T Ep 3RS A wy 50

o 51
0 bien , poniendo en lugar de o' su valor a (36)’ tendremos

: (51) :
50l =
Del mismo modo hallariamos que el estado de la poblacion,

51 o} A% 4 ;
al cabo del tercer aiio, es a” 50 a\5p ) 3y asi sucesi-

sera -

vamente.
Luego, si designamos por & el numero desconocido de anos,

S1\x - : .
a (3(—)) espresard el estado de la poblacion al fin del ultimo

ano. Ademds, segun el enunciado , este mismo estado esta re-
presentado por 2a : luego tendremos la igualdad

MN\x .
a (56) — 90

suprimiendo el factor @ comun 4 los dos miembros, queda

517\x
() =

: : log. 2" 0 log. 2
de donde z— : (5_17‘-—]05. 51 — log. 50
og- ( =5

_Buscando en las tablas los logaritmos de 2, de 51 y de 50,

hechos todos los edleulos, se encuentra = 35 + 360"
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Luego, al cabo de 35 anos poco mas, se habra duplicado
la poblacion.
Por consiguiente, los logaritmos conducen @ una especie
particular de operaciones, indispensables para la resolucion
de ciertas cuestiones.

FIN.
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NOTA

\

SOBRE LAS APROXIMACIONES NUMERICAS.

Esta nota esta dividida ‘en dos partes: en la primera se
supone que se dan exactamente los nimeros con los cuales se
han de ejecutar las operaciones aritméticas, y se esponen mé-—
todos mas espeditivos que los esplicados en el cuerpo de la
obra para obtener los resultados de las operaciones con un
« grado determinado de aproximacion. .

 Enla sequnda parte se opera con mimeros fque solo se
conocen aproximadamente, y se trata de fijar el grado de
aproximacion que en los resultados puede obtenerse, atendida
la naturaleza de los ntimeros dados y el sistema de operacio-
nes ejecutadas con ellos.

OBSERVACION PRELIMINAR.

1. Siempre que se trata de convertir una fraccion ordina—
ria en deeimal, y resulta infinito el nimero de cifras decimales
del eociente, ordinariamente se da fin a la valuacion en un cier-
1o ‘orden decimal. Aqui pueden ocurrir dos casos: 6 bien la ci-
fra que sigue 4 la Gltima que se toma es menor que 5, 6 bien
es igual 6 superior & 5.

‘n el primer caso , es evidente que la parte tomada en el
cociente espresa el valor buscado; no solo con menos de wuna
unidad de error del drden de la dltima cifra de la derecha,
sino tambien con error de menos de media unidad del mismo
orden, siendo entonees en menos ¢l error cometido.

En-el segundo caso, si se aumenta una unidad 4 la ultima
cifra lomada , se tiene tambien el valor pedido, con un error
menor que media unidad del mismo orden; pero entonces se

' 23
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comete un error en mas, menor que el que resultaria de fa su-
presion pura y simple de las cifras siguientes & la ultima to-
mada. :

Sirva de ejemplo valuar en decimales el quebrado 33"

173 23
9 07301304347
910 0,7391"304311
30
70
100
80
110
180
2 Y

En este ejemplo, las partes 0,73910,7391(0,7391304]....,
espresan exn menos el valor total del cociente aproximado hasta
media milésima, & media diezmilésima, 0 media dies— .
millonésima , pues las partes despreciadas son evidentemente -
menores que la mitad de una milésima, 6 de una diezmilésima,
6'de una diezmillonésima. ying

Pero 0,74 | 0,739130435 | espresan en mas el cociente
aproximado hasta media centésima 6 media milmillonési-
ma; porque las cantidades que en este supuesto sc han anadi-
do al cociente son evidentemente menores que la mitad de una
centésima 6 de una milmillonésima. s

De donde se deduce que el cociente de una division sus-—
ceptible de prolongarse al infinito: por su desarrollo en decima-
les , puede siempre valuarse:, sea en menos sea en mas, con
un error menor que media unidad de un orden decimal cual-
quiera. Basta que se sepa si la cifra siguiente & aquella en que
nos queremos detener , debe ser menor que 5, 0 bien iqual o
superior 4 5. . ~

Es de notar aqui que no se necesita conocer el verdadero
valor de la cifra siguiente 4 la iltima tomada; es decir, que no
se necesita determinar dicha cifra ; basta considerar el residuo
correspondiente & la cifra de la tltima operacion. — Si- este
resto es menor que la mitad del divisor, 0 igual o superior
4 dicha mitad , puede asegurarse que la cifra inmediata poste-
rior habria de ser menor que 5, 0 igual 6 superior & 3.
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Asi, en el ejemplo precedente se ve que todos los restos
correspondientes a ios cocientes 9, 1, 3, 0, 4, 3, son 3, 7, 1,
10, 8, 11, numeros evidentemente menores que la mitad del
divisor 23 ; mientras que los restos correspondientes 4'las ci—
fras 3 centésimas, A milmsllonésimas, son 21 y 18, nime-
ros mayores que la mitad del divisor.

Una observacion andloga puede hacerse respecto de la raiz
cuadrada desarrollada en decimales.

Como, segun la formula del n." 177,

(@ + 0= a2 + 2ab + 12,

2

tenemos a+§ ma%+a+iw
vesulta que, si @ designa la parte ya encontrada de la raiz, se-
gun el resto correspondiente es & lo mas igual 4 @, 6 bien su—
perior & @, se puede asegurar que @ espresa la raiz aproxima—
da con menos error de media unidad del 6rden de la ultima ci-
fra & la derecha de a, y que el error cometido es en menos 6
bien que a + 1 espresa en mas la misma raiz, aproximada en
media unidad del orden de la ltima cifra; y esto sin que haya
necesidad de hacer una nueva operacion, que daria ciertamen—
te una cifra menor 6 mayor que 5, 6 igual al mismo 5.

Pasemos ahora al objeto principal que nos hemos pro-
puesto.

PRIMERA PARTE.

En las cuestiones de aritmética (véase el fin del 4.° capitu-
I0) hemos tenido muchas veces que efectuar operaciones en don-
de figura crecido niimero de cifras decimales, aun cuando pa-
ra lograr el objeto de la cuestion, baste obtener el resultado
con mucho menor namero de ellas. Por eso es util ensefiar m¢-
lodos que, sin necesidad de ejecutar por entero las operaciones,
nos dén con toda exactitud las cifras decimales necesarias.

METODO ABREVIADO DE MULTIPLICACION:

2. Empecemos por la multiplicacion, y tomemos los dos
ntmeros 34,253467 y 5,4637, suponiendo que en el produc—
to solo se quiere aprozimacion hasta milésimas.

1 artificio que hemos de emplear consiste en hacer las
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multiplicaciones por las diferentes cifras del multiplicador, te—
niendo solo en cuenta los productos de miléstmas 6 de unida-
des superiores a ellas, como son ceniésimas, décimas, uni-
dades simples, ete. Sin embargo , como bastan 10. diezmilé-
simas para hacer una milésima , es:lambien necesario atender
4 las diezmilésimas que pueden dar los productos  parciales.
Segun estas primeras observaciones , hé aqui como se debe
Uperar = ! !

34,2 S84 6T

T-3 645
171 9673 diezmilesimas.

137,013
20551
1027
239

1'% 7 45.03.,

Se empieza por escribir la cifra de las wnidades del multi-
plicador debajo de la cifra de/las diezmilésimas del multipli-
cando, y se colocan 4 continuacion las demas cifras del prime—
ro,, invirtiendo el drden en que estaban escritas; de modo. que
la cifra de,_las décimas . del multiplicador cae necesariamente
bajo la cifea de maldsimas., del. multiplicando, la cifra. de las
centésimas del primero bajo la cifra de las centésimas del se-
gundo, y asi sucesivamente. Si hubiera cifras de decenas,
centenas , ete., en el multiplicador, vendrian & quedar coloca-
das bajo las cifras de las cienmilésimas , millonésimas , elc.,
del multiplicando. En-una palabra, por medio de esta coloca-
cion,, cada ‘cifra delsmultiplicador queda situada bajo la éifra
del multiplicando_ que; multiplicada ;por ella, ha de producir
diezmaldstmas.oido siand ool bab alai ol 4

Esto supuesto, se empieza imultiplicando por la cifra 5 del
multiplicador todas /las “cifras - del ‘multiplicando ; eomenzando
por el & que corrésponde & la cifra 5, y despréciando el pro-
ducto de 67 por 5, del cual solo aprovecharemos las 3 unida—
des de especiesuperior que da el producto de6 por 5, y que
espresan diezmilésimas. Esta primera multiplicacion nos da
1712673 diezmilésimas ; que se eseriben; oportunamente. de—
hajo de los factores.o o i b6

Pasando ahora 4 la: cifea & de-las: décimas del multiplica~
dor, se'multiplica por ella todo el mmltiplicando empezando
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por la cifra 3 y despreciando ¢l producto'de 467 por 4, del
cual solo se reserva la wnidad de especie superior que da el
producto; cuatro veces 4, porque esta unidad es wna diezmi-
lésima ; asi'se obtienen 137013 diezmilésimas, que se co-
locan debajo del primer producto, porque ambos espresan
diezmilésimas. B anidning

Del mismo modo se opera con respecto 4 las demas cifras
del multiplicador, cuidando de comenzar cada multiplicacion
parcial en la cifra del multiplicando que estd colocada in-
mediatamente encima de la cifra del multiplicador que se
considera , y anadiendo al producto unicamente las uni-
dades superiores, que dd.la cifra.del multiplicando en don-
de comienza la multiplicacion. '

Asi se obtienen los tres nuevos productos 20551, 1027 v
239, que se colocan de modo que se ‘correspondan las cifras.
Se suman en seguida todos los productos., y resulta 1871503,
4 cuyo nimero es necesario ‘cortarle’ con una virgula cuafro
cifras decimales , porque debe espresar diezmilésimas.

Finalmente, se tacha:la altima cifra, 'y se encuentra
187,150, que serd el producto pedido aproximado hasta; mi-
lésimasuiring 15 ¢ o vaetid il '

Es facil comprobar.este resultado, efectuando la multipli-

cacion por completo. i -
- Adverfencia.. ‘Podria creerse; segun este procedimiento,
(que como'en apariencia Hemos tenido en cuenta todas las diez-
milésimas procedentes de los productos parciales, la cifra de
las. diezmilésimas ‘seria tambien exacta; pero no- resulta asi,
sino menor de lo que debe en muchas vnidades. Esto depende
de que Ia suma de'las unidades del ovden de cienmilésimas
puede dar varias. unidades’ del orden superior inmediato. Sin
embargo , debe considerarse ‘que el ‘érror mo- puede influir en
la cifra de milésimas, porque para esto era necesavio que el
niultiplicador estuviera compuesto de diez’ cifras & lo: menos,
atendiendo que , segun el proceder de arriba , el error cometi-
do en cada multiplicacion parcial ¢s en general menor que tna
diezmildsimal 0 o1 . ‘

3.1 Por lo'demds ; aun pueden disminuirse mueho los ervo-
res cometidos en.el eurso del calenlo , usando las modificacio-
nes siguientes: - .

Siempre que & la simple inspeccion de las dos ecifras de la
derecha ‘de la cifra del multiplicando en que comienza cada
multiplicacion' parcial , se veconoce que la segunda de las ci-
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fras del producto del conjunto de las dos cifras arriba dichas,

por la cifra del multiplicador, es igual 6 supertor &5, se ana-

de una unidad 4 la primera cifra de la izquierda del producto,

para afiadirla en seguida al resultado de la multiplicacion par-

cial que se ejecuta. . Il
Hagamos ver la practica de esta modificacion en ¢l mismo

ejemplo tratado antes.

[ -]
(=2
1

cres oo ol

-
—l
(RGN s

=) [ G, = T
oo o R w | e

o
—
I |
—

?

En la primera multiplicacion parcial, como el producto de
67 por 5 da 33, mos limitamos & afadir 3 al producto de
34,2534 por 5; lo cual da 1712673, como en el primer modo
de operar. i :

Pero en la segunda multiplicacion, como el producto del
conjunto de las dos primeras cifras, 46, de la derecha de la
cifra 3, por la cifra 4 del multiplicador, es 184, afadiremos 2
y 1o 4, al producto de 34,253 por 4, lo cudl dia 137014 en
lugar de 137013, que habiamos obtenido en la forma an-
terior. g

Del mismo modo , siendo 204 el producto de 34 por 6,
anadiremos 2 en lugar de 1 al producto de 34,25 por 65 lo
cual da 20552 en lugar de 20551.

Se vera tambien del mismo modo , que los dos tltimos pro-
ductos deben ser 1028 y 240.

Sumando ahora los productoes parciales , se obtiene por re-
_saltado 117,1507 en lugar de 117,1503.

Este nuevo resultado prueba , segun de lo dicho en el ni-
mero 1 de esta nota, que 117,151 es el valor del producto con
menos de media milésima de error, pues es mayor que 5 la
cifra inmediata posterior & las milésimas.

Apliquemos & un nuevo ejemplo el procedimiento y sus mo-
dificaciones. ;

Propongdmonos obtener aproximado hasta cienmilési-
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mas el producto de los wimeros 763,05403678956 vy
254,1630578.
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Supuesto (ue descamos obtener exactamente las ¢cinco pri-
meras eifras decimales, es necesario tener en' cuenta las millo—
nésimas que pueden dar los productos parciales. Para esto,

- despues de haber invertido el orden de las cifras del multipli-
cador, le-colocamos debajo del multiplicando , de modo que la
cifra 4 de las unidades de aquel se corresponda con la de mi—
llonésimas de este; con lo cual las otras cifras quedan natu—
ralmente colocadas en el orden prescrito arriba; en segnida se
efectian las multiplicaciones, con el cuidado de anadir 4 cada
producto pareial las unidades procedentes de la muitiplicacion
de la parte despreciada del multiplicando por la cifra corres—
pondiente del multiplicador.

“En este ejemplo hemos aumentado una unidad 4 las que
llevébamos en las multiplicaciones 1.%, 3.%, 4.%, 5." y 7.%, por
la razon espuesta en el primer ejemplo; y como la cifra (acha-
da es mayor que 5, podemos concluir que 194169,06347 es—
presa el producto en mas , sin llegar el esceso 4 media. cien—
milésima.

4. Primera observacion. Reflexionando sobre la natd-
raleza del procedimiento abreviade de la multiplicacion, y sus
modificaciones indicadas en el n.” 3, es facil ver que en cada
multiplicacion parcial, el error cometido ya en mas, ya en
tenos , es menor que la mitad de la unidad del orden decimal
inmediato posterior al en que se debe terminar la aproxima-
cion, Por consiguiente , sé necesitarian 20 cifras & lo menos en
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el multiplicador, para que pudiera llegar 4 solo una unidad el
error final cometido en la ltima cifra de la derecha del pro-
ducto aproximado. .

Hay mas; como los errores parciales comelidos en mas 6
en menos , se compensan hasta cierto punto, casi se puede
asegurar que la cifra siguiente: solo difiere de la verdadera en
una & en dos unidades a lo mas.

Efectuando la multiplicacion precedente segun las reglas or-
dinarias, encontramos, en efeeto, que el producto , hasta esa
cifra decimal inclusive, es 194169,0634681. Donde se ve que
la sesta cifra decimal hallada por el método abreviado solo di—
fiere de la verdadera en una unidad. Aqui, la suma de los er-
rores cometidos en menos escede & la suma de los errores co-
metidos en mas. i

5. Segunda observacion. Una ligera dificultad puede
presentarse en las aplicaciones; v es cuando quiere obtenerse el
resultado con menos error de media unidad de un orden deci-
mal determinado (véase el n.° 1 de esta Nota). Como la: cifra
tachada puede tener de mas 0 de menos algunas unidades, v
como puede suceder que sea poco diferente de 5, no se sabe si
debera tomarse como estd la eifra en que se ha detenido la .
aproximacion, 6 si se le debera aumentar una unidad.

En este caso el unico medio seguro de resolver la dificultad
es buscar el producto ¢on una cifra mas de las que quieran te-
nerse. Como en virtud de lo dicho arriba, esta cifra dehe ser
siempre exacta, al despreeiarla en el producto. obtenido, po—
dremos tomar el producto que nos quede, en la forma que es=
té, 6 anadirle una unidad, segun sea menor que 5, 6 igual, 6
superior 4 9 la eifra despreciada. : ‘ i

Asi, si se quiere obtener el producto con menos de media
diezmilésima de error, por ejemplo, se proeedera como si
quisiéramos obtenerla con menos de una cienmildsima de
error; y la cifra de las cienmilésimas obtenida nos indicara si
debemos anadir una unidad & la cifra de las diezmilésimas, 6
dejarla tal cual esté.

*6.  Tercera observacion. Tambien puede suceder que el
multiplicando no tenga bastantes cifras decimales para que pue-
dan corresponderse las cifras de las unidades, decenas, cente=
nas, etc., del multiplicador, con las cifras 4 que deben corres—
ponder segun la regla. En este caso se suplen con eeros los lu-
gares que faltan & la derecha del multiplicando.

Sea, por ejemplo, multiplicar 1825,4037 por 2427,125,
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y supongamos que se (uiere un producto exacto hasta las diez-
milésimas inclusive.

182540370000 *
5247242

365080740000 crenmilésimas.
73016148000
3650807400
1277782590
182540317
3650807
912702
443048,295538

Como ‘se necesita que la cifra de las unidades del multipli-
cador corresponda 4 la cifra de las cienmilésimas del multi-
plicando , y que las decenas , centenas, ete., correspondan &
las millonésimas , diezmillonésimas, elc. , .se escriben cua-
{ro ceros 4 la derecha del multiplicando, que se convierte en
1825,40370000. La operacion se efectia ‘en seguida del modo
arriba dicho. :

Aconsejamos & los principiantes que se ejerciten en los ejem-
plos de multiplicacion tratados en los n.°* 103y siguientes.

7. - Finalmente, el método anterior es aplicable a'la multi—
plicacion de dos niimeros enteros, compuestos uno-y otro de
un namero algo-crecido. de eifras, cuando en el producto solo
se busea exactitud hasta la cifra de un cierto orden.

Sean, por ejemplo, los dos nimeros 279456 y 89764,
cuyo producto se quiere con menos de UN MILLON de error.

279456 s
46798 - ! -
993565  centenas de millar.
25151
1956
168
11
25085¢

Para tener un producto exacto hasta los millones inclusive
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es necesatio lener en’cuenta las cenfenas de millar que pue—
den dar los productos parciales. Asi, se. eseribird el multipli-
cador invertido debajo del multiplicando , de modo que la ci-
fra de sus unidades quede colocada bajo la cifra de las cente-
nas de millar, la cifra de las decenas bajo la cifra de las de-
cenas de millar, ete.; y se efectuara como antes la operacion,
obteniendo que el producto pedido son 25085 millones , resul-
tado algo mayor que el verdadero , pues en todos los productos
parciales se ha anadido una unidad & las que se llevaban pro-
cedentes de las cifras despreciadas.

METODO ABREVIADO PARA LA DIVISION.

8. Para la division de dos cantidades compuestas de un
gran numero de cifras , hay tambien un medio mas sencillo que
el procedimiento ordinario , de obtener el cociente ¢on cierto
grado de aproximacion. s ‘ _

Consideraremos primero el caso en que ;, siendo dos nime-
ros enteros el dividendo y el divisor, se quiere sacar el cocien-
te con menos de wna unidad de error; despues sera facil de-
ducir el caso de dos fracciones decimales.

El método que vamos & esponer esta fundado en que, se-
gun el procedimiento ordinario de la division, la determinacion
de cada una de las cifras del cociente solo depende comunmen-
te de las dos ¢ tres primeras cifras del dividendo, y de la pri-
mera 6 dos primeras cifras del divisor; de donde resulta que
pueden obtenerse las verdaderas cifras del cociente sin atender
d las ultimas cifras de cada dividendo parcial. Esto supuesto,
hé aqui la regla del procedimiento abreviado.

Suprimanse & la dervecha del dividendo tantas cgfms
MENOS 00s, como hay en el divisor; hagase en sequida la
division de lo que queda d lo izquierda por el divisor,
en la forma ordinaria. Si no hay residuo, pinganse ¢ lu
derecha del cocienle tantos ceros como cifras se hayan
cortado en el dividendo. Pero si queda residuo, como su-
cede de ordinario, dividase el residuo, no' por el mismo
divisor (lo cual ya no es posible), sino por el divisor des-
pues de tacharle la dltima cifra de la derecha. Sin em-
bargo, en' la multiplicacion del nuevo divisor por la ecifra
obtenida en el cociente, léngase cuidado de tener en cuen-
ta las unidades de especie superior que se llevan del pro-
ducto de la cifra tachada, por la cifra del cociente (le-
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niendo presente la modificacion indicada en el n.° 3). Divi-
dase despues el nuevo residuo por el divisor precedente,
al cual se tachard de antemano otra cifra ¢ la derecha
(teniendo tambien en cuenta la observacion que acabamos de
hacer acerca de la multiplicacion del nuevo divisor por la ci- -
fra del cociente). Conlintiese de este modo, suprimiendo en
cada division una cifra & la derecha del divisor, hasta
tanto que el divisor solo quede sin tachar una cifra. Ta-
chando entonces la tltima cifra obtenida en el cociente , que-
dard a la izquierda el cocienle pedido.

Para darnos cuenta de este procedimiento , vamos & propo-
ner un ejemplo sencillo, tratandole primero por el procedimien-
ordinario ¥ despues por el que acabamos de enunciar.

Sea dividir 430456846 por 5683.

430456846 | 5683 430456416 | 56435
32646 THETAR il 3264 THETAAR
1231 Mt 123180 A8

25374 9537
264026 ' . 964

3 | 37

La division de la izquierda esta hecha segun las reglas or-
dinarias, y es inutil detenernos en ella; ocupémonos solamente
de la segunda.

Segun la regla, separamos dos cifras 4 la derecha del di-
videndo, porque tiene cuatro el divisor; se divide el nimero
(que queda & la izquierda, 4304568 , por 5683, y se obtiene
el cociente 757 y el residuo 2537. .

Hecho esto, se tacha la ultima cifra 3 del divisor, y se di~
vide 2537 por 568, lo cual dd el cociente 4; se multiplica 563
por 4 aiiadiendo al producto la unidad que se lleva del produe-
to 12 de la cifra suprimida por 4, y el resultado, 2273, de esta
multiplicacion se resta de 2537, quedando por residuo 264.

Suprimiento la cifra 8 en el tltimo divisor, y dividiendo
264 por 56, se obtiene ¢l cociente 4. Multiplicando 56 por 4,
y anadiendo al producto las tres unidades que se llevan de la
multiplicacion de las dos cifras tachadas por 4, resulta 227,
quey, restado de 264, da el residuo 37.

Dividiendo finalmente 37 por 5, resulta el cociente 7; pero
esta cifra es mayor de lo que debe, porque aceptindola come
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exacta tendriamos que restar 5x 745, 6 40 de 37. Escribire-
mos, pues, la cifra 6. Tachando ahora esta Gltima cifra, ha-
llamos el eociente pedido 75744, con menos de una unidad de
error. (Muy luego hablaremos de la cifra tachada.) '
Comparando las dos operaciones anteriores, Se advierte que
las dos 0 tres cifras primeras son idénticas en cada division'pay-
eial, y por. consiguiente las cifras del cociente deben ser las
mismas en una y otra; pero en las multiplicaciones por: las di-
ferentes ecifras del cociente, nunca deben' 'olvidarse:las modifi-
caciones del n.° 3; de lo contrario se obtendrian residuos: de-
masiado grandes,, (ue podrian dar en el cociente cifras supe—
piores 4 las verdaderas. sl ' i
9. Advertencia. Como en el ejemplo anterior la primera
cifra de la izquierda de la ‘parte suprimida ‘en el dividendo es
menor que 3, puede inferirse que al residuo 2537 le falta me—
nos de media uniddd del orden de la cifra 7. Si la ‘cifra de la
izquierda de que jestamos hablando fuera 5, 6 superior 4 5,
convendria aumentar una unidad & la ultima cifra de la derecha
de la parte conservada en el dividendo, y entonces este tendria
un eseeso de menas de media unidad del érden de su dltima
cifra. } , '
Por otro Iado-! en virtnd de las modificaciones del n.° 3,
cada uno de los dividendos parciales de las operaciones siguien-
les estd necesariamente aumentado ¢ disminuido en menos de
media unidad del mismo' orden. b < 2
Todos estos errores, unos en inas, otros en menos, se com-
pensan en: gran’ parte. Pero en todo caso, puede asegurarse que
el limite del ‘error total cometido, sea en mas, sea-en menos,
en el ultimo dividéendo parcial obtenido tachando sucesivamente
todas las cifras del divisor menos. la primera, estd espresado
por tantas medias wnidades del érden de 'la primera cifra de
la parte suprimida del dividendo, como operaciones parciales
se hayan hecho, siguiendo el procedimiento abreviado.
Dividiendo. este limile por la primera cifra de la | izquierda
del divisor, se obtiene por cociente el nimero de unidades que
tiene de mas 6 de menos'la cifra: tachada del cociente de la
division total. ' j : a4 & 0k
Segun esto, se ve qué seria necesario que fuera muy con=
siderable. (al menos igual & 20)-el ntimero de divisiones parcia-
les efectuadas por el método abreviado para que se hubiera de
temer una sola unidad de error en la eifra: que precede 4 la
cifra-tachada: ' nrs
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Strvade segundo ejemplo: dividir 340347056789046 por
2786459, '

540347 0267 | 89046 2786489
2617011 1 =
10919846 1939188973
25604697
526567
51247921
25004
2712
204 1\
(e

Despues de haber separado cinco cifras & la derecha del di-
videndo (es decir; dos menos que hay en el divisor), se divide
la parte de la izquierda por todo el divisor, lo cual da el co-
ciente 11939, 1y el residuo 526567.. Aqui la dltima ‘cifra leva
aumentada una unidad por-la razon dicha en el numero 8.

Hecho esto, se suprime la ltima cifra 9 del divisor, y se
divide 526567 por 278645; se obtiene el cociente 1 y el resi-
duo 247921, que se divide por 2786/4; resulta el cociente 8 y
el residuo 25004, que se divide por 27865y asi sucesivamen—
te hasta llegar al residuo 9, que dividido por 2, da el cociente
3 (no 4, que seria demasiado grande). Se tacha la cifra 3, y se
obtiene 193918897, que sera el cociente pedido.

10.  Observacion. - Si al principio de la operacion , cuan—
do se han suprimido & la derecha del dividendo las cifras pres—
eritas por la regla, no contiene al divisor la parte restante ala
izquierda, ‘se suprimen desde luego G la derecha del di—
visor el mimero. de.¢ifras necesario para que el nuevo di-
visor esté. contenido eii-la parte de la izquierda del divi-
dendo o ol j I 19 aole A o)
Sirva de ejemiplo dividir 30564897 por 67364.

. 30564| 897, | 67584

s 30BBE 2omisd 5| BT

o 36190117 iz} 2 6 O1o;
951, 1

49

9,
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Como, despues de la separacion de las tres ultimas  cifras 3
la derecha del dividendo, la parte de la izquierda, 30564, ¢
mas bien 30565, no contiene al divisor, se suprime la vltima
cifra del divisor, despues se divide 30565 por 6736, lo cual da
el cociente 4.y el residuo 3619, con el cual se opera como
antes.

11.  Ahora podemos ya esplicar el procedimiento que con-
viene al caso en que, siendo fracciones decimales los dos mi-
meros, se pide el cociente con cierto grado de aproximacion,
por ejemplo, aproximado hasta milésimas, hasta diesmile-
stmas, ete.

Se empreza por reducir la division a la de dos mime-
ros enteros por la regla del mimero 90; se escriben des-
pues a la derecha del dividendo tantos ceros como_cifras
decimales se quieran en el cocienle; se hace la division
sequn la regla dada (Nota, n.° 8); y se separan d la de-
recha del cociente el wimero de cifras decimales pedidas,
mas una, tachando luego la #ltima cifra.

Privmer EsEMPLO.  Se pide el cociente de 1234,569 por
27,35894, aproximado hasta milésimas.

1234569 [ 00000 2785894
140211 A5194E
3416
1680
133
24
3

Empiezo por eseribir dos ceros 4 la derecha dei dividendo,
suprimiendo la coma en él y en el divisor, lo eual reduce la
operacion & dividir 123456900 por 2735894. Despues, como
s¢ piden fres cifras decimales en el cociente, escribo fres eeros
mas a la derecha del dividendo, es deecir, divido 123456900000
por 2735894, v busco el cociente con menos de una unidad de
error. Encuentro 45124 pero como escribiendo tres ceros mas
d la derecha del dividendo, le hemos heecho mil veces mayor,
para reducir el cociente 4 su justo valor, es preciso separar tres
cifras decimales & la derecha, obteniendo asi 45,124, que serd
el cociente pedido.

Advertencia. En este ejemplo, el Hmife en mas o en me-
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p! ) y 5 (3}
10s del error cometido en la cifra tachada del cociente es = ¢ 2,

| G

6 7, segun lo dicho en el nimero 9; lo cual prucha que el ver-
dadero valor de la cifra fachadea es superior 4 5; luego 45,125
espresa el valor del cociente, con menos de media milésima de
error.

Tambien podria aplicarse 4 la investigacion de un cociente
con menos de media unidad de error de cierto orden decimal,
la regla dada para la multiplicacion ensel niimero 5.

Biisquese una cifra decimal mas de las indicadas en el
enunciado; y segun sea la pentltima cifra menor que 5, ignal
o superior 4 5, ast se tomard la parte de la izquierda tal cual
esta o aumentada en una unidad en el resultado pedido.

SuGUNDO EJEMPLO. Se quiere lener con menos de 0,0001
de error el cociente de 229,4703568 dividido por 7,3594.

922047035(680 | 15594
86883 TRIT
139805 311 (8058

50302
427
5

0

Como en virtud de lo dicho, deberian escribirse fres ceros
4 la derecha del divisor, y luego cuatro i la derecha del divi-
dendo, basta escribir desde luego uno solo 4 la derecha de este,
suprimiendo la virgula en ambos; con lo cual queda la opera—
cion reducida a dividic 22947035680 por T3594.

Asi' se encuentra 314806. Luego el cociente pedido es
31,1806.

METODO ABREVIADO PARA LA ESTRACCION DE LA RALZ
CUADRADA.

12, Cuando ya se han obtenido mas de la mitad del mime-
ro de cifras que debe tener una raiz cuadrada, se pueden de—
terminar las restantes por medio de una simple division.

Designemos en efecto po N el niimero: cuya raiz cuadrada
huscamos, y supongamos que su raiz debe constar de (2n+1)
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cifras. Llamemos ¢ el valor relativo de la parle representada
por las (n+1) primeras cifras de la izquierda de la raiz, y b Ia
parte espresada por las n cifras restantes, parte que se trata de
determinar.
Tenemos la igualdad

N=(a+b=a>+2ab+1?;
de donde, resiandn a® a'los dos miemhroé,
| N 2 = 2ab + 02,
o dividiendo por 2a, ‘

HiN—=— @2 L b2
T Sol SO Sas

Esto supuesto, como por hipétesis b solo consta de n ci-
fras, tenemos necesariamente H<10™, y por consiguiente
b2 <1020,

Por otro lado, el ntimero espresado por @ consta de (2n+1)
cifras, de las cuales son ceros las n primeras de la derecha; por
consiguiente resulta ‘

@, y con mayor razon 2a > 102",

; b? AL o1
Luego oy, o5 un quebrado propio ; por consiguiente , segun
N—a?
2

escede 4 b en una eantidad menor que la unidad. De esta con-
sideracion deducimos la regla siguiente: :

Despues de haber obtenido mas de la mitad del numero de
cifras de la raiz cuadrada, para determinar las restantes basta
dividir el residuo N—a? que resulte, vor el duplo de la
raiz hallada considerada en su valor relativo.

Sirva  de primer cjemplo estraer la raiz cuadrada de
A135678956 con menos de una unidad de error.

Busquemos primero las tres primeras cifras por el procedi=
miento ordinario. (Véase el n.® 179.) -

la tltima ignaldad de arriba, el cociente éspresado por
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A735678956] 688

1135 khatunidi aily

14 469 12.8] 136.8
2238956/ '8 8

La primera parte de esta raiz resulta ser 688, quedando el
residuo 2238956 , que en virtud de la regla de arriba, debe-
mos dividir por el duplo de 688 considerado con su valor rela—
tivo, es deeir, por 137600. ;

2238956
862956
37356

137600
16.

Siendo 16 la parte entera del cociente, deducimos que la
raiz buscada es 68816 con menos de una unidad de error.

En efecto, si elevamos al cuadrado el nimero 68816, ob-
tenemos el producto 4735641856, que restado del numero .
propuesto , d el residuo 37100, menor que el duplo de 68816
aumentado en una unidad. (Véase el n.° 177.

[Como el residuo es menor que la raiz obtenida 68816, se
puede tambien asegurar (Nota, n.” 1) que & dicha raiz le falta
menos de media unidad.

El residuo 37100 puede obtenerse por otro medio mas pron-
to que el de la elevacion de 68816 al cuadrado. En efecto,
como restando del ntimero propuesto el cuadrado de 688, he—
mos obtenido el residuo 2238956, hasta formar el doble pro—
ducto de 688 con dos ceros, por 16, y despues el cua—
drado de 16, restando de 2238956 la suma de las dos
paries. ‘

13. Supongamos ahora que.se quiere valuar en decimales
la fraccion que debe anadirse & 68816; con arreglo a lo dicho
en el nimero 183, es necesario escribir 4 la derecha del re-
siduo 37100, pos VECES tantos ceros como cifras decimales
queramos tener, continuando la operacion en la forma ordina—
ria. Aqui es donde el método abreviado puede recibir una gran-
de estension. ' ;

En efecto, para obtener cuatro cifras decimales (puesto que
la raiz determinada tiene ya einco cifras), basta dividic 37100
seguido de ocho ceros por el duplo de 68816, 0 137632, se—
guido de evatro ceros, 6 lo que‘es lo mismo, 371 000000 por

24
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137632; y como este cocienle se busca con menos error que
una unidad del orden de su tultima cifra, se le puede aplicar la
regla de la division abreviada.

il T s |
LA™ 1316 26955
Cor i 1

) sl o, 8

Asi se obtiene el cociente 2695. Por consiguiente 68816,2695
espresa la raiz cuadrada del nimero propuesto con menos de
una diezmilésima de error.

Una nueva division daria oche cifras decimales mas; pero
seria necesario de antemano hallar la diferencia que existe
entre el nimero propuesto seguido de ocho ceros y el cua—
drado de 688162695. Para esto, como ya hemos obtenido el
residuo anterior' 37100, bastaria formar el doble producto
de 688160000 por 2695, y despues el cuadrado de 2695, -
restando de 37400 con ocuo ceros la suma de las dos par-
tes, lo cual seria mucho mas sencillo que elevar al cuadrado
el mimero 688162595,

Esta sustraccion es en todos casos indispensable para la
comprobacion de los caleulos; porque antes hemos visto, 1.° que
N—a? | ) . (s
T da un cociente por esceso; 2.° que el empleo del pro-

J} ] 37100 0000 (437632

cedimiento abreviado de la division puede dar tambien (Nota,
n.” 9) un cociente por esceso; por consiguiente, por esta doble
razon es muy posible que la ultima cifra hallada tenga una 6
dos unidades de mas, lo cual se conocerd en la imposibilidad
de hacer la sustraccion. Ya sabemos cémo puede reducirse &
su justo valor la Gltima cifra si en efecto resultira mayor de lo
debido.

14. Presentaremos por segundo ejemplo el cuadro de los

célculos relativos a la valuacion de V2 en decimales.
1.°  Aplicacion del procedimiento ordinario. -

2 1,41
10.0 94 | 281
100 |7 |

e (9 e
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2.°  Determinacion de las dos cifras siguientes por la
division.

11900 | 282

620 |75
56

La raiz con menos de 0,0001 de error, es 1,4142.
3.°  Determinacion del nuevo residuo.-

‘Producto de 28200 por 42 = 1184400

cuadrado de 42 — 1764

Suma. . . . 1186164

Restando esta suma de. . . . 1190000
Diferencia. . . 3836

4% Determinacion de las cuarro cifras siguientes por

medio de la division abreviad.

38360 000 | 28294
10076 13569
1591
177
7
0

La raiz con menos de 0,00000001 de error es 1,41421356.

3. Determinacion del nuevo residuo.

Producto de 282840000 por 1356 = 383531040000

cuadrado de 1356 = 1838736

Suma. . . . . 383532878736

Restando esta sumade. . . . . . . . 383600000000
Queda la diferencia. . . . 67121264

6.°  Determinacion de las ocho cifras siguientes por la
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division abreviada. (Se han suprimido como inutiles siele ce—
vos en el dividendo.)

671212640 | 232842742
106527216 | 7 —
20674403 237309508
875413
- 96885
1429
15
1

La raiz eon menos de 0,0000000000000001 de error, es
1,4142135623730950.

Para obtener las diez y seis cifras siguientes seria necesario
calcular el nuevo residuo- segun el método indicado arriba, v
aiiadiéndole un nimero conveniente de ceros, dividirle en se—
guida por el duplo de la parte ya encontrada de la raiz. Y asi
sucesivamente.

Advertimos que en esta operacion y en las que despues pu-
dieran hacerse, convendria despreciar la ltima 6 las dos ulti—
mas cifras de la derecha, en atencion 4 lo dicho en el n.° 9 de
esta Nota.

15. Puede estenderse 4 la raiz cubica la regla abreviada de
la estraccion de la raiz cuadrada,

En efecto , la formula

N— (a+bp=0a*+3a%+ 3ab® + b3,
da N—ad = 3a?h + 3ab® + 03,

6 dividiendo los dos miembros por 3a?,

N-—a“_b B2y 0b?
R e e

Suponiendo que la raiz cibiea de N debe constar de (2n+ 1)
cifras, y que a designa el valor relativo de las (n+ 1) prime-
ras cifras de la izquierda de la raiz, y b el valor de las » ulti-
mas, tenemos necesariamente < 10", y por consiguiente
bR <L0%, DB a 0,
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Por otro lado, tenemos a>10%", de donde a2, y con ma-
yor razon 3a*>10%,
b 3
Se ve, pues, 1.° que - & quebrado propio; 2.° que

b3 ; ; 1
37 tambien otro quebrado propio menor que Ton Cuyo

valor puede influir poquisimo en la parte entera del cociente de
la division de N—a® por 3a2.

De donde resulta esta regla: cuando se han obtenido ya
mas de la mitad del nimero de cifras de una raiz cibica, bas—
ta, para determinar las cifras siguientes, dividir la diferen—
cia entre el mimero propuesto y el cubo de la raiz obtenida,
tomada en s valor relativo, por el triplo del cuadrado de
la misma raiz. '

No insistimos en las aplicaciones de esta regla, porque ape—
nas tiene uso alguno.

SEGUNDA PARTE.

16. Hasta aqui hemos supuesto que eran exactos los ni—
mero~ dados, y que el resultado buscado debia obtenerse con
un grado de aproximacion determinado de antemano, condi-
cion que siempre ha sido posible cumplir. Ahora vamos & su-
poner que los w.dmeros dados solo se conocen aproximadamen—
te, vy en este sup=esto tratamos de determinar @ priori el
méximo grado de aproximacion con que puede obtenerse el re—
sultado de las operaciones que deben efectuarse.

La resolucion de esta cuestion, tal cual acabamos de plan—
tearla, es indispensable en muchos casos, por ejemplo, cuando
se opera con logaritmos que, segun esplicamos en su teoria,
solo son exactos hasta cierto orden decimal determinado.

Empecemos por la adicion y la sustraccion. ! !

Para fijar las ideas, supongamos (ue en una operacion ana-
loga 4 la del segundo ejemplo del n.° 267, hemos tenido que
sumar entre si 25 logaritmos 6 complementos logaritmicos
(n.° 268), y (ue el resultado de la operacion haya sido 6,94268,
logaritmo cuyo nimero correspondiente tratamos de averiguar.

Cada uno de los 25 logaritmos sumados tenia, o podia te-
ner un error de una cantidad que podria elevarse hasta media
unidad de su ultimo orden ; de donde se sigue que en la suma
total podria tenerse un error de 12 6 13 unidades del mismo
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orden. Asi, no solamente no debera atenderse @ la diferencia
que existe entre el logaritmo propuesto v el inmediato inferior
de la tabla (consecuencia que se verificaria aun cuando la di-
ferencia tabular fuera mayor que 10; véase la Advertencia
del n.° 266), sino que ademés, no habiendo medio alguno de
decidir cudl es la verdadera cifra de las unidades de cuarto or-
den del ntimero buscado, debemos contentarnos con decir que
serd 8760000 con menos de una decena de millar de error.

El ejemplo precedente basta para ensebar lo que deberia
hacerse en casos semejantes, por lo cnal no insisiiremos mas
en este punto.

17. Antes de pasar 4 las otras operaciones de la aritméti-
ca, daremos @ conocer acerca de la multiplicacion un nuevo
principio que nos servira en lo sucesivo.

Sean‘en general dos niimeros enteros @ y b, compuestos el
uno de m cifras y el otro de # eifras; llamemos P a su pro-
ducto, y propongamonos determinar cuantas cifras tendrd este
producto. o

Desde luego, como tenemos

a<10™ pero > 10™m—1,
y 6<10" pero > 1001,

resultara (n.° 212) que ; Wit
P, 06 ab<10™ + ™ pero > 10 + 0+

lo cual hace ya ver que el numero de las cifras del producto P
es 4 lo mas igual & m+n, y a lo menos igual & m+n—1. .

Tratase ahora de averiguar en qué casos tendrd m+ n ei-
fras, y en qué casos m+n—1.

Para conseguirlo, consideremos P como un dividendo y ¢
como un divisor; el numero b, que por el supuesto consta de
n cifras, serd el eociente. En la division de P por a, pueden
suceder dos casos: 0 las m primeras cifras de la izquierda del
producte P forman un nimero por lo menos igual & @, 6 bien
forman un nimero menor que a. e

En el primer caso, como el primer dividendo parcial con-
tiene m cifras, y cada nueva cifra bajada en el ‘dividendo debe
dar una cifra mas en el cocientg, que ha de constar de n ci-
fras, es mecesario que el nimero de cifras del dividendo P sea
m+n—1. (Véase la Nota al fin del n.° 40.)
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En el segundo caso serd m-+14n—1, es deeir, m 4+ n.

Observemos ademds, que lo acabado de deeir respecto de a
como divisor, se verificaria lo mismo si en su lugar tomara—
ramos & b.

- Concluyamos de aqui, que en toda multiplicacion de dos
factores, el uno de m, y el otro de n cifras, el nidmeno total
de las cifras del producto es m+n—1, 6 m+n, sequn que
uno cualquiera de los factores estd 6 no estd contenido er la
parte de la izquierda del producto, tomada con tantas ci—
[ras como tiene el factor que se compara.

18. Entendido esto, pasemos & la multiplicacion; y para
simplificar la cuestion consideremos primero el easo en (ue se
hubieran de multiplicar entre si dos nimeros que espresan uni-
dades enteras; despues serd ficil deducir el caso de dos frac—
ciones decimales, pues la multiplicacion de estas se reduce 4 Ia
de enteros, con solo suprimir la coma.

Tomemos, para mas generalidad, dos niimeros enteros com-
puestos uno de w cifras y otro de  cifras (siendo m > n), y su-
pongamos que 4 los dos les falta 6 les sobra media unidad del
primer orden para ser exactos (*). Es claro que, segun las re-
glas ordinarias de la multiplicacion (**), en el producto total
puede haberse cometido un error que equivalga:

1.° 4 lamitad de todo el multiplicando, cuyo error gene—
‘almente esta espresado por un numero m de cifras;

2.° 4 la mitad de todo el multiplicador, cuyo error suele
estar representado por un nimero n de cifras;

‘ 1.1 ] e '
3.° al producto 5%5" 0 i (Los dos tiitimos errores pue-

den despreciarse con relacion al priniero en el supuesto m > n.)

(*) « Para determinar las cifras del producto en que no puede
haber duda, podrian multiplicarse los mibmeros propuestos des—
pues de aiadirles ¢ quitarles media unidad del drden de sw alti-
ma cifra de la derecha , tomando en sequida las cifras comunes 4
los dos resultados. Pero este modo de operar seria demasiado lar—
go, y puede llegarse con seguridad al mismo término por medio
de un método mas simé)le que vamos d esponer. ‘

(**) Llamando a y b los dos nameros dados, == ¢, == [ los dos
errores cometidos, tenemos (n.” 112) 5

-{a =) (b==f)=ab==af2=be—=cf.
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De donde puede inferirse que las m ultimas cifras de la de-
recha del producto son ¢ pueden ser inexaclas.

Asi, pues, en toda multiplicacion de dos nimeros enie—
ros que tengan media unidad de error en su ultima cifra
de la devecha, el producto puede tener tantas cifras ine—
zactas 4 la derecha como cifras tiene el nimero wayor.

: ¥
El error cometido es menor que —— si tenemos m > n;

pero el limite del error es 10™ cuando se tiene m=n.

19. Cuando uno de los factores dados es exacto y el otro
tiene un error de media unidad del primer érden, el mimero
de las cifras inexactas del producto es igual al mimero de
cifras del factor exacio, porque el error cometido equivale en
general 4 la mitad de este factor.

Hagamos algunas aplicaciones, y sicvan de primer ejemplo
los dos numeros 87564219 y 64327.

El error cometido en esta multiplicacion puede valuarse del
modo siguiente:

1 i
1.° 87564219 x5:43’782109 5 \'
22 1 1 i
2.2 64327 x 5— 32163 3 — 43814273 ¥
el 1 1 1
& 3%3= i

numero compuesto de ocho cifras. Asi, pues, en el producto to-
tal las cifras inferiores 4 las cenfenas de millon deben despre- *
ciarse como generalmente inexactas, y la parte de la izquierda
espresard entonces el producto con menos error que media
centena de millones. '

Por consiguiente, en este ejemplo debe omitirse el hacer
toda la multiplicacion, reduciéndose 4 valuar (Nota, n.° 7) el
producto hasta las centenas de millon exactamente.
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87564219
72346

—_—

525385
35026

2627

175

61

563274

‘El resultado 56327, considerado como representando mi—
llones, espresa el valor del producto buscado, con‘menos error
que media centena de millones, como puede verse haciendo por
completo la multiplicacion. :

Sirva de sequndo ejemplo multiplicar 32,470563 por
8,70345, suponiendo que cada uno de estos nimeros tiene
menos de media unidad de error del orden de la (lima ci—
fra decimal.

Lo primero deberiamos (n.” 89) hacer abstraccion de la
virgula, y despues de haber efectuado la multiplicacion, sepa—
rar once cifras & la derecha del producto. Pero en virtud de lo
dicho en el nimero 18 de esta Nota, debemos considerar como
inexactas las ocho tltimas cifras del producto; por lo cual el
resultado solo podré ser exacto hasta las diezmilésimas. Por
consiguiente-la cuestion queda reducida 4 valuar hasta milési—
mas el producto de las dos fracciones decimales. .

32,470563
54 3078

259 7645
22 7294
974
130
16

282 6059 - .

El producto es 282,606 con menos de media milésima de
error.
Sirva de fercer ejemplo multiplicar

0,0001083 por 0,05836.
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El producto. debe tener 745, 6 sea 12 cifras decimales
(n.” 89); pero. como, segun lo dicho en el nimero precedente,
las cuatro tltimas cifras decimales son inexactas, se infiere que
deberemos caleular el producto con solo ocho cifras decimales,
y la dltima cifra de la derecha no tendra mas error que mediq
unidad , 6 4 lo mas una unidad del orden de esta Gltima cifra,

Hecho asi por el método abreviade (Nota, n.° 3), obtene-
mos el producto pedido, que es 0,00000632.

20.  Observacion. El principio establecido acerca del ni—
mero total de cifras de un producto (Nota, n.° 17), di origen
aun nuevo enunciado de la regla relativa 4 la multiplicacion de
dos niimeros aproximados.

Puesto que en un producto de dos factores, uno de m ci
fras y otro de n cifras, el mimero total de cifras es m+n—1,
6. m+n,y que en el supuesto de ser solo aproximada la ltima
cifra de cada factor, el niimero de cifras del producto que de~
hen escluirse, como generalmente inexactas, est (Nota, n.° 18)
espresado por m (siendo m al menos igual 4 1), se infiere ne-
cesariamente que el ndmero de cifras del producio que fija—
mente resullan exactas, es (n—1), bn, sequn que uno cual-
quiera de los factores esta o no estd contenido en la parte
de la izquierda del producto, tomada con tantas cifras como
tiene el factor que con él se compara.

Cuando, de.los dos factores dados, el de m eifras es exac—
to, y al otro le falta 6 le sobra & lo mas media unidad del ér—
den de la ultima cifra de la derecha, el mimero de cifras del
producto, que resullan exaclas, es lambien (n—1), d n, pues-
lo queel de las cifras inexactas estdrepresentado por m (Nota,
0. 78

Es%e nuevo enunciado no puede en general servir @ prior;
para Ja multiplicacion, porque antes de decidir si el niimero de
cifras que resultan exactas en el producto es (n—1), 6 n, es
preciso conocer las primeras cifras de la izquierda del mismo
producto. Pero se concibe que nos servird de mucho en la di-
vision donde el producto se dd @ priord, del mismo modo que
uno de los factores. g

21. Enla division de mimeros aproximados se pueden
hacer tres hipétesis: d solo el dividendo es aprozimado, sien-
do el divisor exacto; ¢ solo el divisor es aprozimado, siendo
exacto el dividendo; ¢ bien finalmente el dividendo v el divisor
son ambos aprozimados.

Privera nreoresis.  Consideremos primero dos niimeros
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enteros, y supongamos que solo el primero (el dividendo) tie—
ne media unidad de error del orden de las unidades simples;
y concibamos que el cociente de su division se ha desarrollado
en un ntmero infinito de cifras decimales, segun el procedi-
miento conocido.

Llamemos m al numero de cifras del divisor, n al numero
de cifras del cociente (empezando desde la primera cifra signi-
ficativa de la izquierda), con cuya exactitud se puede contar,
atendido el error que conocemos en el dividendo, y p el nime-
ro total de las cifras del dividendo que se han empleado en la
determinacion de las » cifras del cociente. Este numero p pue-
de descomponerse en dos partes p', p", de las cuales la prime-
ra & la izquierda es el nimero de las cifras del dividendo pri-
mitivo, y la segunda el némero de ceros que ha sido preciso
anadirle; de modo que tendremos

, = [

Esto supuesto, si del dividendo cuyo nimero de cifras es p,
se resta el residuo correspondiente 4 la cifra nesim del cocien-
te (cuyo resio solo puede tener & lo mas m cifras), la diferen—
cia, compuesta tambien de p cifras, es igual al producto de las
m cifras del divisor por las 2 cifras del cociente; y en virtud
del principio establecido (Nota, n.° 17), tendremos

‘ pP+p'=mtn—1,
0 \ pP+p=m4n,

segun que las n cifras del divisor estan 6 no contenidas en las
m primeras cifras de la izquierda del dividendo.

Pero, como se supone exacto el divisor, se infiere (n.” 17)
que el nimero total del ntmero de cifras inexactas del produc-
to del divisor por el cociente, esta espresado por m. Ademas
estd tambien representado por p” + 1, porque, segun el supues-
to, la Gltima cifra del dividendo primitivo es inexacta, y las ci-
fras siguientes son tambien inexactas. Tenemos, pues, m==p"
+1; lo cual d4 por la sustitucion de este valor de m en las dos
refaciones precedentes,

p=1+n—1=mn, de donde n=p,
0 bien p=1+mn, de donde n==p' —1.

Concluyamos de aqui que el niimero de cifras del cocien-
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le con cuya exactitud puede contarse, es tqual al nimero de
cifras del dividendo propuesto, 6 & esle niimero MENOS UNo,
sequn que el divisor esté 6 mo esté contenido en las m pri—
meras cifras del dividendo (empezando desde la primera cifra
significativa de la izquierda).
22,  Esplanemos esta regla con ejemplos. A

Sea, en primer lugar, dividir 3745687 por 5638, siendo
exacto el divisor, y teniendo la ltima cifra de la izquierda del
dividendo un error de media unidad.

Como el divisor no esta contenido en las cuatro primeras
cifras de la izquierda del dividendo, y este contiene stefe cifras,
se infiere que en la operacion podrin tomarse en: cuenta las
seis primeras cifras de la izquierda del cociente. Ademds es evi-
dente que la parte entera de este cociente debe tener fres ci-
fras. Luego el cociente debe calcularse aproximado hasta mi-
lésimas. .

3745687 5638
36288 664386
21607 664,386
20550
36360
25320
2768

El cociente buscado es 664,384 con menos de media mi-
lésima de error. ;

Se ve en efecto que faltandole 6 sobrandole a la Gltima cifra
media unidad simple, y siendo el divisor mayor que mil, el
0,001 -

LD .

Hay mas: como el duplo de 5638 escede & 10000, se podria
prolongar la operacion hasta las diezmilésimas, y se tendria el
valor del cociente con menos de wne diezmilésima de error.
Pero esta circunstancia no es mas que accidental, y asi nunca
se contara mas que con las cifras dadas por la regla precedénte.

Sirva de nuevo ejemplo dividir 873 por 3765847.

Como el dividendo tiene fres cifras, esta contenido en
8730000, se infiere que el numero de las cifras del cocien-
te que pueden aprovecharse es ires. Por otro lado, como para
comenzar la division se deben escribir cuafro ceros a la dere~
cha del dividendo, es preciso que la cifra de las unidades y las

error cometido es menor que
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{res primeras cifras decimales sean ceros. La ultima cifra de la
derecha espresa por censiguiente millonésimas.

Asi se halla por resultado final 0,000232 con menos de
media millonésima de error.

Tomemos por tercer ejemplo dividir 37,5 por 0,2983.
Como el dividendo tiene fres cifras y el divisor, hecha abs—
traccion de la virgula, se halla contenido en las cuafro prime—
ras cifras del dividendo, se infiere que podremos tener en cuen-
ta tres cifras en el cociente. Por otro lado, como la division de
los dos niimeros propuestos equivale & la de 375000 por 2983,
que da tres cifras para la parte entera del cociente, resulta que
el cociente obtenido solo podra hallarse con menos error que
media unidad.

Dividiendo 375000 por 2983, se obtiene el resultado 126,
sin ser permitido prolongar mas adelante la operacion.

Advertencia. En este ejemplo, como la operacion se ha
reducido & la division de 375000 por 2983, y el divisor esce-
de 4 1000, se podria creer que el error cometido en el cocien-
te deberia ser menor que 0,001; pero observemos que para re-
ducir la division & este estado, ha sido necesario multiplicar
37,5 por 10000, 6 375 por 1000; luego el error de la ultima
cifra & se ha multiplicado tambien por 1000; y se puede ase—
gurar solamente que el error cometido en el cociente es menor
que la mitad de 0,001 %1000, 6 menor que media unidad del
orden de los enteros. ®

23 SecUNDA HIPOTESIS. Sean A y ¢ dos nimeros ente—
ros que se quieren dividir uno por otro, m el numero de las
cifras del divisor @, cuya ultima cifra de la derecha puede te—
ner media unidad de mas 6 de menos. Propongamonos lo pri—
mero determinar un limite del error cometido cuando se calou-
la el cociente ¢ con cierto numero de cifras.

Tenemos evidentemente

SRR : Aohios
4.6, <~ Per0 > e
S0 sl

de. donde designando por a el error cometido cuando se toma

bien sea g5t hien sea 1
3 A58

por valor de ¢,
a —
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A A i A
¥ 0o, SECONOHU T0AT, by L0 8
= 2 a + 2 L %
A
espresion que puede ponerse bajo la forma e < T
AT
. q
0e< S )
T ' )

Este resultado demuestra que el error no llegard & influir
en una unidad en la {ltima cifra del cociente, mientras se ten-
ga ¢ < a. Pero para que esto se verifique, es necesario prime-
ramente que el cociente buscado solo conste de m cifras; en
sequndo lugar, que el mayor nimero de cifras que se puedan
colocar en el cociente de modo que satisfagan & esta’ condicion
sea m 0 (m — 1), segun que las m primeras cifras de este co-
ciente formen un nimero mas pequeno , 6 mayor que las m ci-
fras del divisor.

Concluyamos de aqui generalmente que siempre que el di-
visor es aproximado, siendo exacto el dividendo, el numero
de cifras del cociente cowque se puede contar, es igual al
nmimero de cifras del divisor, 6 @ este numero MENOS UNA,
sequn que las m cifras obtenidas en el cociente formen un
mimero mayor o menor que el divisor.

Apliquemos esta regla & algunos ejemplos, y sea el prime-
ro dividir 547 por 8769.

Como la primera cifra de la izquierda del cociente debe ser
6, se infiere necesariamente que las cuatro® primeras formaran
un numero menor que el divisor. Asi, pues, segun la regla .
precedente,, puede calcularse el cociente con cuatro cifras. Su
reduccion & decimales no dard ni unidades simples, ni déci—
mas ; luego puede valunarse con einco cifras decimales, y se
obtiene por fin ser 0,06237, aproximado hasta cienmilésimas.

Sirva de segundo ejemplo dividir 547 por 1548. Aqui la
primera cifra de la izquierda del cociente debe ser 3, lo cual
prueba que las cuatro primeras cifras del cociente formaran un
numero mayor que el divisor; luego segun la regla precedente,
solo deben tenerse en cuenta fres cifras. Ademés, la parte en-
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tera del cociente reducido & decimales es cero; por consiguien-—
te, puede obtenerse su valor aproximado hasta milésimas.
Hecha la operacion se obtiene el resultado 0,353.

Consideremos ahora dos fraceiones decimales; y sirva de
tercer ejemplo dividir 23,479 por 534,7896.

Como el divisor tiene siefe cifras y la primera de la iz—
quierda del cociente serd un 4, se infiere que el cociente pue—
de tener siele cifras (contando desde la primera significativa de
la izquierda) que pueden creerse exactas: Ademds, como evi-
dentemente se necesita escribir fres ceros para comenzar la di-
vision, lo cual prueba que la cifra de unidades y la de déci-
mas son ceros, resulta necesariamente que el cociente tendra
ocho cifras decimales. Por consiguiente, en este ejemplo podra
valuarse el cociente con menos de 0,00000001 de error.

En efecto, si conservando el mismo dividendo 23,479 se
toman sucesivamente por divisores los nimeros

534,78955,.) ... 584,7896,. . v ..H34,78965;

y se aplica el método abreviado (Nota, n.’ 8), se hallardn los
resultados respeclivos

»

0,043903249 | 0,043903247 | 0,043903243,

lo cual prueba que 0,04390325 es el valor del cociente con
menos de media cienmillonésima de error.

24. TERCERA Y GLTIMA HIPOTESIS. Finalmente, siel di-
videndo y el divisor tienen inexacta la ultima cifra de la dere-
cha, el nimero de cifras del cociente que con sequridad
pueden creerse ewactas es ¢ lo mas igual al menor de los
dos mimeros que designan las reglas relativas & las dos pri-
meras hipotesis.

Nos servird de primer ejemplo dividir 356,3749 por
2,47936. i

La regla del n.° 21 daria siefe cifras; pero la del n.” 23
solo da seis (porque la primera cifra de la izquierda del co-
ciente eg 1) ; luegn el numero de cifras del cociente con que
podemos contar es seis. Ademds, la parte entera del cociente
debe constar de fres cifras; por consiguiente, podré el cociente
valuarse aproximado hdsta milésimas.

Efectuada la division, obtenemos el resultado 143,736.
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Sirva de segundo ejemplo dividir el logaritmo de 15 por
el logaritmo de 7.
En las tablas de logaritmos encontramos

log. 15 = 1,17609 ,
log. 7 = 0,80510.

(Estos dos logaritmos son exactos con menos error que
media unidad del orden de la quinta cifra decimal.)

La aplicacion de cada una de las dos reglas a este ejem-
plo, nos dice igualmente que serdn cinco las cifras exactas
del cociente; y como la parte entera debe tener evidentemen-
te una sola cifra significativa, se infiere que el cociente puede
aproximarse hasta diezmilésimas: asi hallamos ‘

log. 15 117609
log. 7 = 84510

=1,3916.

Advertencia. Fsta tltima cuestion sirve de base en Alge-
gra 4 la resolucion de ecuaciones esponenciales. (Yéase ademds
el n.° 227 de esta Aritmética.) .

25. Todavia nos resta hablar de la estraccion de la raiz
cuadrada. de los nimeros aproximados.

Consideremos primero un ntmero entero cualquiera A,
cuya Ultima cifra de la derecha tenga media unidad de error;
y concibamos que su raiz cuadrada se ha desarrollado en un ni-
mero indefinido de cifras decimales segun el procedimiento co-
nocido. Llamemos n el mimero de cifras exactas de la raiz,y
p ¢l nimero total de cifras del cuadrado empleadas en determi-
nar las n cifras de la raiz. Pueden presentarse dos casos:—0
el namero de cifras de A es impar, 6 es par. :

En el primer caso, como resulta de la naturaleza misma
del procedimiento de la raiz cuadrada de un nimero entero
que las n primeras cifras de la izquierda de la raiz forman un
nimero menor que las n primeras cifras de la izquierda del
cuadrado , tendremos necesariamente (Nota, n.° 17), |

p=2n—1=n+n—1,

6 designando por p' el namero de cifras de A y por p" el ni-
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mero de ceros escritos 4 la derecha de A para la determina—
cion de Jas n primeras cifras de la raiz,

P p=n4n—1.

Observemos ahora que, en la multiplicacion de la raiz por
si misma (suponiendo media unidad de error en su tltima
cifra), el producto contiene (n.° 22) n cifras inexactas. Por
otro lado, el numero de cifras inexactas de ese mismo pro-
ducto estd espresado por p" 41, puesto que es inexacta la
ultima cifra ée A, y lo son tambien los p" ceros escritos 4
la derecha de A; por consiguiente tenemos

R=—=p'+1;
¥ la igualdad anterior s¢ convierte en

])'+p":p"+i+'n———1;
de donde it B

- En el segundo caso, como las » primeras cifras de la iz—
quierda de la raiz- forman por el contrario un nimero mayor
que las n primeras cifras de la izquierda del cuadrado, tene—
mos entre p y n la relacion i

P=20 =q 4 n;
4, reemplazando ‘como antes p por. p' +p’, y observando que
el nlimero de cifras inexactas del cuadrado de la raiz esta es—
presado & o tiempo mismo por n y por p” +1,

Prpi=pttdtn;
de donde e i

Luégo' regla’ general : ‘el mibmero de cifras con que se
puede contar en el desarrollo de \/A en decimales, es tqual
al mimero de cifras de A, 6 al mismo nimero MENos UNA,
sequn consta A de un mitmero imeAR, ¢ de un mimero pan
de cifras. - 0T WU

26. Advertencia. - La regla precedente no sufre restric—
cion alguna mientras el niimero de cifras de’ A'es vmpar. Pero
25
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si es par, es susceptible de una modificacion muy importante.
Para examinarla, afiadamos y quitemos alternativamente al
nimero A media unidad del orden de la ltima cifra de la de-
recha; y propongémonos valuar la diferencia & que existe en-

1 1
tre \/A+§ y \/A‘"Q-

Segun las reglas del Algebra , tencmos

e R et L
N Dhleg SHIREE R b S

siendo K una fraccion muy pequeia que puede despreciarse en

comparacion de

oA .
Asi, pues, la diferencia 4 esta realmente representada por
1 .

la espresion ——- v
2V/A : :
Esto demuestra que, si se redujeran @ decimales las canti-

% ovircin i 1 ,
dades \/ At5. Y \/A Shin3 las dos espresiones resultantes

tendrian una parte comun tal , que la unidad de la tltima cifra
1

consecutiva seria menor que ———":

. 2vA

Esto supuesto, supongamos primero que A se compone de
un ntmero tmpar de cifras espresado por 2p + 1 lo cual su-
pone p + 1 secciones de 4 dos cifras (la primera seccion de la
1zquierda consta de solo una).

Despues de haber calculado las p + 1 primeras cifras de la
raiz segun el procedimiento ordinario, se podran determinar
las p cifras siguientes, sea por el mismo procedimiento , sea
" por el método abreviado del numero 123y siendo menor que

5 108" el error cometido no influira en una unidad en la ci—

fra que ocupa el lugar 2p 4 1. Asi, pues, en esle caso, se
podra contar con 2p +1 cifras. .

Ahora, si A consta de un namero par de cifras 2p , esta-
remos seguros de la exactitud de las p cifras siguientes que da
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1 1
: abreviado si se licne ——IMeNor que ——; y @
el método ab 9vA que 3555 ¥ esto

se verifica cuando la primera cifra de la izquierda de /A es
igual 6 superior 4 5; circunstancia que se verifica, como es
facil conocer, siempre que la primera seecion de la izquierda
del nimero propuesto es 25 o superior a 25.

Concluyamos de aqui, que en el caso en que el nimero de
cifras de A es par, el numero de cifras con que se puede
conlar es igual al mimero de cifras de A, ¢ d este nimero
MENOS UNA, sequn que la primera seccion de la izquierda es
tqual ¢ superior @ 25, 6 bien menor que 25.

27.  Primer ejemplo. Estraer la raiz cuadrada de 57806.

-Como este mimero tiene cinco cifras, se infiere que su raiz
cuadrada podra calcularse tambien con cinco cifras; y como la
parte entera debe constar de fres, la raiz podrd obtenerse
aproximada hasta cenlésimas. Hecho el célculo, resulta Ia
raiz 240,42,

Sequndo ejemplo.  Estraer la raiz cuadrada de 73854986.

Este namero tiene ocho cifras, y las dos primeras de la iz-
quierda“valen mas de 25, de donde se infiere (n.° 26) que se
pueden calcular ocho cifras en la raiz, y como la parte entera
debe constar de cuatro, la-raiz resultard aproximada hasta diez-
milésimas. x ;

Hecho el caleulo, resulta la raiz 8593,8924.

Consideremos ahora fracciones decimales.

Tercero y cuarto ejemplos.  Valuar la raiz de 8,256479 v
de 23,567846. _

Segun la regla establecida en el niimero 186, es necesario
lo primero hacer abstraccion de la virgula, dividiendo los dos
resultados por 1000, cuando se haya obtenido la raiz.

Hecho esto, en la investigacion de las raices cuadradas de
8256479 y de 23567846, la aplicacion de la regla del n.° 26
de esta Nota nos dice que podemos contar con siefe cifras. Ade-
mas, la parte entera de la raiz cuadrada de cada uno de los ni-
meros propuestos, solo debe tener una cifra: por consiguiente,
cada raiz puede obtenerse con seis cifras decimales. !

Resulta , en efecto,

V' 8,256479 — 2,873409,
y ' V23,567816 — 4,854673.
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Quinto y sesto ejemplos.  Valuar los nimeros V'6,73543 y
V41,37596.

Lo primero, en conformidad con la regla del n.° 186, de-
bemos hacer par el numero de cifras decimales , anadiendo un
cero 4 la derecha de cada uno de los nimeros dados, y des—
pues, suprimiendo la virgula y estraidas las raices cuadradas
de los numeros resultantes 6735430 y 47375960, dividir
por 1000 cada una de las raices.

En la investigacion de la raiz de 6735430, como la pri-
mera seccion de la izquierda tiene solo una cifra, es nece-
sario aplicarle la primera parte de la regla del nimero 25, no
teniendo sin embargo cuenta de la Gltima cifra de la derecha,
que es enteramente inexacta ; asi resultara que podemos apro—
vechar seis cifras en la raiz. Ademas, la parte entera de la
raiz cuadrada del niimero propuesto, solo debe tener una cifra.
Luego finalmente, la raiz pedida puede-caleularse con cinco ci~
fras decimales; y se lien¢ :

V/6,73543 = 2,595217.

Del mismo modo, eomo en la .nvestigacion de la raiz de
£7375960, la primera seccion de la izquierda consta de dos
cifras,, es necesario aplicar la regla del n.° 26, despreciando la
tltima cifra de la derecha, que es enteramente inexacta; asi -
quedaran siete cifras (porque la primera seccion de la izquierda
es mayor que 25). Ademds, la parte entera de la raiz del nu-
mero propueste solo puede tener una cifra; por consiguiente
podrd caleularse la raiz con seis cifras decimales.

Hecho el edlenlo resulta

V47,37596 = 6,883020.

Advertencia. Se puede comprobar facilmente la exactitud
de los resultados obtenidos en los ejemplos precedentes, au-
mentando y disminuyendo media unidad 4 la dltima cifra de
cada uno de los nimeros, y operando despues con los nuevos
resultados.

28. Observaciones. 1.* Del andlisis de los cuatro tlti-
imos ejemplos resulta una consecuencia muy importante, y cs
que, siempre que la parte entera de un numero fraccionario de-



DE ARITMETICA. 389
cimal consta solo de wia 6 de dos cifras, el wtmero tolal de
cifras decimales que pueden aprovecharse en la rais es A Lo
mexos 1gual al numero de cifras decimales que contiene la
fraccion propuesta.

9.* (Cuando la parte entera del numero propuesto consta de
mas de dos cifras, el nimero de cifras decimales que se pue-
den aprovechar en la raiz escede siempre al de las cifras deci-
males que contiene el namero propuesto.

Sea n el nimero de secciones de & dos cifras que tiene la
parte entera del nimero propuesto (la tltima seceion de la iz—
quierda podra tener una sola cifra), y sea p el nimero de ci-
{ras decimales contenidas en el nimero propuesto. Bl mimero
total de cifras decimales que pueden aprovecharse, estd es-
presado gengralmente por n—14+p. :

(Este niimero. es »+p cuando la primera seccion de la iz-
quierda tiene dos cifras y es mayor que 25).

3.* Cuando por el contrario se trata de una fraccion pro-
pia decimal, el namero de cifras decimales que pueden apro-
vecharse en la raiz,, puede ser menor que el nimero de ci-
fras decimales de la dfraccz’on propuesta; 'y esto se verifica
cuando las cifras inmediatamente posteriores & la virgula son
ceros, O bien cuando siendo par el numero de cifras decima-
les, vale menos de 25 la primera seccion de la izquierda.

En todos los demis casos, el wimero de cifras decimales
es el mismo que el del numero propuesto.

29. En esta ultima observacion estan fundados los ealculos
relativos 4 la delerminacion de la razon de la circunferencia al
didmetro; y para que nada se eche de menos en la teoria de
las aproximaciones numeéricas, terminaremos esta Nota espli-
cando el método de los poligonos regulares isoperimetros. Fste
método, que se encuentra espuesto en la Geometria de M. Vin-
cent, reasume en cierto modo todos los principios estableci—
dos en la nota precedente.

Sean R, 7, el radio y la apotema del cuadrado, cuyo lado
es igual & 15 R, ', el radio y el apotema ‘del octégono regu-
lar isoperimetro del cuadrado; R”, 7, el radio v la apotema
del poligono regular de diez 'y seis lados, isoperimetro de los
dos precedentes; y asi sucesivamente. :

Segun el mélodo precitado, tenemos las formulas

r'.ﬁ.H-H R—VR.

e

-
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. | (S :
Esto supuesto, siendo 1 el lado del cuadrado, son gV2 ¥

1
5 los valores de R y de r. Tendremos pues

B:% V2 =0,707106781 (y2—=1,414213562, Nota, n.°14),

1
¥ ;-é = 0,5 y [
{ v
Wit i sl ;‘ L 0,603553390,

R =Ry =v/0,707106781 % 0,603553390.

Para efectuar este ultimo calculo, observemos que cada uno
de los dos factores sub-radicales tiene menos de media unidad
de error del 6rden de su ultima cifra de la derecha, y por con-
siguiente el producto (Nota, n.° 18) puede valuarse con menos
de una unidad de error del orden de dicha ultima cifra segun el
método abreviado de los nimeros 2 y 3. Asi se obtiene por el
pronto

R =1/0,426776695.

Ahora, como el nimero cuya raiz cuadrada quiere estraer-
se es una fraccion decimal cuya primera seccion de la izquier-
da es mayor que 25, se infiere (Nota, n.° 26) que esta raiz
puede obtenerse con nueve cifras decimales; y aplicando el mé-
todo ordinario para la determinacion de las ¢inco primeras ci-
fras, y despues el método abreviado del n.” 12 para las cuatro
restantes, hallamos

R =10,653281482,

Pasemos 4 la determinacion de R y de r". Tenemos

R'4r  0,603553390+0,65328148
hl ;—r i ,60355 -12- ,603281 2:0,628417436,

y R = VR =1/0,653281482 x 0,628417436,

y procediendo con esta espresion como con la de R’, hallamos
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R —0,640728862.

Y asi sucesivamente.
Hé aqui el cuadro de operamones continuadas hasta el ra-
" dio R y el apotema X!,

LADO DEL CUADRADO IGUAL A 1.

R —%\/2
{ 1
Y9
Se R+r
D
RE=yRY
o ZR'+1~’
2
R — VR
e R" 4"
o ated
R R
v — RS
2
R =\/’B"'_,rn
PR R“' +T“’
2
Rv =\/Rnrmv
yning Rv +’."V
- 2
R¥ = YRV
s A Bv1+7-v1
it i o2
Rest ey R, i
b gal o R“’-{-ﬂ"""_
2
Rvmi— /Rvir_pvic

= 0,707106781
= 0,500000000

— 0,603553390
— 0,653281482
— 0,628417436
— 0,640728862
— 0,634573149
— 0,637643577
— 0,636108363

= 0,636875507
= 0,636491935
= 0,636683692
— 0,636587813

— 0,636635751.
= (0,636611782

— 0,636623766
— 0,636617774 )

— 0,636620770

|
S
|
|
|
z
|
}
|

1,207106781,

1,266834872,

1,269146298,

391

1,272216726,

1,272983870,

1,273175627,

1,273223564,

1,273235548,

1,273238544,
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By +,,—.v11l .
pris YT 00636610272
Zx . 2 . % 1,273239293,
Rix :\,-’va_qu = (0,636620021
Rix 4 prx +0.636619646
X e — ( :
"’o=— =i } 1,273239479,
Rr —yRux = — (,636619833 ) :
Rx 4ox
o I_;L — 0,636619739 } L
R¥ —y/Rx.rx == 0,636619786 )
Rxt 4 pxt ;s
pRl——— ' L21(,636619762
: 2 % 1,273239536,
Rxit—/Rx1pxu = 0,636619774
Rxtr g pxur 3
T'n“z“——‘o‘—* — 0,636619768 i
2 1,273239539.
Rxm—y/Rxu pxmt = 0,636619771 j :

De la inspeccion de los valores de rxuty de Rxim resulta que
si se desprecia la @ltima cifra de la derecha en cada uno de ellos,
tendremos 0,63661977 por valor de cada radio, con menos de
media unidad decerror del érden de la ultima cifra de la de-
recha. -

Dividiendo ahora el perimetro constante 4 por el numero
aproximado 0,63661977, y aplicando la regla del n.® 23, ha-
llamos 6,2831853, que sera la razon de la circunferencia. al
radio aproximada hasta diezmillonésimas, 6 bien

-3,1415926,
razon de la eircunferencia al diametro.

Advertencia. Es de notar que para obtener esta razon con
menos error de una unidad de un orden decimal determinado,
es necesario, al seguir la marcha precedente, caleular al prin—
cipio los radios con dos cifras decimales mas de las que se quie-
ren tener en el resultado. Se contintan las operaciones hasta
tanto que los dos radios-solo difieran uno de otro en una can—
tidad menor que la mitad de la unidad del orden de la pentlti-
ma cifra de la derecha. Entonces se desprecia la tltima eifra; y
despues se divide el perimetro constante por el valor de uno de
los radios, despreciando dicha wltima cifra, y anadiendo, si es
del caso, una unidad & la pentltima.

FIN DE LA NOTA SOBRE LAS APROXIMACIONES NUMERICAS.
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