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ELEMENTOS

DE ARITMETICA.

PARTE PRIMERL

INTRODUCCION.

1. Se llama cantidad todo lo que es susceptible de aumen-
10 6 de disminucion. Asi, las lineas, las superficies, el tiempo,
el peso, son cantidades; y lo mismo toda coleccion 6 conjunto
de objetos de una misma naturaleza, como son los hombres, los
drboles, las casas, ete., es una cantidad, en cuanto semejante
conjunto es susceptible de aumento ¢ de disminucion. No es
posible formarse idea exacta de una ecantidad, sino refiriéndola
4 otra cantidad de la misma especie; y esta segunda cantidad
destinada para servir de término, de comparacion ¢ de medida
a todas las cantidades de la misma especie, toma el nombre de
UNIDAD. Asi, cuando decimos que una pared tiene veinfe me-
fros, suponemos adquirida la idea de la unidad de longitud lla-
mada metro, y que habiendo eolocado el metro veinte veces A
lo largo de la pared , hemos llegado ‘exactamente 4 su estremo.

Por consiguiente, en matematicas se llama unidad una can-
tidad de cualquiera especie , tomada ¢ arbitrariamente ¢ en
la naturaleza , para servir de término de comparacion res-
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pecto de todas las demas cantidades de la misma especie.

La unidad es arbitraria cuando la especie de cantidad & que
se refiere puede variar de una manera confinua, es decir, tan
poco & poeo como se quicra: tales son las lineas, el tiempo, ete.:
por el contrario, la unidad ¢'éncuéntra dada por la naturaleza
misma de la cantidad, ctando esta varfa de una manera dis—
continua, como sucede en toda clase de colecciones 6 conjuntos;
asi, en un grupo de arboles tomado por cantidad, la unidad es
necesariamente el .drbol.

Se llama miimerosel resultado. de la comparacion de una
cantidad cualiuicra con su tnidad., | &1

FI ntntero se Hama entero si es el eonjunto de varias uni-
dades de la misma especie. Asi, son numeros enteros veinte
duros, treinta libras, ocho, doce, quince unidades de cual-
quier especie.

Se llama fraccion 6 quebrado una parte de la unidad.

Y con mas generalidad , se llama nitmero fraccionario una
parte de la unidad ¢ la reunion de varias unidades de una mis—
ma especie con alguna fraceion 6 parte de unidad. — En este
segundo caso se llama tambien wbmero misto.

2. Se llama mibmero conerelo el que & la espresion de su
magnitud afiade la de su especie ; como cinco melros , quince
horas, seis lequas. Ta primera véz que se pronuncia un nu-
mero, no es facil formar de ¢] exacta idea sino se representa &
la vez una unidad de cierta especie con que compararlo: pero
poco & poco el espiritu,’ quie se acostumbra & las abstracciones,
consigue represéntarse colecciones de varios objetos cualesquie-
4 'seniejanteés’, que separadamente eonstituyen una wunidad ‘ca~
da wio. Entonces; la coleceion s llama mimero abstracto, por=
que al enunciarle hacemos abstraceion de la especie de unidades
d'que se’ refiere; Bajo’ este punto de vista deben considerarse
los mimeros dl esponer los procedintientos relativos 4 las diferen-
tes operaciones que’ con’ellos hayan de efectuarse; si se quieren
fundar de modo’ que puedan aplicarse’ & todas las" cuestiones 'y
casos posibles. BT HinouEo sl ol of v 2ok zehioh 1
S L el mimer acion:

3. El'primer trabajo quelos hombres hicieran con los -
meros debio sér darles nombres ficiles ‘de retener. Observarian
que hay wna ‘infividad de: nitmeros, ‘porque dado uno eval-
quiera,, se'le puede anadiv siempre una unidad mas; resultando
un nuevo numero , susceptible de recibir el mismo aumento ;' y
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verian (ue erd necesario h-qscar el 'medio de espresar’ todos. los
wimeros posibles de un sistema de: palabras combinadas. en=
tre stde un modo conveniente : tal es el objeto de la.numerqs
m'on,fmbldda»‘ ) o B A b

+ Ademds, constando la nomenelatura de: varios sonidos va—
riables en los diferentes idiomas, debié inventarse para’ reeme
plazarla una eseritura ‘mas general 'y compendiosa, por euyo
medio pueda la imaginacion comprender con mas facilidad 6
independientemente de la palabra, los razonamientos que hace
al investigar/las propiedades de los' mimeros 6 las leyes de sus
varias combinaciones. Tal es el objeto de la numeracion éscrita,
que consiste en espresar con pocas CIFRAS O GUARISMOS lodos
los mimeros posibles. 9. G [ ARSI O DY

4. Numenacion hablada. | Aungue la mayor parte’ de los
jovénes que han de ver estos elementos conocen la nomenelatu-
ra de los rdmeros enteros; ereemos, Sin embargo), neeesario
esponer su analisis, sucinto, pero razonado. EOZHENE

Los primeros nimeros son: Uno (6 la unidad considerada
como numero), dos (0 una unidad mas otra unidad), tres (6
dos unidades mas otra unidad), cuatro, cinco, seis, sicte,
ocho, nueve. 5559 VT It whrabi o hissiol

Anadiendo una unidad mas al- nimero nueve, se forma el
nimero diez, que se considéra como una especie nueva de uni-
dad , y se lama decena o unidad de sequndo’ érden, respecto
de la unidad primitiva que se lluma unidad simple 6 unidad de
primer orden. Se cuenta por decenas como'se contd porunida-
des simples; y asi se dices una deeena, dos: decenas,’ cuatro;
cinco, seis, siete, ocho y nueve decenas; o bien, diez) veinte,
treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta setenta) ochenta, y
noventa, Entre diez y veinte hay nueve ntimeros, ‘que ‘son” dies
y uno, diez y dos, dies yres, diez y cuatro; diez o cinco,
diez y seis, diex y siete, dies y.ocho, diex y nueve; pero en
vez de las cinco  primeras: denominaciones ha sustituido- el uso
las-p[z:\lubras once, doce ,-trece ' calorce y quince. ' i
intre veinte y treinta, hay tambien nueve niineros, que se
enncian asis seunte y uno, veinte yidos, veinte y tres, veinte
¥ cuatro, K., vernle 3y nueve. Y del mismo modo pueden entin
caarse todos los niimeros hasta noventa Y nueve, . .. OLTSR

Si & noventa y nueve atiadimos wio mas ; resultan diez de-
cenas 6 el mimero cienfo , que se considera: como una unidad
hueva, llamada centena, 6 unidad de tercer Orden; yse éuen-
ta'por ‘centenas .eomo \se. contt por decenas v por inidades
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simples. Asi, ciento, doscientos, {rescientos, cuatrocienlos,...,
ochocientos, novecientos , espresan colecciones de una centena,
dos, tres,...., ocho, nueve centenas. Colocando sucesivamente
entre las palabras ciento y doscientos, entre doscientos y [res—
cientos,...., entre ochoctenlos y novecientos, y detras de no—
vecientos los nombres de los numeros comprendidos desde uno
hasta noventa y nueve, se forman los nombres de todos los nii—
meros desde cienfo hasta novecientos noventa iy nueve.

Ya podemos aqui hacer observar que en los enunciados de
todos  estos nimeros, solo se emplean las palabras primitivas
uno, dos, tres, cualro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez,
veinte , lreinta , cuarenta, cincuenla, sesenta, sefenta, ochen—
ta, novenla 'y ciento. No mencionamos las otras palabras once,
doce, trece, vatorce y quince, porque en rigor podriamos. pa-
sar sin ellas, )

Anadiendo wna unidad mas al nimero novecientos noventa
y nueve se forma una coleccion de diez cenlenas, 6 el numero
mil , que constituye la unidad de millar 6 unidad de cuarto
drden. Para no multiplicar mucho las palabras, se ha conveni-
do en considerar el millar como una nueva unidad  principal
delante de la cual se colocan los novecientos noventa y nueve
nombres de todos los numeros anteriores. Asi, se dice un mal,
dos mal, tres mil,...., nueve mal, diez mil, once mil,....,
wveinle. mil, veinte y un mil,...., cien mal, doscrentos mil,.oue,s
movecientos noventa y nueve mil.

. Unadecena de miles 6 millares forma la unidad de quinto
drden; una centena de miles 6 millaves forma la unidad de ses-
to drden. ‘

Afadiendo 4 un ntimero cualquiera de miles los nombres de
todos los mimeros inferiores & mil,, es claro que pueden enun-
ciarse todos los numeros hasta novecientos noventa y nueve mil
novecientos novenla y nueve. A

 Anadiendo una unidad mas 4 este 1ltimo nimero , Tesultan
diez cienlos de miles, 6 sea mil miles 6 mil veces mil, con-
junto de unidades que se ha designado con el nombre millon.
El millon representa una nueva unidad prineipal ante la cual se
colocan todos los mimeros anteriores, contado un thillon, dos
millones ,...., eien millones ,...., mil millones ,...., cien mil
millones ,...., novecientos noventa y nueve mil novecientos
novenia y nueve millones.

Colocando detrds de un nimero cualquiera de millones ca—
da uno de los nimeros inferiores & millon, se enunciardn su—
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cesivamente todos los numeros hasta novecientos noventa y nue-
ve mil novecientos noventa y nueve millones, novecientos no-
venta y nueve mil novecientos noventa y nueve. '

Anadiendo una unidad mas a este ultimo nimero , resultan
un millon de millones , & cuyo nuevo conjunto de unidades se
ha dado el nombre de billon, que representa una nueva unidad
principal. Ante ella se colocan todos los niimeros desde wno
hasta novecientos noventa y nueve mil novecientos noventa y
nueve lo mismo que se hizo con la-unidad millon. :

Aiiadiendo una unidad mas al' nimero novecientos noventa
y nueve mil novecientos noventa y nueve billones, se tiene un
nimero compuesto de un millon de billones, que toma el nom-
bre de trillon; y asi sucesivamente un millon de trillones se
llama cuatrillon, ete., formindose de este modo todos los or-
denes imaginables de nuevas unidades que bastardn & nombrar
cualquier numero entero por grande que sea. '

Para concluir observaremos que el millon es la unidad de
séptimo-orden, la decena de millon es'la anidad de octavo or-
den, la centena de millon la unidad de noveno orden.... etey

5. Numeraciow escrita. Por sencilla que sea la numera-
cion verbal, habria mucho trabajo en combinar dos 6 mas ni-
meros algo’ crecidos , sino se tuvieran medios de escribirlos
abreviadamente. — Facilmente se conseguira esa abreviacion si
se reflexiona un poco sobre la nomenclatura espuesta. En efec-
to, observemos que entre las palabras empleadas para espresar
los nwneros, unas, como wuno, diezx, ciento, mil, cien mil,
diez millones, espresan las unidades de los diferentes ordenes,
mientras las palabras uno, dos, tres,...., nueve, espresan cudn-
tas veces entra en un nimero cada una de estas unidades.

Esto supuesto , si se conviene primero en representar’los
nueve primeros nimeros por los caractéres 6 cifras siguientes,

17 25 35 41 _55 67 7’ ’ 8) 9,
wno, dos, tres, cualro, ‘cinco, seis, siete, ocho, nieve;’

toda la dificultad consistird en hallar el medio de que estas
cifras espresen los diferentes ordenes' de unidades' que conten—
ga el nimero propuesto. Para esto se ha estableeido un prin-
¢ipio de pura convencion que resuelve por completo la- dificul-
tad. Se ha admitido que loda cifra colocada @ la izquierda
de otra represenfard unidades del érden inmediatamente
superior al de esta; 6 de otro modo, que, cuando hay mu-
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chas cifras escritas en linea sequiday la primera de. la de-
recha ‘representa. unidades simples, la inmediala d la. iz-
quierda representa unidades de decenas, 6 sean simpleinen-
le decenas, la tercera en el mismo drden representa eentenas,
la cvarta unidades de millar, la; quinta.decenas de millar,...
¥o-bikiSucesivamente, v i L wodked wh dadaion 1o ol

| Supongamos, por ejemplo , que (ueremos espresar. en . ci-
{ras: el \nimero frescientos. sefenta i nueve, que se compone
evidentemente de 9 unidades, mas 7. decenas, mas 3 centenas.
Podremos , pues , espresarle con arreglo 4 1o dicho, eseribien-
do 379, i } 3

Del mismo modo, el nimero veinte i ocho mil doscientos
cuarenta y siete, que consta de 7 unidades, 4 decenas, 2 cen-
lenas, '8 millares y 2 deeenas de millar, deberd escribirse: por
medio de las einco cifras 28247, ahy eald -

Crrra 0. Hay sin embargo numeros que no pueden’ eseri-
hirse; haciendo solo uso de las nueve cifras indicadas. :
iy Losinumeros diez , veinte, freinta,...., ochenta, noven=
tayie. queno tienen unidades simples, no pueden eseribirse como
se ha dicho de los demas, y ha sido necesario adoptar, una. ci-
fra, que no tenga en si valor alguno, pero que 'sirva para
ocupar el lugar de los ordenes de unidades que falten en el enun-
eiado del mimero. Tal es la cifra 0, que se llama cero; por cuyo
medio; los ntmeros diez, veinte, treinta, ete., se eseeibeén 40,
20,30, 40, 50,,60, 70, 80; 90. ol
Por la misma razon los nimeros ciento, doscientos , tres~
c1ents ;... que no tienen ni' decenas, ni unidades siniples, 'se
eseriben 100, 200,300, 400;:... 900 5o g

En general , el cero es una cifra que no tiene por si valor
alguno, pero. que sirve para llenar los huecos de las diferentes
especies de unidades que pueden faltar en el enuneiado de un
numero, : ;

Las otras cifras se llaman significativas vy tienen dos clases
de walores; uno Hamado: absoluto, que es el de Ja cifra conside-
rada enteramente sola; y otro llamado relativo, que esel que
adquiere, por el lugar que ocupa a la izquierda de otras cifras:

5i ahora observamos que todo mimero, que se enuncia se
compone de unidades simples; de decenas, de centenas, ete.;
que la coleccion de unidades de cada orden llega 4 lo mas a
nueves que para el caso de faltar-al niimero algunos: ordenes
de unidades hay una cifra que ocupa el lugar. vacio, nos: co-
veneeremos de que no hay nimero entero que no pueda espre-
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sarse por una combinacion de las diez cifras 1, 2, 3, 4,5, 6,
77 8, 9, O. i v 1ol (19181621 jj‘. Biaipnxi
Sirva de nuevo ejemplo el nimero. doscientos ocho mil diez
y mueve, el cual contiene 9 unidades sumples, 1 decena, 8
unidades de millar, y 2 centenas de millar; pero carece de
centenas simples y de decenas de millar, Bastard, pues, es-
cribir las cifras 9, 1, 0, 8,10, 2, unas en pos de' otras de de-
recha & izquierda, y<'el mimero estara ! representado por
208019. i o2 oitnhoseiq toispeaaddal 15
Sea ahora el ntmero {reinta y seis mil.cien millones vein-
te mil cuatrocientos siefe - su enunciado-consta de 7 unidades
stmples, O decenas , 4 centenas ; O unidades de. millar, 2 de-
cenas de - millar, 0 centenas de'millar; O unidades de millar,
0 decenas de millon, 1 centena de millon; 6 unidades demi-
llar de millon, y 3 decenas de millar de millon: luego su
espresion en cifras debera ser: 36100020407. ‘
Kl sistema de numeracion que acabamos de. esponer ha
recibido el nombre de sisfema decimal , porque en él se nece~
sitan diez unidades de cieizto;éndgg) para formar una del inme-
diato superior, y por consiguiente se-emplean diez ci‘fras 0.gua~
rismos para espresar todos los nimeros. Kl nfimero diez se lama
base del sistema. - Y S
6. Hagamos ahora una’ observacion importante : resulta de
la:nomenclatura que todo ntumero escrito en, cifras se divide en
centenas , decenas y unidades simples; en centenas ;- decenas.y
unidades de millar; en centenas, decenas;y unidades.de mi-
llon, ete., es decir, en secciones de unidades simples, de mi-
Hares , de millones ; de millares de millones,, efe. ; cada una de
las cuales ha de constar de (res eifvas; escepto la ultima. & Ja
derecha 6 sea la de las unidades mas allas que puede tener. dos
cifras 6 solo una. En estando;, pues, familiarizados con el modo
de escribir los nimeros de tres cifras , basta eseribir, sucesiva—
mente unas en pos de otras de derecha & zquierda, las seccio-
nes de las varias especies de unidades, hasta llegar, & las unida-
desmasaltas-ane hayd.ibsin oiesssam imss:. busii B b
Tambien puede comenzarse por, la izquierda, s decir,
eseribir lo prumero la seogion de umidades superiores, yala
derecha las demas secciones por el érden gradual de la mag-
mtu{i de sus unidades. Asi es como debe hacerse al eseribiv en
guarismos, un nimero dictado en palabras; pero debe cuidarse
mucho de no olvidar los ceros destinados 4 llenar los huecos de
las unidades que faltan, en lo cual nunca dehe haber dificultad,
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porque se sabe ya que cada seceion, eseepto la primera de fa
izquierda, debe precisamente tener tres cifras. :

Sirva de ejemplo escribir el ntmero cuatrocientos seis mil
veinte y ocho millones doscientos cincuenta mil cuarenla y
ocho.

Escribanse unas 4 la derecha de otras las secciones de mi-
llares de millon, de millones , de millares y de unidades
simples , v se tendra 406,028,250,048.

7. [En la observacion precedente se funda el medio de tra-
ducir en palabras un niimero escrito en cifras.

Dividase el numero en secciones de 4 tres cifras empezando
por Ta derecha, y léase sucesivamente cada seccion empezando
por la de la izquierda y cuidando de dar & cada una la denomi-
nacion que le corresponda.

Sea, por ejemplo, el nimero 70345601.

Este nimero se distribuye asi: 70.345,601, y se compone
de setenfa MILLONES, trescientos cuarenta y cinco MiL, seis-
crenfos uno. .

Del mismo modo se vegd que 5302400056702, 6 bien,
5.302,400.056,702, espresa el nimero ¢inco BILLONES, fres—
ctenfos dos ML, cuatrocienios MILLONES, cincuenla y seis
MIL , sefecientos dos.

8. Para completar la teoria de la numeracion nos falta in-
dicar el medio de escribir en cifras los quebrados; pero antes
es necesario dar una idea exacta de esta especie de nimeros
segun se consideran en Aritmética. ‘

Supongamos que se trata de determinar la longitud 6 lo
largo de una pieza de tela. Tomando por unidad el metroy
colocindola desde la punta una, dos, tres veces, ¢ tantas en fin
cuantas se pueda, sucederd una de dos cosas: é despues de co-
locar el metro un niimero cualquiera de veces, por ejemplo 15,
d lo largo de la pieza, no queda nada; 6 queda un pedazo so-
brante menor que el metro. En el primer caso la pieza contiene
un numero entero, 15, de metros. En el segundo, para tener
la longitud total , serd necesario afadir 4 los 15 metros la frac-
cion 0 parte de metro que resto. .

Para valuar esta parte y compararla con la unidad podre-
mos concebir el metro dividido en dos partes iguales 6 dos mi-
tades, y si el pedazo sobrante es igual 4 una de ellas, se dice
que la pieza de tela tiene 15 metros y medio de larga. .

Si el residuo es menor ¢ mayor que la mitad del metro; se
concebira dicha mitad dividida en otras dos partes iguales, que

.
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se llaman cuarfos 6 cuartas partes; y si este cuarto puede co-
locarse una o tres veces exactamente a lo largo del pedazo de
tela sobrante, diremos que tiene de largo un cuarto o tres
cudrlos de metro. (

En vez de dividir la unidad en dos 6 en cuatro partes, pue-
de tambien concebirse dividida en ires partes iguales que se lla-
man lercios, en cinco partes iguales que se llaman guintos, en
seis partes iguales que se llaman sesfos, ete.—Admitamos para
fijar las ideas que el metro se ha dividido en doce partes igua-
les llamadas dozavos, y que este dozavo cabe siefe veces justas
en el pedazo de tela sobrante, entonces se dird que el resto es
igual & siete veces la dozava parte del metro 6 & siete dozavos
de metro, y la pieza de tela tendria de larga 15 metros y siefe
dozavos de metro, %

Donde se ve que para formarse idea exacta de una fraccion
0 quebrado de una unidad de cualquier especie es necesario con-
cebir la unidad dividida en un nimero cualquiera entero de par-
tes iguales y suponer que se toman una, dos, tres, cuatro,....,
de estas partes; y entonces se llama fraccion 6 quebrado la
reunion de dichas partes iguales. Por eso el enunciado de una
fraccion comprende necesariamente dos numeros enteros; uno
?ue designa en cudnlas partes se ha dividido la unidad, y se

lama DENOMINADOR; ¥ otro que indica cudnias de dichas par-

tes contiene el quebrado, y se llama NUMERADOR. Asi, cinco
oclavos de metro, trece veinte-avos de libra, son quebrados:
en el primero se indica que el metro esta dividido en ocho par—
tes iguales llamadas ocfavos , y que de las ocho se toman cin-
¢o: en el segundo se supone la libra dividida en veinfe partes
iguales llamadas veinfe-avos, y que de las veinte se toman fre-
ce; veinte es, pues, el denominador, y ¢rece el numerador.

De aqui tambien se infiere que un quebrado es una cantidad
que se refiere 4 una parte de la unidad principal, como & una
nueva unidad especial que puede considerarse como secunda-
ria. Asi, el quebrado frece veinfe-avos de metro es un numero
compuesto de trece veces un veinle-avo de metro; luego el vein-
te-avo es una unidad partieular que esta contenida frece veces
en la fraccion propuesta.

Esto supuesto, se dice que dos quebrados son de la misma
especie cuando tienen un mismo denominador. Asi, cinco doza-
vos, siete dozavos, once dozavos , son fracciones de la misma
especie ; pero lres cuartos y dos tercios son fracciones de es-
pecie diferente porque tienen diferente denominador,
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Paraespresar en cifras un quebrado se ha convenido en les-
cribir ¢l numerador sobre el denominador, separindolos  con

. i cotanigos il
una raya. Asi, el quebrado tres cuartos se escribe i suele

Frift e o 1 :
doce-avos se escribe 1 veinte y tres trevmta i cinco-avos se

il 3
escribe 3“5.
Reci rt z E 4—7 representan los quebrados szef
Reciprocamente 8 15" @ pres qr tele

octavos , trece quince-avos, cuarenia y siete selenta y dos-
avos. Para enunciar una fraccion, se enuncia primero el nu-
merador y despues el denominador anadiéndole la terminacion
avos , si pasa de diez; hasta diez en vez del nimero cardinal se
nombra el ordinal correspondiente. s :

9. Las primeras necesidades del hombre en sociedad le
conducen diariamente & resolver problemas ¢ cuestiones que le
obligan & combinar dos 6 mas numeros, ya de la misma, ya de
distinta naturaleza. Estas combinaciones constituyen las ope-
raciones de Aritmética 0 el cdlculo numérico. A fin de ma-
nifestar su_origen y enlace vamos & proponer algunas cuestio-
nes relativas al comercio, : it

. CUESTION PRIMERA. Un comerciante en telas ha ven-

) y G ; 1 ?rbed
dido d uno 5 metros 3 de cierio lienzo; d ofro T mefros y 3

de lo mismo, y ¢ otro 12 metros i de lo mismo: quiere so-

ber cudntos metros ha vendido. wal i

Para esto es necesario que reuna’eén un' solo nimero los
tres numeros- de metros vendidos; es decir, que haga la apr-
CION 0 suMA de aquellps ‘tres nimeros compuestos de’ enteros
y ({:lebrados. ey , LeH : :
 CUESTION SEGUNDA. ' El comerciante corts los suso-
dichos tres mimeros de metros'de wna' pieza que tenia 30

2 .
metros i 30 Y quiere saber cuanto lienzo le queda.

Buscard la diferencia entre el niimero 30'= que espresa la

2
- . s :-}
longitud primitiva de la pieza'y el nimero total de melros vendi-
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dos; esdeeir, deberd sustragr el sequndo nimero del primero.
CUESTION TERCERA.  Se han comprado 48 metros de
lienza & 25 reales' el melro;: jeudnto debe pagarse por todos?
Es claro que para obtener el precio total huseado se deben
tomar 48 veces 25 reales, 0 hacer un total de 48 mimeros
iguales & 25 reales. Esla operacion se Hama muLripricacion,
yies una especie de suma que consiste en reunir muchos ni-
meros iguales. 009 92 12 SUp : i
Volvamos & la- misma cuestion, pero mudemos los nime-
ros; es decir los datos. IR fhat

i ohmailg e sy o 1 12348 7
Avrazon de 50 de real el mefro, jeuanlo. cuestan 15 de
“metro de un lienzo cualquiera?

T
_ 20 2242
de metro, que son una parte del metro, habrdn de costar una

Bien se comprende que si un metro cuesta 5= de real

W h ! ;
parte de % espresada por T decir, que para obtener la

12
operacion se lama multiplicacion de quebrados. Se llama asi
porque la cuestion que a ella conduce tiene la misma forma
que ofra eualquiera que condujese & una multiplicacion de nii-
meros enteros, diferenciandose solo en la forma de los dafos.
Al 'pronto el nombre de multiplicacion, que ofrece gene-
ralmente idea de aumento, no parece propio para indicar una
operacion (que consisie en tomar de un nimero la parte espre-
sada por una fraceion. Pero se ha encontrado el medio de en-
lazar la multiplicacion de niimeros enteros 4 la de niimeros frac-
cionarios , diciendo quegnultiplicar un mimero eualguiera por
olro es formar un lereer mimero que sea respecto del prime-
70 lo que el sequndo es respecto de la unidad. Si ambos nfi-
meros son enteros, es claro que segun esta definicion basta to-
mar el primero tantas veces como unidades tiene el segundo; y
si son quebrados , es necesario tomar dél primero la parte que
indique el segundo. i |
CUESTION CUARTA. - Por 84 reales se-han comprad
12 varas de lienzo ; ;d como sale la vara? — i
Se comprende sin trabajo que si conociéramos el precio,
tomandole 12 veces ¢ muitiplicandole por 12, deberiamos ‘te-

; & o T A
respuesta 4 la cuestion deberian tomarse los — de 500 ¥ osla
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ner un resultado igual & 84.—Luego la_cuestion conduce a

buscar un mimero que multiplicado por el sequndo, 12, re-
roduzca el primero, 84; y esta operacion ha recibido el nom-

ﬁre de pIVISION. !

Para esplicar este nombre, que di idea de la distribucion
de un numero en varias partes iguales, supongamos que se tie-
ne que repartir con igualdad una suma de 84 reales enire 12
personas. Es claro que si se conociera la parte de cada perso-
na , multiplicindola por 12, deberia resultar 84.— Luego di-
vidir un mimero 84 en tantas partes igquales como unidades
tiene otro 12, y buscar un mimero que multiplicado por- el
sequndo 12 reproduzca el primero 84, son dos operaciones
tdeénticas.

Volvamos A esta misma cuestion, pero con datos fracciona-

20
re saber el valor del metro.
Tambien aqui se reduce la cuestion & buscar un numero

: : 5 :
rios. Con 5= de real, se han comprado 5 de melro; se quie-

s 5 1 ‘
tal que multiplicado por B reproduzea 20’ luego tambien en

este caso hay una division que hacer en el sentido que se aca-
ba de dar 4 esta palabra, y no en el sentido de una distribucion
en partes iguales. : ; sl Hoy

Facil seria citar nuevas cuestiones que nos condujeran a
cada una de las operaciones que acabamos de definir; y como
i cada paso se presentan en la vida, se hace indispensable co-
nocer los medios de ejecutarlas. :

-~ La Arrrvirica tieme por objeto enseiiar reglas fijas y
ciertas para ejecutar con los mimeros todas las operaciones
posibles. Comprende ademas tambien una multitud de propie-
dades de los nimeros que se han ido encontrando en. el trans-
curso de las investigaciones hechag para inventar y establecer
aquellas reglas y para facilitar su aplicacion. Vamos # esponer-
las sucesivamente recordando (n.’ 2) que para esponer las re-
glas con total independencia de las diversas especies de cues-
tones, conviene considerar los nimeros como abstractos. Sin
embargo, propondremos 4 veces cuestiones sobre mibmeros con-
crelos en las aplicaciones que hagamos para familiarizar & los
principiantes con los procedimientos,

- Para pasar de lo simple & lo compuesto empezaremos espo-
niendo las reglas para las operaciones con los nimeros enteros.
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CAPITULO PRIVER.

Operaciones con los mimeros enferos.
SUMA O ADICION. "

10.  Swmar muchos mimeros enlre si es reunir todos los
nitmeros dados en uno solo; 6 bien, formar un nimero que
tenga solo tantas unidades como todos los olros junlos.

El resultado de esta operacion se llama suma.

La adicion de los nimeros de una sola cifra no ofrece difi-
cultad : los jovenes y aun los nifos mas tiernos aprenden & su-
mar contando por los dedos, y concluyen sabiendo al fin de me-
moria los resultados.

Asi, pues, sea sumar los numeros 5, 7, 4, 8 y 6. .

Se dice: 5y 7 son 12 (*), y 4 son 16, y 8 son 24,y 6
son 30; luego 30 es la suma pedida.

Del mismo modo se hallaria que 42 es la suma de los ni-
meros 7, 9, 6, 5, 8, 7.

" Sea ahora buscar la suma de los numeros T453 y 1534.

Despues de haberlos escrito como se ve al mérgen ~jrg
y de haber tirado una raya por debajo, se dice, empe- 534
zando por las unidades simples: 3 y 4 son 7, que se ———
escribe debajo de las unidades. \ LS

. Pasando 4 las decenas, 5 y 3 hacen 8, que se escribe en
el'orden de decenas.

Despues 4 y 5 son 9 que se escribe debajo de las centenas.

(*) El uso de los dedos para llegar 4 este 12 supone las adicio—
nes sucesivas de la unidad. Asi se dice 5 v 4 son 6;y 1 son7, ¥
1 son 8....;y asi sucesivamente hasta afiadir al 5 todas las uni-
dades del 7. : :

En general es dificil fijar qué operaciones del espiritu dan los
resultados de estas adiciones elementales; y puede decirse que
hasta cierto punto cada uno tiene un modo diferente de hacerlas.
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En fin, 7 y 1 hacen 8 que se escribe debajo de los millares.

El nimero 8987 hallado por este medio, es la suma de los
dos niimeros propuestos, pues contiene todas las unidades, de-
cenas, centenas v millaves que hemos ido reuniendo sucesiva—
mente. . LLEA I i) :

Propongamonos* ahora sumar los cuatro mimeros 5047,
859, 3507, 846. : ,

Se escriben como se ve al margen, y se dice, em- 5047
pezando por ks unidades: 7 y 9 son 16, y 7 son 23, 859
y 6 son 29 : se escriben las 9 unidades simples bajo 3507
la primera columna, y se reservan las dos decenas pa- 846
ra juntarlas con las cifras de la columna siguiente que 259
espresan tambien decenas.

Pasando & csta columna sé dice: 2 que se han reservado y
Ason'6, y5 son 11, y 0 son 11, y 4 son 15t se'escribe 5 de~
bajo de las decenas'y la eentena se reserva para llevarla 4 la
columna de las ‘eéntenas. 4 4 o))

Procediéndo ¢on‘esta como' con lag precedentes, se halla—
réin 22 centeénas 02 centenas que se eseriben bajo las centenis
y 2 millares que se Hevan'é la columna inmediata de millares.
~ Finalmente, 2 que llevo v 5 son 7, y 3'son 10; se escri-
be el 0 bajolos millares, y la cifra 1 bajo las decenas de mi-
Har: por consiguiente, 10239 es la suma pedida.

Reera eneraL.  Para swmar varios ntmeros enlre 'si,
se escriben wunos bajo de otros, de modo que las wnidades de
un_mismo orden se correspondan en columna vertical, tiran
do luego una linea por debajo. Despues se swman sucesiva-
mente las cifias que componen cada columna', empezando
por la de unidades simples y continuando hécia la izquier-
da: bajo la linea se escribe la suma de las unidades de
cada drden si consta de solo una cifra; pero si pasa de9
(en cuyo easo estd esprésada pormas de una cifra) se eseri-
be solamente la cifra de las unidades y se quardan las dv-
mas, que representan decenas , para sumaerlas con la colum-
na stgurente inmediata. Hecho esto con todas las columnas,
sedendrd debajo de la raya la suma pEpIDS, pues sequn la
regla, procede el resultado de la rewnion de lodas las uni-
dqdes—,.todas las decenas, todas las centenas, elc., de los
niimeros propuestos. Tabh #4ls!

A Advertencia. o Silasuma de las eifras que componen
cada columna §lo mas suméra 0, seria indiferente! empezar la
operacion pot las wnidades simples ¢ por las devla espeeie’su-
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perior. Pero como sucede comunmente (ue la mayor parte de
Jas 'sumas pasan de 9, si empezammos por la izquierda nos ve-
riamos precisados 4 volvcr atrds para rectificar la cifra prece-
dente anadiéndole tantas unidades ‘como decenas procedxeran
de la ¢olumna siguiente. Por eso es preferible empezar smmpre
por la dere(,ha

DE LA SUSTRACCION.

12, La sustraccion 6 resta tiene por ob;ele buscar la di-
ferencia entre dos mimeros. El resultado se llama resm, di-
ferencia 0 ésceso.

. Tambien puede decirse {ue resta es una operacion que ‘tie~
ne por objeto, dada la suma de dos mimeros y uno de estos,
iml};ar el otro; y bajo este punto de ‘vista, la sustraccion es la
operacion inversa de la adicion.

‘La resta es facil y puede hacerse de memoria, mientras los
niimeros propuestos tienen una sola cifra. Asi, la diferencia en-
tre 9y 6 es 3: 0 bien, si de 9 se quuan 6 quuian 3 Del
mismo modo 7 'menos 5 son dos. :

Tambien' es fieil restar un niméro - de una: mfra de oro
cualqumm, cuando la resta ha de tener solo una cifra. Asi, de
7 413 van 6; pues 7 y 6 hacen' 13. Del mlsmo modo dL 9 4
47 van 8 ;pues 8 y 9 hacen 17,

Estas-operaciones sirven de hase 4 la sustracolon de los ni-
meros de mas de una cifra. '

Sirva de primer ejemplo restar 3467 de 8789

Coloquese el sustraendo debajo del minuendo, ti- 8’_789
rese wna 'raya por debajo, y empiécese por las unida- - D467
des simples diciendo, de'7 49 van 2, y se eseribe 73395
bajo la columna corrcspondncnle pasando luego 4 las
decenas , se dice: de 6 4 8 van 2, que se escribe en el lugar
de las decenas: lo mismo se hard con las centenas y milla-
res; de 4 47 van 3,y de 5 4 8 van 3: resultando poLires-
la 3322,

En efecto, de la naturalua de las operauones hechas re=
sulta que el mintendo tiene 2 unidades simples, 2 decenas, 3
centenas y 3 millares: mas que el sustraendo, luego esccd(, al
sustraendo en 3322.

Sirvanos de' sebundo ¢jemplo hallar ladiferencia entre lo‘;
numeros 83456 y 28784.

Habiendo dispwesto los dos ntuneros como en el e]t,mplo
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precedente, se dird lo primero, de 4 & 6 van 2, que 83456
se escriben bajo la columna de las unidades. 28784

Pero al pasar 4 la columna de las decenas, trope- “5ze=o
zamos con una dificultad : la cifra 8 del sustraendo es
mayor que la del minuendo, y por consiguiente, no puede res-
tarse. Para obviar esta dificultad, se toma con el pensamiento
una centena de la cifra siguiente, que vale 10 decenas, y jun-
tandolas con las 5, hacen 15; y despues se dice: de 8 & 15
van 7, que se escriben debajo de las decenas.

Pasando 4 la columna de las centenas, observamos que la
cifra 4 del minuendo debe disminuirse en una unidad, que se
le tomé en la resta precedente ; y diremos de 7 & 3 no se pue-
de restar, pero tomando como antes, un millar que vale 10
centenas y juntandolas con las otras 3, tendremos 13, y dire-
mos, de 7 a 13 van 6, que eseribiremos en la columna de las
centenas.

Pasando a los millares, vemos que de 2 no pueden quitar-
se 8: pero diremos de 8 4 12 van 4, y pondremos esta cifra
en el orden de los millares.

En fin, la cifra 8 de las decenas de millar ha perdido una
unidad y se ha convertido en 7 ; diremos, pues, de 2 47 van
5, y habremos concluido.

De modo que la resta pedida serd 54672.

Para comprender bien como se llega por este medio al-fin
deseado, hasta observar que, atendidos los artificios emplea—
dos para efectuar las sustracciones parciales, pueden disponer-
se los dos nameros de la manera siguiente:

Dec. de millar. Millares. Centenas. Decenas. Unidades.

Minuendo. . T 12 e ) 15 6
Sustraendo.. 2 8 b, 8 4
Resta.!s 1 55 4 L6 7 2

Donde se ve que el minuendo contiene 2 unidades, 7 de-
cenas, 6 centenas, 4 millares y 5 decenas de millar, mas que
el sustraendo, y por consiguiente le escede en 54672 unidades.

Sirva de tercer ejemplo restar 158429 de 300405,

Como 9, cifra de unidades del sustraendo, es ma- )
yor que 5 su correspondiente en el minuendo, debe 99 9
tomarse una decena & la cifra superior inmediata; 300405
pero como esta cifra es 0, tenemos que recurrir a 158429
la de centenas y tomar 1 que vale diez decenas, y = 141976
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eomo solo necesitamos 1, dejamos 9 encima del 0 y juntamos
la otra con ¢l 5; tendremos 15 y diremos, de 9 4 15 van 6,
cuya cifra escribiremos en el lugar de las unidades simples.

Pasando & las decenas , dirémos de 2 4 9 van T,

Al llegar 4 las centenas, como la cifra del minuendo solo
vale 3, por la que le hemos quitado, y como de 3 no se pue-
den quitar 4, recurriremos & la primera cifra de la izquierda;
pero esta es 0 y la siguiente tambien; iremos, pues, 4 la de
mas alli, que es el 3, y tomaremos una unidad. Esta vale 10
decenas de millar y 100 millares : solo neceSitamos uno , deja-
remos 99 sobre los dos ceros, y juntando 1 millar con 3 cen-
tenas, lendremos 13 y diremos, de 4 4 13 van 9, escribiendo
¢sta cifra en la colummna de las eentenas.

Tenemos en las dos restas parciales siguientes un 9 en vez
de cada O, y diremos, de 8 49 va 15 y de 549 van 4.

Por ultimo, llegando 4 la eolumna final de la izquierda,
diremos, de 1 4 2 (porque hemos quitado al 3 una. unidad) va
1: y por consiguiente, el resto pedido sera 141976.

En efecto, pensando en la descompesicion que ha sufrido el
minuendo, se verd que puede escribirse asi la operacion :

-

Cent. de millar. Dec. de millar. Millares. Centenas. Decenas. Unidades.

Minuendo. . 2 9 9 13 9 15
Sustraendo.. 1 b5 8 4 2 9
1 A 1 9 7 6

Luego el minuendo tiene 6 unidades, 7 decenas, 9 cente-
nas, 1 millar, 4 decenas-de millar y 1 centena de millar mas
que el sustraendo , y por lo tanto ie escede en 141976.

REcLa GENgRAL.  Pare restar de un nimero enlero otro
atimero entero menor, esertbase el sustraendo. debajo del mi-
nuendo, de modo que se correspondan en columna las wuni-
dades de cada orden, tirando despues una raya. En sequida
se restan sucesivamente lodas las cifras del sustracndo de
sus correspondientes del minuendo, empezando por las de
especie anferior y escribiendo las reslas parciales unas en
pos de otras de derecha ¢ izquierde: ¢l nimero que resulta
debajo de la raya es la resta lotal 6 el resultado pedido.

Cuando una cifra del sustraendo es mayor que sw cor-
respondiente del minuendo, se aumentan @ esta 10 unidades

e su especie, y en la resta parcial siguiente se quila uno
unidad al minuendo de la especie tnmediala superior.
2



18 ELEMENTOS :

Sila cifra d cifras inmediatas @ la izquierda de la del
minuendo que gs menor que su correspondiente del sustraen-
do fueran ceros, se awmentan sin embargo de memoria las
10 unidades d la cifra que las necesilta;” pero en las restas
parciales siguientes los ceros se consideran como nueves y se
disminuye una unidad & la primer cifra significativa que
haya  la izquierda de los ceros.

Siguiendo esta regla se hallara que si de. . 603000401
s Yestaciia s o i LR R s B ) B B0 TR

quedant o m el e et Al S0t Sie I 0S OF BN

13.  Observacion primera. Si cada cifra del sustracndo
fuera menor que su correspondiente del minuendo , seria indi-
ferente empezar la operacion por la derecha 6 por la izquierda,
Pero como suele suceder que alguna de las cifras del sustraen-
do sea mayor que su correspondiente del minuendo, y entonces
no se puede hacer la sustraccion parcial, sin recurrir & la inme-
diata superior, resulta que es preferible comenzar por la dere-
cha para poder acudir comodamente cuando sea necesario & las
ordenes de unidades superiores.

4. Observacion sequnda. FEs claro que en vez de dis-
minuir una unidad dla eifra del minuendo & que se haya recur-
rido , podriamos dejarla intacta y anadir una unidad 4 la cor-
respondiente del sustraendo. Esta forma suele ser mas sencilla
v comoda en la practica.

Es particularmente ventajosa cuando en el minuendo hay
varios ceros entre dos cifras significativas; porque entonces
nada hay que variar en las cifras superiores. :

Asi, en el ultimo ejemplo, despues de haber dicho en las
unidades simples de 7 &4 11 van 4; en lugar de decir en las
decenas de 8 49 va 1, diremos de 9 4 10 va 1; y en las cen-
tenas, en lugar de decir de 7 4 413 van 6, sc dird de 8 4 14
van 6 : en los millares, de 5 & 10 van 5; despues de 3 4 10
van 7; y asi sucesivamente.

Debe tenerse cuidado de no aumentar la unidad 4 una cifra
del sustraendo mas que cuando no se haya podido efectuar in-
~ mediatamente la resta parcial anterior. En la division haremos
mucho uso de esta modificacion.



DE ARITMETICA. 19

Pruebas de la adicion y sustraccion.

15. Se llama prueba de una operacion aritmélica ofra
operacion., cuyo objeto es asegurarnos de la exactitud de la
primera. ' _

La prueba de la adicion se hace repitiendo la suma empe-
zando por la izquierda. Hecha la suma de las cifras de la
primer columna de la izquierda, se resta de la parte que
le corresponde en la suma folal; se escribe debajo el resto
que se reduce de memoria & unidades del orden inferior
siguiente para juntarlas con las que haya del mismo orden
en la suma total. Lo mismo se hace la swma parcial de la
sequnda columna de la izquierda, y se resta de la parte
que le corresponde en la suma fotal; continuando de este
modo hasta la wliima columna, cuya swma restada de la
parte correspondiente no debe dar resto alguno.
~ Asi, habiendo visto que los cuatro nameros

H04T
859

3507
846 .

dan la suma, . . 10259,

para_comprobar el resultado 10259, sumaremos los mismos
nimeros empezando por la izquierda, y diremos 5y 3 hacen
8 millares , que quitados de 10 millares, dan 2 millares :-estos
dos millares umidos & la cifra 2 de las centenas dan 22 cente-
nas: sumo la columna de las centenas diciendo 8 y 5 son 13y
8 son 21, que restado de 22, da 1 centena de resta; unida, és-
ta centena con las 5 decenas de la suma, tengo 15 deecnas: 4
decenas y 5 s0n 9 y 4 son 13; resto 13 de 15 y me quedan
2, que junto con el 9 forma 29; y concluyo diciendo 7 y 9
son 16, y 7 son 23, y 6 son 29; restando 29 de 29 queda 0:
luego la operacion esta hien hecha. 4

La prueha de la sustraccion se hace sumando con el sus-
lraendo la diferencia obtenida; y es evidente que debe resul-
tar el minuendo, pues la diferencia no es mas que el eseeso de
este sobre aquel.
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Asi, en el ejemplo adjunto, . . . . . . 83456
28784
despues de haber hallado que la restaes. . . . . 54672
la sumaremos con 28784, y obtendremos. . . 83456

que-es el mismo minuendo.

16.  Nuevos ejemplos de sumas y restas con sus pruchas.

Sumas.

- 83054 700548
256870 897597
748759 6588 .

90874 69764
130909 407300
8746 987847
1319212 1207046
4276690

Restas.

4073050062 . 20004001003

2803767086 8405128605

1269282976 11598872398

4073050062 20004001003

PropreMa.  Tenia en caja un banquero 65750 reales;
pero ha hecho varios pagos. El primero de 13259 reales,
el sequndo de 18704 reales, el tercero de 22050 reales, y
el cuarto de 9850 reales: quiere saber cudnto le queda en
caja despues de los cualro pagos.

Solucion. Deberd el banquero sumar las cantidades de los
cuatro pagos hechos y restar la suma de la cantidad que tenia

en caja: el resultado de esta sustraccion le dira el dinero que
le queda.
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Disposicion de la operacion.

13259 65750 cantidad que habia en caja.

18704 63863 suma de los pagos.

22050 1887 cantidad sobrante en caja.
9850 :

63863

Quedan , pues, al banquero 1887 reales.

Se observara que al hacer las operaciones hemos conside~
rado como abstractos & las numeros dados & pesar de ser con-
crefos segun el enunciado; pero obtenido el resultado 1887, le
hemos considerado como de la especie correspondiente segun
el problema. Asi debe hacerse siempre en las aplicaciones; pues
siendo los procedimientos de las operaciones complelamente in-
dependientes de la naturaleza de los numeros, se consideran
siempre estos como abstractos, dando al resultado final el nom-
bre de la unidad que indica el enunciado de la euestion.

DE LA MULTIPLICACION.

17.  Multiplicar un niimero por olro es (n.° 9) formar
un tercer mumero que sea respeclo del primero lo que el se-
gundo es respecto de la unidad ; y cuando ambos mimeros
propuestos son enteros, su multiplicacion equivale & fomar el
primero tantas veces como unidades tiene el sequndo.

Se llama multiplicando el nimero que se multiplica, mul-
tiplicador aquel por quien se multiplica, 6 sea el que dice
cuantas veces se debe tomar el otro, y producto el resultado
de la multiplicacion: el multiplicando y multiplicador juntos se
llaman factores del producto.

Llevando las cosas al estremo de la preeision, la multipli-
cacion es una suma; porque para obtener el producto bastaria
escribir en columna tantos nimeros iguales al muftiplicando
como unidades tiene el multiplicador, sumandolos en ‘seguida.
Pero como esta operacion serfa larguisima, cuando el multipli-
cador fuera algo erecido, se ha procurado simplificarla por me-
dio de otra operacion que ha tomado el nombre de multipli-
cacion. ;

18. . Mientras cada factor solo consta de una cifra, se obtie-
ne facilmente el producto por medio de sucesivas adiciones del
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multiplicando : asi, para multiplicar 7 por 5 diremos: 7y 7 son
14,y 7 son 21, y T son 28, y 7 son 35: y como 35 es el re-
sultado de la suma de 5 némeros iguales 4 7, espresa el pro-
ducto de’'5 veces 7 que se pedia, :

Los estudiantes deben al principio ejercitarse en esa forma
de la multiplicacion para grabar en la memoria sus result'ados v
poder despues obtener facilmente los productos de los nameros
de mas de una cifra. Sin embargo, mientras no se adquiera el
hibito , bueno serd tener 4 la vista la tabla adjunta llamada de
multiplicacion ¢ de Pitagoras, por el nombre de su inven-
tor; 6 al menos del que mas estendio su uso.

Tabla. de la multiplicacion.

Direccion horizontal,

T DO T R e A o e

2 14 6 8 [ 10 | 42 | 1k | A6 |18

36| 9 |42 15|18 | o1 | 2| 27

E | 8 (1216 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36

5 110 ] 15 [ 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 4b

6 | 12 | 18 | 24 [ 30 | 36 | 42 | 48 | 5%

Direccion vertieal.

T 1ALk 21 | 28| 35 | A2 | 49 | 56 | 63

8 | 16| 24 | 32 | &0 | 48 | 56 | 64| 72

9 |48 | 27 | 36 | 45 | 5& | 63| 72 | 81

La primera linea horizontal de nimeros se forma sumando
1 sucesivamente ‘consigo mismo, hasta llegar & 9, b o

La segunda sumando 2; la tercera sumando 3, y asi sucesi-
vamente hasta sumar 9 consigo mismo, que da la ultima.

Tambien podria formarse la tabla por ‘columnas verticales,
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porque constan respectivamente de los mismos nameros. Asi, la
sesta linea horizontal consta de los numeros 6, 12, 18, 24,....
54; vy la sesta columna vertical tiene exactamente los mismos
6, 12,18, 24;.... 54

Para buscar en esta tabla el producto de dos mimeros de
una sola cifra, se busea el multiplicando en la primera linea
horizontal, y se baja verticalmente hasta encontrarnos en fren—
te del mulfiplicador que se hallara en la primera columna
vertical: el nimero que haya en la casilla correspondiente es
el producto.

Por ejemplo, para hallar el producto de 8 por 5, se baja
desde 8, tomado en la primer fila horizontal hasta enfrente de
5 tomado en la primer columna vertical; y el numero 40 con-
tenido en la casilla es el producto pedido.

Tambien podria tomarse el 8 en la primer columna vertical
y seguir horizontalmente hasta llegar debajo del 5 tomado en
la primera fila horizontal ; resultando tambien asi que es 40 el
producto. .

19.  Supongamos ahora que el multiplicando conste de mas
de una cifra y el mulliplicador de una sola..— Por ejemplo,
multiplicar 8459 por 7.

Podria (n.° 17) obtenerse el resultado escribiendo unos de-
bajo de otros 7 nimeros iguales & 8459, como se ve al mar-
gen, y sumandolos en seguida, eon lo eual resultaria
59213, que es el producto. 8459

Pero es evidente que esto equivale & tomar 7 ve- 8459
ces las 9 unidades, 7 veces las 5 decenas, 7 veces las 8459
4 centenas, ete., y & sumar todos estos productos. 8459

A esie fin se escribe el multiplicador debajo del ~ 8459
multiplicando, como se ve al lado, se tira una raya y 8459
se dice: 7 veces 9 son 63 (vdase la Tabla de Pitigo- 8459
ras), es decir, 6 decenas y 3 unidades® se escriben 59913
Jas 3 unidades bajo las unidades y se guardan las 6
decenas para afiadirlas al producto de las decenas del 8459
multiplicando por el 7. 1

Se dice despues: 7 por 5 son 35y 6 que se llevan 59913
son 41 decena, 6 A centenas y 1 decena: se escribe la
1 decena en su lugar y se llevan las 4 cenlenas.

7 por 4 son 28, y 4 que se llevan son 32 centenas, 0 3 mi-
llares y 2 centenas: se eseriben las 2 centenas en su sitio y se
Hevan los 3 millares.

En fin, 7 por 8 son 56, y 3 que se llevan son 59, que sc
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escribe & la izquierda m.' las centenas porque ya no hay mas ci-
fras en el multiplicando.

Resulta, pues, el producto 59213.

Donde s ve que PARA MULTIPLICAR UN NOMERO DE VARIAS
CIFRAS POR OTRO DE UNA SOLA, €5 necesario multiplicar sucesi-
vamente las unidades , decenas, centenas, ete., del multipli-
cando por el multiplicador, escribiendo cada producto par-
cial en el sitio correspondiente, y guardando en cada multi-
plicacion parcial las decenas para juntarlas con las decenas,
las centenas para juntarlas con las centenas, etc.

SIRVA DE SEGUNDO EJEMPLO MULTIPLICAR 47008 por 9.

Se dice lo primero: 9 por 8 son 72; se escribe

el 2 en el drden de unidades y se guarda el 7. 47008
Despues, 9 por 0 es 0; pero como llevabamos 7 9
deccnas, se escriben estas en el érden de decenas. . 333079

9 por 0 es 0; se eseribe O en el jrden de cente— i
nas, porque no las hay y se debe sin embargo ilenar el sitio.

Despues , 9 por 7 son 63; escribo 3 y llevo 6.

Por iiltimo, 9 por 4 son 36 y 6 que llevo son 42, que es-
eriho & la izquierda de la cifra anterior. 5

Luego el producto pedido es 423072.

20.  Antes de pasar al easo en que el multiplicador consta
de mas de una cifra, indicaremos el medio de hacer un nimers
10, 100, 1000, ...., veces mayor, 6 multiplicarle por 10, 100,
1000 ;.7

Del principio fundamental de la numeracion (n.? 5) resulta
evidentemente, que si se coloca un 0 4 la derecha de un nime-=
o ya escrilo, cada una de sus cifras significativas retrocede un
paso hicia la izquierda y espresa por lo tanto unidades diez ve-
ces mayores (que antes. Del mismo modo si se escriben dos 0 4
la derecha se hace 100 veces mayor , pues cada cifra significa-
tiva espresa unidades 100 veees mayores, y asi sueesivamente,

. Luego para multiplicar un miimero entero cualquiera poy
10, 100, 1000,...., basta escribir ¢ su derecha 52 ard yid;
ceros.

Asi, los productos de 439 por 10, 100, 1000, 10000
son respectivamente 4390, 43900, 439000, 4390000, ...,

21.. Consideremos alora el caso en que el multiplicando
y el multiplicador constan de mas de una cifra.

P
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Nos proponemos multiplicar. . . . . 87468
POR ilogin. v, whs Farbarp. 160, Lusihys 5847
612276

3498720

69974400

437340000

511425396

Se empieza por escribir el multiplicador debajo del multi-
plicando, de modo que se correspondan en eolumna las unidades
de cada érden, tirando una raya por debajo. Hecho esto, se
observa que multiplicar 87468 por 5847, equivale & tomar el
multiplicando 7 veces, mas 40 veces, mas 800 veces, mas
5000 veces, reuniendo despues los productos parciales.

Por la regla del n.° 19 encontraremos primero el producto
de 87468 por 7, y tendremos el producto 612276.

Pero ;como obtendremos el de 87468 por 40?

Concibamos por un momento que se han eserito en columna
A0 niimeros iguales 4 87468: suméandolos todos se tendria el
producto pedido. Pero es evidente que esos 40 nimeros forman
diez grupos de & 4 nimeros iguales 4 87468; y estos 4 niume-
ros sumados equivalen al producto de 87468 por 4, que se
puede formar por la regla del n.° 19, y es igual 4 349872:
luego multiplicando este namero por 10, 6 lo que es lo mismo
poniendo un 0 a su derecha (n.° 20), se tendria 3498720, que
seria el producto de 10 veces, 4 veces 87468, 6 sea 40 veces
87468, ;

Se ve, pues, que esta operacion equivale 4 multiplicar el
multiplicando por la cifra 4 considerada como de unidades sim-
ples, eseribiendo despues un 0 4 la derecha y colocando el re-
sultado 3498720 en columna debajo del” primer producto
parcial.

Del mismo modo, para efectuar la multiplicacion de 87468
por 800, basta multiplicar 87468 por 8, lo cual da 699744, y
anadir luego dos ceros 4 su derecha; de este modo se obtiene
el tereer producto parcial 69974400, que se escribe debajo de
los dos productos precedentes, En efecto, 800 nimeros iguales
487468, colocados unos debajo de otros, forman evidente
mente 100 grupos de 4 8 nimeros iguales 4 87468, 0 bien 100

g%lg;;z(())so.ighulcs al producto de 87468 por 8, es decir, 4
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Por medio de un razonamiento semejante se proliaria que

para multiplicar 87468 por 5000, basta multiplicarle por 5,
anadir tres ceros 4 la derecha del producto, y escribir el re-

sultado 437340000 debajo de los tres productos precedentes.
: Efectuando ahora la suma de los cuatro productos parciales,
se halla por resultado 6 producto total 511425396.

Advertencia. En la practica se omiten por lo comun los
ceros & la derecha de los productos parciales de decenas, cen-
tenas, millares, ete. ; pero se escribe cada producto pareial de-
bajo del producto precedente , corriéndole un lugar hécia la iz-
quierda, es deciv, haciendo que su primera cifra ocupe el
mismo lugar que el que ocupa la cifra.correspondiente del
multiplicador. S

Recra cexerar. Para multiplicar un nimero de varias ci-
fras por otro tambien de varias cifras, se multiplica todo el
multiplicando por la cifra de unidades del multiplicador
(segun la regla del n.” 19); despues se multiplica sucesiva—
mente todo el multiplicando por las cifras de decenas, de
centenas, elc., consideradas como simples unidades , escri-
biendo unos debajo de otros los productos parciales de modo
que se correspondan las cifras de igual orden, lo que se
constgue corriendo d cada uno un lugar hicio la izquierda;
por wltimo, se suman los productos parciales., y se tiene el
producto total pedido. _

22.  Pueden ser ceros algunas de las cifras del multiplica-
dor, y entonces debe modificarse al parecer la regla dada para
la colocacion de los productos parciales.

Multipliquemos por ejemplo. . . , . 870497
VT L5 0 SR e f et siies b ARG 3 SRR 200407

6093479
3481988
4352485

435602792279

Se multiplica primero todo el multiplicando por 7; lo cual
da el producto 6093479.

Ahora como no hay decenas en el muliiplicador, pasamos 4
multiplicar por 4, cifra de las centenas del multiplicador, lo
cual di el producto 3481988, y como debe espresar éenlenas,
le colocamos bajo el primer producto, corriéndole dos. lugares
hacia la izquierda.
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Del mismo mode, no habiendo en el multiplicador ni milla-
pes i decenas de millar, pasamos & multiplicar por 5, cifra
de las centenas de millar; y el producto 4352485 se escribe
debajo del anterior, corriéndole otros tres lugares hacia la iz-
quierda. g :

En general cuando se encuentran uno 6 mas ceros entre
dos cifras significativas del multiplicador, se corre el pro—
ducto correspondiente & la primera cifra significativa, que
viene G la izquierda de los ceros, tantos lugares mas uno
héciarla izquierda, respecto del producto precedente, como
ceros hay intermedios.

Para evitar cualquiera equivocacion puede comprobarse si
la primera cifra de la derecha del producto parcial ocupa el
mismo lugar que la correspondiente del multiplicador.

23. Si uno 6 ambos factores terminan en ceros, puede abre-
viarse la multiplicacion, multiplicando eomo si los ceros no exis-
tiesen y escribiéndolos luego 4 la derecha del producto obtenido.

Multipliquemos por ejemplo. . . . . 47000
PO s B R 2900
e TR
K b
136300000

Despues de haber multiplicado 47 por 29. por la regla ya
sabida, se escriben los cinco ceros & la derecha del producto,
¥ se obtiene 136300000.

En efecto, si tuviéramos que multiplicar £7000 por 29, es
claro que despues de haber multiplicado 47 por 29, tendriamos
que hacer que el producto representira millares, es decir, uni-
dades de la misma especie que el multiplicando; para lo cual
deberiamos anadir tres ceros. Pero multiplicar un nimero por
2900, equivale (n.° 21) 4 tomar cien veces su_producto por 29;
luego deben aiiadirse otros dos ceros. La misma reflexion se
haria respecto de cualquier otro ciso.

24. A poco que se reflexione sobre esta operacion, se com-
prende Ia necesidad de empezar la operacion por la derecha , d
lo menos en las multiplicaciones parciales, por cada una de
las cifras del multiplicador, 4 causa de las unidades de 6rden
Superior que generalmente se forman al multiplicar una cifra
del multiplicando por: otra del multiplicador: Pero nada’ estor-
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ba nvertir el orden de las multiplicaciones parciales por las di-
ferentes cifras del multiplicador ; como puede verse en el ¢jem-
plo siguiente. :

Hemos empezado aqui la muluplicacion por las 5704
cifras de las centenas del multiplicador, y bajo la i 8'7
misma cifra se ha colocado la primera del produc- ____~°f
{o parcial; pero en la operacion siguiente hemos 22816
cuidado de correr el producto un lugar hdcia la . 45632
derecha, es decir, hemos cuidado de colocarle de 39928
modo que su primera cifra corresponda en columna 2777848
con las decenas de amhos factores. El tercer pro-
ducto se ha corrido tambien un lugar hacia la derecha respecto
del precedente. Pero ordinariamente se forman los productos de
izquierda & derecha por ser mas natural y mas eémodo.

De algunas propiedades importantes de la multiplicacion.

En las aplicaciones ocurre con frecuencia haber de multi-
plicar sucesivamente varios numeros entre si.
Sirvan de ejemplo los einco nimeros

235 35, 72, 49, 156.

Formar el producto de eslos nimeros en el 6rden en que
estan eseritos es multiplicar primero 23 por 35, despues mul-
tiplicar este primer producto (805) por 72, despues miltiplicar
este segundo producto (57960) por 49, despues multiplicar
este tercer producto (2840040) por 156, lo cual d4 finalmen-
te 443046240, que es el producto total pedido,

Con estos cinco factores se podria obtener el mismo produc-
to de muchos modos diferentes: para esto bastaria invertir se-
gun nuestra voluntad el orden de las multiplicaciones sucesivas,
que es lo que se significa cuando se dice que el producto de la
multiplicacion de varios mimeros entre st no varia, cualquie-
ra que sea el drden que se siga al efectuar las multiplica~
ciones. : ;

25. Para darnos cuenta de esta propiedad , que hace un
gran papel en la ciencia de los nimeros, consideremos primero
el caso de dos factores, por ejemplo 459 ¥ 2370 ¢ )

Si concebimos la unidad escrita 459 veces en una misma li-
nea horizontal, v seforman 237 lincas iguales, es claro que la
suma de las unidades contenidas en el cuadro és igual 4 tantas
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veces las 4539 unidades de una linea horizontal como unidades
hay en una columna vertical , es i R U T ol B PR
decir, en 237; de modo que di—  1+1+1+1+1.
cha suma es igual al producto de  14+1+1+1+1.
459 por 237. Pero tambien pue- 14+14+14+1+1.
de decirse que esta suma es i SR
4 tantas veces las 237 unidades . .
de una columna vertical, como . ..o Lo
unidades hay en una linea horizontal, es decir, en 459; de
modo que es igual al producto de 237 por 459. Luego el pro-
ducto de 459 por 237 es igual al producto de 237 por 459,

Fste mismo razonamiento puede aplicarse 4 otros dos nime-
ros cualquiera: luego queda demosirado que el producto de dos
nimeros no varia, cualquiera que sea el orden en que se multi-
pliquen (7).

Para dar 4 conoeer una aplicacion de este principio, supon-
gamos que la naturaleza de una cuestion nos ha conducido &
multiplicar '75 por 5642. Mejor sera multiplicar 5642 por 75,
pues de este modo solo tendremos que formar dos productos
pareiales, mientras del otro tendriamos que formar cuatro.

26. Antes de pasar 4 la proposicion general, empezaremos
por deducir del caso particular ya demostrado una propiedad
que puede enunciarse asi: mulliplicar wn mimero cualquiera
por un factor, ydespues el produclo resultante por ofro fac—
tor, equivale ¢ multiplicar el mimero propuesto por el se—
qundo factor, y despues el producto resultante por el pri—
mer faclor: 6 mas generalmente, en toda multiplicacion de
mas de dos nibmeros puede invertirse el drden de los dos
primeros factores sin que se altere el produclo.

Asi, por ejemplo, si se multiplica 48 por 15 y el producto
resultante por 24, se obtendri el mismo producto que si se mul-
tiplica 48 por 24 y el producto resultante por 15.

En efecto, resulta desde luego de lo probado en el nimero
25 que el producto 360 procedente de la multiplicacion de 15

LI

o s s

e A I B

(*) Podria deducirse esta proposicion de la Tabla de Pitago—
ras, observando la disposicion de los nameros (n.” 19): bastaria

" para esto concebir la Tabla prolongada convenientemente, por
ejemplo hasta 10000 veces 10000, si se consideraran dos factores

inferiores 4 este limite ; pero la demostracion puesta arriba nos ha
parecido mas sencilla.



30 'ELEMENTOS
por 24 es el mismo que se obtendria multiplicando 24 por 15;
y si podemos demostrar que el producto de 48 porf360 resul-
taria lo mismo, bien multipliquemos 48 por 15 y el producto
resultante por 24, bien multipliquemos 48 por 24 y el produc-
to resultante por 15, la propiedad quedara demostrada.

Para formar, pues, el producto de 48 por 360 basta
(n.° 17) colocar uno sobre otro 360 niuneros iguales & 48, su-
mandolos todos luego. Pero estos 360 nimeros forman eviden—
temente 24 grupos de 4 15 ntmeros iguales 4 48, 6 15 grupos
de & 24 nimeros iguales 4 48 (). Se obtendrd, pues, la suma
de esos 360 niimeros , 6 bien multiplicando 48 por 24 y toman-
do 15 veees el producto resultante, 6 bien multiplicando 48 por
15 y tomando 24 veees el producto resultante; y como estos
dos modos de operar conducen evidentemente al mismo resul-
tado, debemos concluir que puede invertivse el orden de lag
dos multiplicaciones sucesivas por 15 y 24.

27.  Advertencia. La demostracion precedente dé lugar &
uga nueva proposicion que nes sera muy util en adelante,

Acabamos de ver que multiplicar 48 por 360, que es el
producto de 24 por 15, equivale & multiplicar 48 por 24 y des—
pues el resultado obtenido por 15. Pero como 24 es igual al
producto de 6 por 4, puede tambien decirse que multiplicar 48
por 360, equivale & multiplicar primero 48 por 6, despues el
resultado obtenido por 4, y el nuevo resultado por 15 6 hien
por 5 y despues por 3 (puesto que 15 es igual al producto de
o por 3). Luego finalmente, multiplicar un nimero por el pro-
ducto de dos 6 mas factores, equivale 4 multiplicar sucesi-
vamenle este numero por cada uno de los faclores.

28.  Pasemos ya a la demostracion del principio general:
el producto de varios mimeros-es siempre el mismo, cual—
quiera que sea el 6rden de su multiplicacion.

Volvamos a los cinco factores

23, 35, 72, 49, 156.
Resulta del principio establecido (n.° 26) que en las multi-

= '

(*) Este razonamiento es anilogo al que hemos hecho en el
numero 24 para dar cuenta de la multiplicacion por las decenas,
centenas, etc., del multiplicador.
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plicaciones sucesivas pugdc'ponm_‘sc el factor 156 en el lugar
del factor 49; pero tavmhlen podria pasarse luego al lugar. del
72, despues al del 35,y finalmente al del 23. Por la misma
razon, el factor 49, que ya ha pasado al lugar del 156, podria
pasar & la izquierda del 72, despues i la izquierda del 35, y
asi sucesivamente. Se ve, pues, que cada factor puede ocupar
todos los sitios posibles en el érden de las multiplicaciones su—
cesivas , sin que el producto total varie. Luego, ete.

DE LA DIVISION.

29. Dividir un numero por otro, es (n.° 9) hallar un Ter-
cer nibmero que, multiplicado por el sequndo, reproduzca
el primero: 6 bien (n.° 25) hallar wn tercer mumero que,
multiplicando por él el sequndo , reproduzca el primero.

Asi, ¢l objeto de la division es: dado un producto de dos
factores y uno de ellos, determinar el ofro; por consiguien-
le, es una operacion inversa de la multiplicacion,

Como en una multiplicacion de nimeros enteros, el pro-
ducto se compone de tantas veces el multiplicando como uni-
dades tiene el multiplicador, puede tambien decirse que dividir
un numero entero por olro es buscar cudntas veces el prime-
ro, considerado como producto, contiene al sequndo, consi—
derado como multiplicando: el nlimero dg veces es entonces el
multiplicador. En fin, tambien se ha visto (n.° 9) que dividir
un nunero entero por otro es hacer el primero tantas partes
como unidades tiene el sequndo.

Estos dos ultimos aspectos que se dan 4 la division no con-
vienen rigorosamense sino & los numeros enteros, mientras la
primera definicion conviene 4 todos los mimeros enteros 6 frae—
cionarios. Y sin embargo, de esas Gltimas definiciones se han
deducide los nombres puestos & los términos de la division.

Asi, el primer nimero se llama dividendo (niimero que ha
de dividirsey; el segundo divisor, y el tercero cociente, de la
palabra latina quoties, porque dice cudntas veces el dividendo
contiene al divisor. :

Resulta evidentemente de estas definiciones, que cuando se
haya obtenido el cociente, para probar la operacion bastard
multiplicar el divisor por el cociente, 6 reciprocamente; y st
la o]lJea‘acion esta bien hecha, deberd resultar el dividendo.

Reciprocamente, en-la multiplicacion el producto puede
considerarse como dividendo, el multiplicando como divisor 6
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como cociente, y el multiplicador como cociente 6 como divi-
sor: y se hard la prueba de la multiplicacion dividiendo el
producto por uno je los factores : si la operacion esld bien
hecha, habra de resultar el ofro factor.

Esplicadas estas nociones , pasemos & esponer el procedi~
miento de la division.

30.  Asi como la multiplicacion puede hacerse por medio
de la adicion de varios numeros iguales entre si, asi lambien
podria hallarse el cociente de una division por una série de
sustraceiones.

En efecto, que se trate, por ejemplo, de dividir 60 por
12¢ cuantas veces podamos quitar 12 de 60, otras tantas esta-
ra 12 contenido en 60; por consiguiente , el cociente es igual
al namero de sustracciones que puedan efectuarse hasta des—
truir el dividendo.

En este ejemplo, como hay que hacer 5 60
sustracciones sucesivas, se deduce que es 5 12
el cociente. 18

Pero este modo de obtener el cociente {9
serfa larguisimo en la préctica, principal— 36 9.° rest
mente cuando el dividendo fuera muy gran— 55 b
de respecto del divisor. Lo que constituye = _=
esencialmente la regla de la division es otro 24 3." resta.
procedimiento especial y abreviado para 12
obtener el resultado apetecido. 12

31. Sabiendo de memoria todos los pro- 12
ductos de dos mimeros de solo wna cifra 5

. ‘s o . resta.
contenidos en la tabla de Pitigoras (n.° 18),
se puede deferminar facilmente el cocienle de la division de
un nimero de una 6 dos cifras, por otro nimero de una so-
la, con lal que el cociente no haya tamipoco de lener mas
de una. : 1

Por ejemplo, 35 dividido por 7 da de cociente 5; 6 bien se
dice: 7 en 35, 6 35 entre 7, a 5 (porque se sabe que 5 veces
7 son 35); 6 bien tambien la 7." parte de 33, son 5, porque 7
veces S son 39.

Dividir 68 por 9. Como 7 por 9 063,y 8 por 9-0 72,
comprenden 4 68, resulta que 68 dividido por 9, dard el co-
ciente 7 v quedara un residuo 5: lo eual se espresa diciendo
la 9. parte de 68 es 7 y sobran 5.

Del mismo modo, ;47 entre 8 & como les toca?—A 55 0
la 8. parte de 47 ¢s 5 y sobran 7.

1.7 resta.

A.° resta.
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Mas adelante diremos lo que debe hacerse con el residuo
cuando el divisor no esta exactamente contenido en el divie
dendo.
32. Pasemos al caso en que el dividendo consta de mas
de dos cifras, teniendo el divisor una sola.
Atendido el intimo enlace que existe entre la multiplicacion
y la division, se ocurre naturalmente tratar de deducir el pro-
cedimiento para esta del seguido para aquella.
Con este fin, volvamos al ejemplo del n.® 19.

Resulta de esta multiplicacion que el producte 8459
29213 consta de 7 veces las unidades, 7 veces las 7
decenas, 7 veces las centenas, 7 veces los millares, gy 3

del nimero 8459 : luego el producto es la suma de

los cuatro productos parciales correspondientes 4 las cuatro ei-
fras del multiplicando.—Reciprocamente, dados el producto
99213 y uno de los factores, 7, para hallar el otro factor, hay
que descomponer & lo menos con el pensamiento el nimero
99213 en los cuatro productos parciales de millares, centenas,
decenas y unidades del factor huscado por el factor conocido:
tomando entonces la 7." parte de cada producto parcial y reu—
niendo los cocientes parciales, se tendra el cociente total 6 se—
gundo factor.

Hé aqui cémo se dispone la operacion.

Se escribe el divisor @ la derecha del dividendo; se sepa—
ran con una raya vertical, y se traza otra horizontal debajo del
divisor. _

Heche esto, se toman 4 la izquierda = 59213 | 7
del dividendo las dos primeras cifras ‘que 32 8450
forman 59 mellares, y se consideran co— :
mo el primer producto parcial; se dice 63
29 entre 7, 6 ‘mejor, la 7.* parte de 59 0
son 8: este cociente 8 espresa los millares
el cociente total (*), y se escribe debajo del divisor como se
ve en el ejemplo: se resta el producto 56 de 59, lo cual da

(*) Podria probarse, si fuera necesario, que la cifra 8 es la
verdadera de millares del cociente, haciendo ver que ni es ma—
Yor ni menor delo que debe. No es mayor, porque el producto

e 7 por 8000, que es 56000, puede restarse dell dividendo to—
tal; ni es menor, perque el producto de'7 por 9000, que es 63000,
no puede va restarse del dividendo.

3
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un residuo de 3 millaves, procedentes de la multiplicacion par-
cial de las centenas del cociente por 7.

Se baja al lado del 3 la cifra 2 de las centenas del dividen—
do, y se tienen 32 cenfenas que se consideran como segundo
producto parcial; y se dice: la 7.” parte de 32 son 4; se es—
cribe el 4, que debe espresar las cenlenas del cociente, a4 la
derecha del 8: se resta en seguida el producto 28 del dividen-
do parcial 32, resultando un residuo de 4 centenas proceden-
tes de la multiplicacion parecial de las decenas del cociente
por 7.

Al lado del nuevo residuo 4, se baja la cifra 1 de las de—
cenas del dividendo, lo que da 41 decenas, y se dice: la 7.
parte de 41 son 5: se escribe esta cifra & la derecha de las dos
precedentes , espresando las decenas del cociente; se resta el
producto 35 del dividendo parcial 41 : el residuo 6 espresa las
decenas .procedentes de la multiplicacion de las unidades del
cociente por el divisor.

Finalmente , al lado de la cifra 6 se baja la eifra 3, v se di-
ce: 63 entre 7 & 9 exactamente: se escribe la cifra 9 4 la dere-
cha de las tres precedentes, espresando las unidades del co-
ciente : se resta el producto 63 del dividendo parcial 63, y co-
mo no queda residuo alguno, se infiere que 8459 es el cociente
pedido.

En efecto, resulta evidentemente de las operaciones ante—
riores, que se han ido restando sucesivamente del dividendo
59213, 7 veces 8 millares, 7 veces 4 centenas, 7 veces 5 de-
cenas y 7 veces 9 unidades; y como nada queda, despues de
practicadas esas operaciones, se deduce que 59213 es igual al
producto de 8459 por 7, 6 de 7 por 8459, y por consiguien—
te, este ultimo numero es el cociente pedido.

Sirva de sequndo ejemplo dividir 754264 por 8.

La primera dificultad que aqui se
presenta es conocer la naturaleza de las 754264 | 8

unidades superiores del cociente y de- 34 TOK283
terminar su numero. Para conseguirlo 22

observemos que si la primer cifra de la 66

izquierda del dividendo fuera mayor que 24

el divisor, 6 por lo menos igual 4 él, el 0

cociente total contendria unidades de la

misma especie que las representadas por ella. Pero como en
este ejemplo la primer cifra de la izquierda, 7, es menor que
el divisor, dehemos concluir que las unidades superiores del
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cociente son de la especie de la segunda cifra de la izquierda
del dividendo. Se toman, pues, las dos primeras cifras, que
hacen 75 decenas de millar, y.constituyen el primer dividen=
do parcial; se dice, la 8. parte de 75 son 9; luego el cocien—
te total contiene 9 decenas de millar puesto que pueden res-
tarse del dividendo 8 veces 9, 6 sea 72 decenas de millar; se
escribe el 9 bajo el divisor; se resta el producto 72 del divi-
dendo 75, y queda un residuo 3, procedente sin duda de la
multiplicacion de los millares del cociente total por 8.

Al lado del residuo 3 se baja la eifra siguiente. 4 del divi—
dendo, y se dice: la 8." parte de 34 millares es 4: se escribe
el 4 bajo el divisor 4 la derecha del 95 se resta el producto 32
del dividendo parcial 34; y al lado del residuo2 se baja la ei-
fra 2 siguiente del dividendo. Se proeede con el nuevo divi=
dendo parcial 22 lo mismo que con los anteriores, vy se conti—
nian estas operaciones hasta haber bajado el 4, ultima; cifra
del dividendo. Asi se obtiene por cociente total 94283,

'

Prueba.

94283
8

154264 g

En la practica, siempre que el divisor consta de solo una
cifra yse abrevia la operacion del modo siguiente:

Sirva de tercer ejemplo dividir 45237324 por 6.

Despues de haber subrayado el 5 4
dividendo se dice: la 6.* parte de 45 49237324 | 6
es 7, que se escribe debajo del 45,y 7539554
el residuo 3 se reune de memoria al 6 prucha
2 siguiente, lo cual d4 32: la 6. par-  T}5937324 '
te de 32 es 5, que se escribe 4 la de- :
recha del 7, y quedan 2, que juntos al 3 siguiente del dividen-
do hacen 23: la 6." parte de 23 es 3, que se escribe 4 la dere-
cha.de las dos cifras anteriores, y el resto 5, junto con la cifra
siguiente 7, da 57: la 6.” parte de 57 es 9 y quedan 3, que jun-
tas con la siguiente cifra 3, hacen 33 : la 6.% parte de 33 son
5y quedan 3, que juntas con la cifra siguiente 2, hacen 32_:
la 6." parte de 32 son 5 y quedan 2, que juntas con el 4, 1il-
tima cifra , hacen 24, cuya 6.* parte es 4 exactamente.—Lue- .
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go el cociente pedido es 7539554. En efeeto, si se multiplica
este namero por 6, resulta el producto 45237324, que era el
dividendo. .

Del mismo modo, la 8. parte de. . 9725647 | 8
CEGEIL O pienhover b ey e VA 1215705... 7
y quedan 7 de residuo.
Prueba por la multiplicacion. 1215702
Advertencia. En este ejemplo, al 9725640
llegar a la cifra 7 de las centenas del ~

1
cociente no queda residgo, y como la

cifra siguiente 4 del dividendo es me- 9725647

nor que el divisor 8, resulta no haber decenas en el cociente:
se pone, pues, en su lugar un cero, y juntando luego el 4 con
el 7, se dice: la 8." parte de 47 son 5, y sobran 7; el 5 se es-
cribe 4 la derecha del cero, y el residuo se apunta algo mas se-

arado.

L 33. Vengamos al caso en que dividendo y divisor constan
de mas de una cifra.

Para descubrir el procedimiento, propongamonos multipli-
car los nimeros 594 y 437, hecho lo cual comprobaremos el
resultado por medio de la division.

De la multiplicacion resulta que el pro- 594
ducto 259578 se compone de los fres pro- 437
ductos parciales del multiplicando 594 por

. s 4158
las unidades, las decenas y las cenfenas del 1782
multiplicador  437. Luego reciprocamente, 9376

dados el producto 259578 y uno de los fac- = __
fores 594 para hallar el otro factor, que se- 259578

ra el cociente de la division del primero por i
el segundo,. es menester separar en el producto 259578 los
tres productos parciales que le componen. No parecerd ficil,
atendidas las reducciones que ha habido entre las cifras al su-
mar los productos. parciales; sin embargo, se consigue hacien-
do el siguiente razonamiento :

El producto parcial de 594 por las cenfenas del cociente no
pudo dar unidades inferiores 4 centenas, y por tanto se halla
necesarizmente comprendido en las 2595 centenas del dividen-
do. Esto supuesto digo, que si se halla el mayor nimero de
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veces que 594 estd contenido en 2595, ese :
niimero serd la cifra de centenas del cocien— 2099578 | 594

te total. =l 2376 1937
Por lo pronto, no puede ser dicho ni- 21978

mero mayor que la cifra buscada de cente- = 1782

nas, puesto que siendo su producto por 594 — 1758

menor que las 2595 centenas , el cociente 4158

total es al menos igual 4 tantas veces 100 ————

como unidades tiene dicha cifra. Ni tampo- 0000

co puede ser menor de lo que debe, es de—

cir, menor que la cifra huscada de centenas; puesto que si se'le
anade wna unidad , el producto de la nueva cifra por 594 da-
ria 4 lo menos 2596 centenas, 'y no podria por consiguiente
restarse del dividendo 259578; luego el nimero dicho debe
ser la cifra de las cenfenas del cociente.

Seémn esto, la dificultad de encontrar las centenas del ‘eo-
ciente*depende solo de averiguar.cudntas veces contiene 2595
4 594; 0 lo que es igual, de averiguar la cifra que multiplica—
da, por 594 reproduce el mayor producto contenido en 2595.
Podria desde luego obtenerse esa cifra restando sucesivamente
cuantas veces fuera posible 594 de 2595; pero se simplificara
la operacion observando, en virtud de la regla (n.° 19) de la
multiplicacion de un niimero de varias cifgas por otro de una
sola, que 25, con algunas unidades de diferencia procedentes de
las que se llevan, es el producto de la multiplicacion de la ci-
fra 5 del 594 por la cifra buscada. Pero si se divide 25 por 5,
resultan 5, ntimero mayor de lo que debe , porque al multipli-
car 594 por 5, el producto de 9 por 5 da 45 decenas, de don-
de llevaremos 4 centenas que anadir al producto de 5 por 5
25. Ensayemos, pues, el 4: el producto de 594 por 4 es 2376,
nimero menor que 2595, y que se eseribe debajo de este ulti-
mo: 4 es, pues, la verdadera cifra de las centenas del cocien—
te, y por eso se escribe debajo del divisor, como se ve en el
ejemplo. (Se ve tambien que 2376 es el tercer producto par-
cial que se obtuvo al multiplicar 594 por 437.)

Restando 2376 de 2595, v bajando al lado del residuo 219
las restantes cifras del dividendo, tenemos 21978, namero que
se compone de la suma de los dos productos parciales de 594
por las decenas y por las unidades del cociente. :

Para obtener las decenas haremos el mismo razonamiento
que antes. No pudiendo dar el producto de 594 por las decenas
ninguna unidad inferior & decenas, debe hallarse necesariamen-
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te en las 2197 decenas del nuevo dividendo; y si se encuentra
la cifra que espresa el mayor mimero de veces que 594 esta
contenido en 2197, esa cifra sera la de las decenas del cocien—
te. No podra resultar aquella mayor que esta, porque pudién—
dose restar de 2197, su producto por 594, el cociente es al
menos igual & tantas decenas como unidades tiene aquella cifra.
Ni tampoco es menor, porque si le anadiéramos una sola uni-
dad, el producto de la nueva cifra por 594 daria al menos 2198
decenas , y no podria ya restarse del dividendo 21978.

Veamos, pues, cudntas veces contiene 2197 4 594, 6 me-
jor, segun la observacion arriba hecha, cudntas veces contiene
21 4 5. Resulta desde luego que le contiene 4: pero en la mul-
tiplicacion de 594 por 4, el producto de 9 por 4 es 36, de
donde llevamos 3 centenas que anadir al producto de 4 por 5,
0 20: asi, pues, 4 es mayor de lo que debe ser. Ensayemos
el 3 : el producto de 594 por 3 es 1782, nimero menor que
2197 (y que se escribe debajo de este): asi, pues, 3 ed'la ci-
fra de las decenas del cociente , y se escribe debajo del divisor
al lado del 4. (El producto 1782 es el sequndo producto par-
cial obtenido al multiplicar 594 por 437.)

Restando 1782 de 2197, y bajando al lado del residuo 415
la cifra 1iltima 8 del dividendo, resulta 4158, nimero que re-
presenta el productg parcial de 594 por las unidades del co-
ciente. _

Averiguando finalmente cudntas veces contiene 4158 & 594,
0 mas bien, cudntas veces contiene 41 & 5, resulta 8; pero §
s mayor de lo que debe, como es ficil ver: ensayemos el 7:
el producto de 594 por 7 es justamente 4158, que restado del
ultimo dividendo, da cero de residuo: luego 7 es la cifra de
unidades del cociente, y 437 el cociente pedido.

En efecto, resulia evidentemente de las operaciones ante—
riores que hemos restado sueesivamente del dividendo 259578
los productos parciales de 594 por, 4 cenfenas, 3 decenas y T
unidades; y como concluidas las tres operaciones nada queda,
resulta que 259578 equivale al producto de 594 por 437.

34, Sean ahora dos wimeros cualesquiera 3844637 y
657, y propongdmonos dividir al primero por el sequndo.

La primera dificultad que presenta esta operacion eonsisie
en determinar el drden y mimero de las unidades superiores
del cociente. Desde luego es evidente que si tomando a la iz~
quierda del dividendo tantas eifras como tiene el divisor, es
deeir, tres, el conjunto de ellas contuviera al divisor, el co-
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ciente buscado tendria decenas de millar; pero como® asi no
sucede en este caso, el cociente & lo

p 7 3 . ) =
mas contiene millares : contiene 4 lo 3844637 ) 657

menos u#na unidad de millar, porque el 3285 5851
producto de 657 por 1000, 6 657000, 559637

es evidentemente menor que el dividen- 5256

do: asi, pues, estamos ciertos de que 7 37037

el cociente se compone de millares, 3985

cenlenas, decenas y unidades. —_—

Para hallar los millares, observemos 1(1,)2%7
que el producto de 637 por unidades i
de millar, no puede dar unidades infe— 530
riores & millares, se halla por tanto
comprendido en los 3844 millares del dividendo, y si se busca
la cifra que espresa el mayor nimero de veces que 657 estd
contenido en 3844 , este numero serd la cifra de unidades de
millar del cociente. Dicho nimero no resultara mayor de lo
que deba, porque siendo su producto por 657 menor que 3844
millares , puede restarse del dividendo, y asi el cociente es al
menos igual 4 tantas veces 1000 como unidades tiene el nime-
ro. Ni tampoco es menor, porque con solo aumentarle ung uni-
dad, su producto por 657 daria al menos 3845 miliares, y no
podria restarse del dividendo.

Averigiiemos, pues, cudntas veces contiene 3844 & 657, &
simplemente 38 4 6. Resulta 65 pero 6 es mayor de lo que debe,
porque en la multiplicacion de 657 por 6 el producto de 5 por
6 es 30, v llevamos 3 centenas que anadir al producto de 6 por
6 6 36. Ensayemos, pues, el 5: el producto de 657 por 5 es
3285 (que se escribe hajo 3844); y se coloca el 5 en el cocien-
te, espresando los millares del cociente total.

Restando 3285 de 3844, y hajando al lado del residuo
559 las demas cifras del dividendo, se obtiene 559637, nii—
mero que consta de los productos parciales de 657 por las cen-
tenas, decenas y unidades del cociente, y con el cual por lo
tanto “debe razonarse y operarse como con el dividendo pri-
milivo. ) '

Para obtener las Gentenas se'toman las 5596 centenas del
nuevo dividendo, y se averigua cudntas veces contiene 5596
657, 0 simplemente cuantas veces 55 conliene 4 6. Resulta 9;
pero 9 es evidentemente mayor de lo debido. Ensayemos el 8:
el producto de 657 por 8 es 5256, nimero menor que 5596-
fuego 8 es la cifra de centenas del cociente; eseribamos esta
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cifra al Tado de la otra hallada, y eseribamos el producto 5256
debajo de 5596 para restarle de este.

Efectuando esta nueva sustraccion y escribiendo al lado del
residuo 340 las otras dos cifras 37 del dividendo, resulta el ni—
mero 34037, que consta todavia de los productos parciales de
657 por las decenas y unidades del eociente.

Dividiendo 3403 por 657, 6 mas hien 34 por 6, resulta 5.
El producto de 657 por 5 es 3282, nimero menor que 3403;
asi, pues, 5 es la cifra de las decenas y se escribe 4 la derecha
de las dos anteriores , colocando el producto 3285 debajo de
3403 y efectuando esta nueva sustraccion. _

Escribiendo al lado del residuo 118 la ultima cifra 7 del di-
videndo, resulta el namero 1187, que contiene evidentemente
une ves al nimero 657: asi, pues, 1 es la cifra de unidades
del cociente, que se coloea & la derecha de las tres anteriores,
con lo eual resulta de cociente folal 5851.

Restando para terminar 657 de 1187, queda el residuo fi—
nal 530: lo cual significa que el dividendo se halla comprendi—
do entre el producto de 657 por 5851 y el de 657 por 5852.

Puede ademis comprobarse la operacion , multiplicando 657
E%r05851, 0 5851 por 657, y anadiendo al producto el residue
330.

Hé aqui ejecutada esa prueba :

5851
657
40957
29255
35106
530

38IA637

Advertencia.  Puede observarse que en el curso de la ope~
racion hasta bajar al lado de cada residuo la cifra siguiente del
dividendo, continuando de este modo hasta bajarlas todas.
35, La determinacion de' cada coeiehte parcial en la forma
indicada exige un tanteo mas 6 menos largo, y aun asf no siem—
pre hay completa seguridad de exaetitud hasta despues de ha—
ber restado del dividendo parcial el producto del divisor por la
cifra ensayada.

Hay, sin embargo, un medio de asegurarse de que es bue-
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na la cifra que se tantea antes de efectuar la resta consabida.
Consiste este medio en dividir.con el pensamiento el dividen—
do parcial por dicha cifra, procediendo como en el tercer
ejemplo del n.° 32, prolongando la operacion mieniras las
cifras del cociente de esta division menlal son iguales  las
correspondientes del divisor, y terminando al momento que
alguna de ellas resulte distinla. Sila cifra obtenida es en—
tonces mayor que la correspondiente del divisor, la cifra ensa-
yada es buena; pero si resulta menor, la cifra ensayada es ma-
yor de lo que debe: se le quita enfonces una unidad y se re-
pite la misma comprobacion.

Sirva de ejemplo dividir 137836 por 1583.

Siendo 13783 el primer dividendo par- :
cial , deberemos decir 13 entre 1, les toca 137836 | 1583
a 13; pero como el primer eociente parcial 12664 |78y
no puede pasar de 9, ensayaremos el 9: 11196
para esto decimos: la 9." parte de 13 es 1 11081
v-sobran 4; la 9.% parte de 47 es 5y so—.
bran 2; la 9.7 parte de 28 es 3, cifra menor que su correspon-
diente 8 del divisor: luego no cabe & 9, porque siendo 1583
mayor (ue la 9.% parte de 13783, no puede restarse de este 9
veces. Ensayemos, pues, el 8: la 8. parte de 13 es 1, y so-
bran 5; la 8.* parte de 57 es 7, cifra mayor que la correspon-
diente 5 del divisor; luego cabe 4 8; porque siendo 1583 me—
nor que la octava parte del dividendo parcial, 13783 podrd
restarse de este ocho veces.

Multiplicando 1583 por 8 y restando el producto 12664
del dividendo parcial 13783, queda el residuo 1119, y el se—
gundo dividendo parcial 11196. ,

Se dice en seguida: 11 entre 1 & 11; pero es evidente que
el segundo cociente no puede ser mayor que 8 & lo mas, %)r—
que el nuevo dividendo parcial es menor que el anterior. En-
sayemos, pues, el 8: la 8.% parte de 11 es 1 y sobran 3; la
8.2 parte de 31 es 3, cifra_menor que 5, su correspondiente
del divisor: luego no cabe 4 8, porque no podria restarse 8 ve-
ces el divisor del dividendo pareial. — Ensayemos el 7: la 7 *
parte de 11 es 1y sobran 4; la 7. parte de 41 es 5y sobran
6; la 7.% parte de 69 es 9, cifra mayor que 8, su correspon—
diente en el divisor propuesto: luego cabe & 7, porque siendo
mayor que 1583 la 7. parte de 11196, podra restarse de este
7 veces aquel.

Multiplicando 1583 por 7 y restando de 11196 el produc—
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to 11081, resulta el cociente total 87 y el residuo final 115,

Advertencia.  Cuando hay necesidad de prolongar el ensa—
Yo hasta la cifra de unidades de primer érden, se tiene la ven-
taja de tener hecha la sustraccion al mismo tiempo.

Asi, para dividir 12670 por 1583, despues de haber pro—
bado que no cabe 4 9, se ensaya el 8 y se dice: la 8.* parte
de 12 es 1 y sobran 4; la 8." parte de 46 son 5 y sobran 6;
la 8. parte de 67 es 8 y sobran 3; la 8.* parte de 30 es 3 y
sobran 6.

- Se averigua, pues, de un golpe que el cociente es 8 y que
el residuo es 6; es decir, que el dividendo contiene 8 veces al
divisor y que sobran 6 unidades.

36. Reera generar. Para dividic un nimero entero por-
otro, escribase el divisor  la derecha del dividendo, sepa—
randolos por una linea vertical y tirando otra horizontal de-
bajo del divisor.

Hecho esto, témense & la izquierda del dividendo tantas
ctfras como tiene el divisor, 6 usa mas si el conjunto de
aquellas es menor que el divisor: asi se obtiene un priver
DIVIDENDO PARCIAL, cuya primera cifra de la derecha espresa
el orden superior de unidades que ha de resultar en el cocien—
te. Busquese cudntas veces (n.° 35) contiene al divisor el pri-
mer dividendo parcial, y'se tendrd la primera eifra del co-
ciente, que se escribird debajo del divisor: se multiplica
este por dicha <cifra, y el producto se resta del dividendo
parcial. -

Al lado del residuo se baja la cifra siguiente del divi-
dendo , y se tendri el SEGUNDO DIVIDENDO PARCIAL. Se busca
como anfes cudntas veces contiene al divisor, y se tendrd la
sequnda cifra del cociente : escribase esta cifra al lado de la
anterior debajo del divisor, multipliquese este por ella, y
réstese el producto del sequndo dividendo paremf

Al lado del sequndo residuo se baja la siguiente cifra
del dividendo, y se tendra el TERCER DIVIDENDO PARCIAL, con
el cual se opera como con los anteriores.

De este modo se continiia hasta haber bajado la ultima
cifra del dividendo, cuidando siempre de escribir cada co-
ciente parcial & la derecha y junto a las precedentes, & fin
de dar 4 estos su verdadero valor. Si terminadas estas opera—
ciones nada resta, la division se llama ezaelo; y si queda un
residuo, se anade al producto del divisor por el cociente ha—
llado al tiempo de hacer la prueba.

.
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37. Cuando se tiene ya practica bastante en todas las par—
tes de este procedimiento, pueden abreviarse mucho las opera-
ciones parciales, efectuando & la vez las multiplicaciones y las
restas, como se verd en el ejemplo siguiente, uno de los mas
dificiles que podemos proponer.

Dividir 9639475 por 2789.

Tomo primero las cuatro primeras cifras de la izquierda del
dividendo, porque su conjunto contiene al divisor; y divido
9639 por 2789, 0 simplemente 9 por 2; parece que toca & 4,

oro es facil ver (n.° 35) que no, y ensayando el 3, resulta ser
¢l verdadero cociente , porque la 3.% parte de 9 es 3, cifra ma-
yor que la correspondiente del divisor.

Esto supuesto, en vez de multiplicar 2789 por 3 y eseribir
el producto bajo 9639, para hacer la res- .
ta opero como sigue: digo 3 por 9son27; 9639475 | 2789
vesto 27 de 9, ultima cifra del dividendo 12724 "|\"3456
parcial 9636, y como no se puede, su— 15687
pongo el 9 aumentado en 2 decenas, res- 17425
resto 27 de 29, y me restan 2, que escri- 691
bo dehajo del 9. Observemos ahora que
las 2 decenas se suponen quitadas al 3, que asi queda reducido
4 1; pero evidentemente se obtiene el mismo efecto Sn." 14) con
mas comodidad, llevando las 2 decenas, anadiéndolas al pro-
ducto del cociente 3 por las decenas del divisor, y restando el
-~ resultado de todas las decenas del dividendo 9639.

Sigo, pues, diciendo: 3 por 8 son 24 y 2 que llevo son 26;
de 26 & 3 no puede ser; tomo, 3 centenas de la cifra inmediata
del dividendo; y el 3 se convierte en 33; resto 26 de 33 y me
quedan 7, que eseribo hajo el 3 del dividendo, llevando las 3
centenas.

3 por 7 son 21, y 3 que llevo son 24, que no puede res—
tarse de 6, pero si de 26, quedando 2, que eseribo debajo del
6 del dividendo, y llevando 2 millares.

Finalmente, 3 por 2 son 6,y 2 que llevo son 8, (que res—
tado de 9, da 1 de residuo, el cual se eseribe debajo del 9,
quedando asi terminada la operacion parcial,

Quedan, pues, 1272 al lado de este namero bajo la si—
guiente cifra del dividendo, y tengo el sequndo dividendo par-
cial 12724, con el cual opero de la misma manera.

12724 entre 2789, 6 12 entre 2, parece tocarles & 6; pero
hecho el ensayo no les toca 4 6, ni aun a 5 (n.° 33); pero si
les toca 4 4 : eseribo 4 en el cociente & la devecha del 3, y digo

L
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A por 9 son 36; de 36 4 4 no puede restarse, pero si puede de
44,y quedan 8, que escribo debajo del 4, levando 4. _

4 por 8 son 32y 4 que llevo son 36, que no puede restar :
se de 2, pero si de 42, quedando 6, que eseribo debajo del 2,
y llevo otra vez 4. )

4 por 7 son 28 y 4 que llevo son 32; de 32 & 37 van 5,
que escribo bajo el 7, y llevo 3.

Finalmente, 4 por 2 son 8, v 3 que lHevo son 11; de 11 &
12 va 1, que eseribo debajo del 2.

El residuo de esta segunda operacion es 1568, & cuyo lado
bajo la siguiente cifra del dividendo, obteniendo el tercer divi-
dendo parcial 15687, con el cual procedo como eon los dos
anteriores ; v asi continto hasta obtener el cociente 3456 , con
un residuo de 691. ,

Al lado ponemos otro ejemplo. . 200658969 | 39837

: 147396 | 5037 7
278859
- 00

38.  Observacion primera sobve la division.—El wltimo
ejemplo d4 lugar & una observacion importante.

Despues de haber hallado el 5, primera cifra del cociente,
y el primer residuo 1473, se haja al lado de este la cifra sj=
guiente del dividendo, resultando et segundo dividendo parcial
14739. Pero este dividendo parcial no contiene al divisor, lue-
2o el cociente total carece de centenas, porque si al menos hu-
biera una, su producto por 39837 deberia restarse de 14739,
lo cual es imposible. Pero para conservar 4 la cifra 5 del co—
ciente el valor correspondiente, se escribe un cero en el lugar
de las cenlenas, y bajando en seguida al lado de 14739 la si-
guiente cifra 6 del dividendo, se contintia la operacion, obte-
niendo sucesivamente las cifras de decenas y unidades.

En general, siempre que al bajar al lado del residuo Ia ci-
fra siguiente del dividendo se obtiene un mimero menor que el
divisor, es seiial de que el cociente carece de unidades del ér—
den de la cifra hajada; enfonces se pone cero en el cociente para
ocupar el lugar vacio y dar 4 las cifras significativas preceden-
tes su valor relativo; se baja despues otra cifra al lado del
dividendo parcial, y se prosigue la operacion.

39.  Observacion sequnda.— Cuando se ha hecho bien una
operacion parcial , es decir, cuando se ha delerminado exac—
tamente la cifra del cocienl.g relativa & aquel dividendo pareial,
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en la operacion siguiente no pueden resultar mas de 9 en el co-
ciente, porque suponer que pudieran resultar 10 6 mas, seria
suponer que 4 la cifra precedente la faltaba al menos una unidad.

Hay ademas otra sefial para conocer si se ha deferminado
bien una cifra del cociente, y es obtener un restduo menor que
ol divisor al efectuar la resta correspondiente: si el residuo fue-
ra igual al divisor 6 mayor, deberian afiadirse una 0 mas unida-
des 4 la cifra del cqciente.

40. Como en las tres primeras operaciones de Aritmética

s¢ empiezan siempre los caleulos por: la derecha, es natural
preguntar por que en la division se empiezan al contrario por
la izquierdy. Para responder 4 esla pregunta es necesario ob—
servar que siendo el dividendo la suma de los productos parcia-
les del divisor por las unidades, las decenas, las cenfenas, elc.,
del cociente, se confunden unos con otros todos esos productos
parciales , y no es posible al pronto poner en evidencia el pro—
* dueto del divisor por las unidades, 6 por las decenas, ete., mien-
tras por el procedimiento seguido se determina al momento en
qué parte del dividendo se halla el producto del divisor por las
unidpades superiores.

(Podria, sin embargo, empezarse la operacion por la dere—
cha, efectuandola por medio de restas sucesivas, como se indi-
¢6 en el n.° 30.) (*)

41, Espondremos ahora algunos usos de la multiplicacion y
de la division.
Priver PROBLEMA. Se quiere saber el precio de 2564

melros de cierla obra, suponiendo que cuesta el metro AT
reales.

(*) Amadiremos ademas la observacion siguiente : 9
~ Por poco que se examine el procedimiento general de la divi-
sion v los ejemplos empleados para esplicarle, se deducira facil-
mente une:»“gualesqu-iem que sean dividendo y divisor, el NU-
MERO TOTAL de cifras del cociente es igual al mimero mas UNo de
cifras del dividendo que quedan ¢ la derechw del primer dividen-
do parcial : porque e{ primer dividendo parcial da una cifra en el
cociente y ofra cada una de las que se van bajando del dividendo.
_ En otras palabras: el mimero total de cifras del cociente es
igual @ la diFerencia entre el mimero de cifras del dividendo y el
el divisor, 6 bien , iqual ¢ dicha diferencie mas UNO, segull que
el primer dividendo parcial tiene wna cifra mas o el mismo: nii-
mero de ellas que el divisor.
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Supuesto que cada metro cuesta 47 reales, repitiendo este
valor 2564 veces, se tendra claramente el valor de los 2564
metros. Asi, pues, hasta efectuar el producto de 47 por 2564,
6 mejor (n.° 25) de 2564 por 47, para oblener el nimero de
reales que se pide. 4

El producto es 120508 ;
luego los 2564 cuestan 120508 reales.
Skcunpo propLEMA.  Costando 39 reales el metro de cier-

ta obra, ;eudntos podran hacerse con 8395 reales?

Es claro que cuantas veces esté el 39 contenido en 8395,
otros tantos metros podrén construirse : bastard, pues, dividir
8395 por 39, y el cociente serd el nimero pedido de metros.

8395 | 39

\59 91 4 metros 10
205 o K FEre
e [T

Como se obtiene, ademés del cociente 215, un residuo 10,
debemos esplicar el uso que de él se hace.

Observemos para esto que si el dividendo tuviera 10 reales
menos, seria el producto exacto de 39 por 215, y el nimero
de metros pedido seria exactamente 215; pero como ademds
hay 10 reales, se trata de determinar qué parte 6 fraccion de
metro podria construirse con los 10 reales.

Con un real se construiria evidentemente una 39." parte de

it
metro 0 39 de metro, puesto que se hace un metro con 39 rea-
les; luego con 10 reales debe construirse 10 veces una 39.° par-

i B 10
te 0 39 de metro, es decir, diez 39.° partes de metro ¢ 39 de

: ’ 2 0
metro (véase el n.° 8): luego 215 metros, mas g de metro

*

forman el resultado pedido.

Tal es en general el uso que debe hacerse del residuo de
una division, cuando al tiempo de efectnarla, se trata de re—
solver una cuestion relativa a niimeros concretos.

Se concibe la unidad del cociente (cuya naturaleza se de—
termina siempre por el enunciado del problema) dividida en
tantas partes iquales como unidades tiene el divisor; se toma
una de estas partes tantas veces como unidades tiene el re—
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siduo, y la fraccion resultante se junta al cociente enfero ob—
tenido. :

Trrcer PROBLEMA.  Con 21478 reales se han comprado
895 varas de cierta tela: se desea saber el precio de la vara.
Si se conociera el precio de la vara, y le repitiéramos 895
veces, obtendriamos los 21478 reales: luego, no conociéndole,
bastara para obtenerle el dividir 21478 por 895.

21478 | 895
38 |~ e 893
C R
893 -

(Como el dividendo, & mas del producto de 895 por 23, con-
tiene todavia 893 reales, resulta que el precio de la vara es
93 peales, mas una fraceion que se trata de determinar.

: : 1
Para conseguirlo observemos que 305 repetido 895 veces

produce 13 y go= repetido 895 veces reproducira 893 ; luego
893 o
23 mas 595 S un numero que multiplicado por 895 repro-

duce 21478 luego el precio pedido es 23 reales mas —2-3% de
real.
Este resultado es conforme 4 la regla deducida del ejemplo
precedente,
Cuarto proLEMA. Supongamos que hay que repartir
por partes iquales 1348708 reales entre 498 personas: /a
como les tocard & cada una?

1348708 | 498

3527 2768 reales 124
4108 e
{00 e i AR

Siendo 2708 el cociente de esta division y 124 el residuo,
Puede inferirse que si la suma repartible disminuyera en 124 rea-
les, cada persona recibiria 2708 reales. Pero como hay 124 rea-
les mas, resulta que cada persona debe recibir 2708 reales, mas
una parte de los 124. Para formarnos idea exacta de esa parte
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deficiente,, se puede considerar primero el mimero 124 como
UN T0b0 que ha-de dividirse en 498 partes iguales , siendo
una de edas la fraccion que ha de completar el cociente ; pero
es mas facil (n.° 8) coneebir la unidad, que aqui es el real,
dividida en 498 partes igquales llamadas 498.% partes, y to—

. 124
mar de ellas 124, resultando de este modo ser 493 la frac—
cion que ha de anadirse al cociente entero.

42.  Advertencia. FEste ejemplo nos sugiere una idea que
usaremos mucho en adelante, y es que dividir el nimero 124
en 498 partes iguales, equivale a tomar 124 veces la 498." par-
te de una unidad. En efecto, si en vez de 124 hubiéramos solo
1987 P
como el numero 124 es 124 veces mayor, bien se ve que el re-

de dividir 1 en 498 partes iguales, cada parte seria

1
sultado serd 124 veces mayor, ¢ igual & 124 veces 798 0 bien

<

A2
finalmente & 198

Del mismo modo, dividir 15 en 28 partes iguales, equiva-
le & tomar 15 veces la 28.° parte de la unidad. Porque si solo
hubiéramos de dividir 1 en 28 partes iguales, seria cada parte

- 1 2
igual & ggs pero como hay que repartir 15, es decir, un ni-

mero 15 veces mayor, el resultado ha de ser 15 veces mayor

! Bi 1 15
que 5z, 0 bien igual & 15 veces 55, 6 4 5.

. En general, dividir un mimero en tantas partes iguales
como unidades liene otro, equivale d dividir la unidad en
tantas partes iguales como unidades tiene el sequndo, y ¢ -

fomar wna de estas partes tantas veces eomo unmidades tiene
el primero.

Otros principios sobre la mulliplicacion y la division.

43.  De las proposiciones demostradas en los n.o 25.... 28,
se deducen algunas consecuencias que es conveniente esponer
por ser muy usadas en Aritmética.

Observemos ante todo que en virtud de las definiciones de
la multiplicacion y division de ntimeros enteros, se hace un ni-
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mero enlero tantas veces mayor ¢ tantas veces menor como
unidades tiene otro, multiplicando 6 dividiendo el primero
por. el sequndo. %

Asi, cuando se multiplica 24 por 6, el producto resultante
144 es 6 veces mayor que 24, porque procede de la suma de
6 numeros iguales & 24. Asi tambien, si se divide 24 por 6, el
cociente 4 es 6 veces menor que 24, porque aquel cociente 6
veces repetido reproduce el 24,

Esto supuesto, digo que si en una multiplicacion se hace el
multiplicando 6 el multiplicador cierto mimero de veces ma-
yor ¢ menor, el produclo, en virtud de tal variacion, se hace
el mismo mikmero de veces mayor 6 menor. ;

Sirva de ejemplo multiplicar 47 por 6, y supongamos que
en vez de efectuar esta operacion propuesta, se multiplica 47
por 24, que es 4 veces mayor que 6: como en virtud de lo dide
cho en el n.° 26, multiplicar 47 por 24 equivale & multiplicar
47 por 6 y el producto obtenido por 4, resulta que el produc-
i0 de 47 por 24 es igual & 4 veces cl producto de 47 por 6, 6
d 4 veces mayor que el producto de 47 por 6.

Reciprocamente, siendo el producto de 47 por 6 (que es la
cuarta parte de 24) 4 veces menor que el producto de 47 por
24, se mfiere que si se hace el multiplicador 4 veces menor, 6
se divide por 4, el producto, & consecuencia de este cambio,
se hace 4 veces menor.

En otro lugar hemos visto {n.° 25) ademas que en una mul-
tiplicacion de dos factores puede invertirse el érden de estos:
luego loacabado de decir respecto del multiplicador puede tam-
bien aplicarse al multiplicando; luego, ete....

De esto se infiere que no se altera el valor de un produc—
fo haciendo el multiplicando cierto mimero de veces mayor,
st se hace a la vez al multiplicador el mismo nimero de ve—
ces menor; es decir, multiplicando el primer fagtor por un
ntimero y dividiendo el sequndo por el mismo numero: por—
que en virtud de lo dicho hay una compensacion evidente des—
truyendo la segunda operacion el efecto de Ja primera.

En esta vltima consecuencia se funda un medio empleado
algunas veces para comprobar la mulliplicacion. '

Multipliquemos, por ejemplo, 34T por 72. Multiplicar
347 por 72 equivale & multiplicar 2 veces 347 o 694 por la
mitad de 72 6 36. Asi, despues de haber multiplicado 347 por
72, puede multiplicarse 694 por 36; y si estan bien hechas las
operaciones debe resultar el mismo namero. ;

o ; A
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Ahora, puesto que en la division es el dividendo un pro-
dueto euyos factores son el divisor y ¢l cociente, resulla que si
se hace el dividendo cierto mimero de veces mayor o menor,
es decir, si se multiplica 6 se divide por cualquier mimero
entero, el cociente, en virtud de este cambio, queda multi-
plicado o dividido por el mismo mimero.

En efecto, como despues del cambio el cociente multiplica-
do por el divisor debe reproducir un dividendo cierto numero
de veces mayor 6 menor que ¢l primero, es indispensable que
permaneciendo el mismo divisor, sea el cociente ese numero de
veces mayor ¢ menor.

Por el contrario, si subsistiendo el dividendo mismo se hace
el divisor cierto mimero de veces mayor 6 menor, se harda el
cociente el mismo mimero de veces menor 6 mayor; porque

es el unico medio de que al multiplicar resulte ¢l mismo pro-=
ducto, 0 sea el dividendo.

Luego, multiplicando ¢ dividiendo el dividendo y el di-
visor por un mismo numero no se altera el cocienle; porque
si en virtud de la alteracion del dividendo debia resultar el co-
ciente multiplicado 6 dividido por aquel mimero, la alteracion
del divisor viene & destruir el efecto, haciendo el cociente el
mismo nimero de yeces menor 0 mayor, quedando asi ambas
alteraciones compensadas.
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GAPITULO- 1.

e

De los quebrados o fracciones.

44. Se vio en los numeros 1 y 8 lo que es un quebrado, y
qué idea debemos formarnos de ¢l. —En un quebrado se dis—
tinguen siempre dos términos , denominador y numerador. Fl
denominador indica en cudntas partes iguales estd dividida
la unidad , y el numerador cuantas de esgs partes se loman.:
¢l conjunto de las partes que se toman constituye el quebrado.

Asi pues, en el quebrado 3 que se enuncia fres cuartos,

4 es el denominador, ¢ indica que la unidad esta dividida en 4
partes iguales; y 3 es el numerador , € indica que se han to—

| L
mado tres de esas partes. Asi tambien, Tg» (ue se enuncia on-

¢e dozavos, espresa once partes de doce en ‘que se supone di-
vidida la unidad.

Se ha visto tambien (n.° 42) que un quebrado como g
equivale 4 15.° parte del fodo espresado por 13; es decir, que
un quebrado puede tambien considerarse como el cociente de
su numerador dividido por su denominador ; de modo que
trece veces la décima—quinta parte de la wnidad , o trece di-
vidido por quince, son espresiones idénticas.

45. De la definicion que acabamos de dar del numerador y
denominador, se deducen evidentemente las consecuencias si—
guientes

1.° 87, sin alterar el denominador de un quebrado, se
multiplicaso divide su mimerador por un wiimero entero cual-
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quiera, el nuevo quebrado sera ese mismo qumero de veces
mayor 6 menor que el propuesto.

En efecto, cuando se multiplica el numerador por 2, 3, 4,...
se toman 2, 3, 4,.... veces mas partes, y como esltas son de la
misma magnitud, resulta el nuevo quebrado 2, 3, 4,.... veces

12 18
mayor. Sea la fraceion 55 ¢ elaro que los quebrados 55 o5
24 ;
g5 »-+-+ Son 2, 3, 4,.... veces mayores que el primero.

Al contrario, dividiendo el numerador por 2, 3, 4,.... se to- |
! 3

man 2, 3, 4,.... veces menos partes; luego, elc.... Asi, 55
2 : :
o5 5e-.. Son quebrados respectivamente 2, 3,.... veces meno—
25 (g

6
res que el propuesto 55

2.° 87, sin alterar el numerador, se multiplica ¢ divide
el denominador por un mimero entero cualquiera, queda el
quebrado dividido 6 multiplicado por el mismo wimero.

En efecto, cuando se multiplica el denominador por 2, 3,
4,.... se indica que la unidad estd dividida en 2, 3, 4,.... ve-
ces mas partes, las cuales por consiguiente seran 2, 3, 4,....
veces mas pequenas; y como se toman las mismas , el quebra—
do valdra 2, 3, 4,.... veces menos.

Al contrario, si se divide el denominador por 2, 3, 4,...
la unidad queda dividida en 2, 3, 4,.... veces menos partes
iguales, que por lo tanto seran 2, 3, 4,.... veces mayores; y
como se toman las mismas , el quebrado resultante dehe ser 2,
3, 4,.... veces mayor que el propuesto.

3.°  El valor de un quebrado no se altera multiplicando
6 dividiendo sus dos términos por un mismo mimero.

En efecto, resulta de los dos primeros principios que el
efecto de la alteracion del denominador queda destruido por
el efecto de la alteracion del numerador, habiendo compensa—
cion de este modo.,

9:12-15
8212’ 167 25"

: 3 3
equivalentes al quebrado — , porque resultan de la multiplica—

Por ejemplo, los quebrados son todos

cion de los dos términos de este, por 2, 3, 4, 5,..w Asi, tam-
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5] 5

DRSS 12
bien el quebrado 3% es igual & cada uno de los quebrados T
250 .... porque resultan estos dividiendo por 2, 3, 4 ,....
12 3 9 ;] p q . l ? )

los dos términos de aquel.

Estas proposiciones son analogas 4 los principios estableci—
dos en el n.° 43 sobre la division de numeros enteros, y por
consiguiente, deben considerarse como aplicacion de los mis—
mos a los quebrados.

46. Como continuamente se estd aplicando la tercera pro-
posicion, creemos oportuno demostrarla directa ¢ independien—
temente de las dos primeras.

5
Tomemos, por ejemplo, el quebrado 3> ¥ multipliquemos

: 15 ;
por 3 sus dos términos 5 y 8; tendremos YRR digo que este

quebrado es equivalente al propuesto.

En efecto, teniendo antes la unidad dividida en ocho par—
tes iguales, dividamos ahora cada octava parte en lres partes
iguales, y tendremos la vnidad dividida en veinfe y cuaftro
partes iguales. Cada octava parte vale por tanto fres veinfi—
cuatro-avos, y cinco octavas partes valdran quince veinlicua-

5 15
tro-avos, de modo que los quebrados sV 91 valen exactamen-
te lo mismo.

11
De la misma manera se demostraria que los quebrados oY

55 e
8o SOn iguales, porque el segundo resulta multiplicando por 5

los dos términos del primero.

-

15
Como reciprocamente se pasa del quebrado o al quebrado

5 i
3 tomando la tercera parte de cada uno de los términos de

‘ )
aquel , y tomando la guinfa parte de los términos de 60 ¢

-

. 11 _ el
obtiene el quebrado — , puede concluirse que un quebrado no

l 2 2
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muda de valor multiplicando ¢ dividiendo sus dos términos
por un mismo mimero.

Pasamos ahora 4 las diversas operaciones que pueden eje—
cutarse con los quebrados, al resolver cuestiones cuyos datos
sean quebrados ¢ fraccionarios. Pero antes de esponer las cua—
tro operaciones fundamentales, debemos ensefiar dos frans for-
maciones de uso muy frecuente, particulares y propias del cal-
culo de quebrados.

Reduccion de los quebrados ¢ wn comun denominador.

47. Fl objeto de esta transformacion es reducir ¢ una mis-
ma especie 6 @ un mismo denominador, dos 6 mas quebra-
dos propuestos con denominadores diferentes. A esto condu—
ce de un modo muy sencillo el principio ya esplicado de que
un quebrado no muda de valor aunque se multipliquen sus dos

términos por un mismo nimero.
™ =

3
Svrvan de ejemplo los queb:‘adosl ¥ % que tratamos de

reducir a un comun denominador.

Si multiplicamos los dos términos 3 y 4 del primero por 7
denominador del segundo, y los dos términos 5 y 7 del segun-—
do por 4 denominador del primero, los quebrados propuestos
21 20
28 ¥ 98°

Estos quebrados tienen el mismo valor que los propuestos,
segun el principio del n.” 46; y ademds tienen iguales los de—
nominadores, porque cada ano de ellos es el producto de Ios
dos denominadores primitivos 4 y 7. :

Sea ahora reducir & un comun denominador los quebra-

45 6
sy

Multipliquense los dos términos 4 y 7 del primero por 88,
producto de los denominadores del segundo y tercero: despues.
multipliquense los dos términos 5 y 8 del segundo por 77; pro-
ducto de los denominadores del primero y tercero; y finalmen-
te, los dos términos 6 y 11 del tercero por 56, producto de
los denominadores del primero 'y segundo: con esto se obten—
352 385 336
616" 616’ 616"

se convierten respectivamente en

d

dran los nuevos quebrados
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Estos quebrados tienen el mismo valor que los primitivos,
y sus denominadores son iguales, porque cada uno de ellos es
el producto de. los tres ‘denominadores 7, 8 y 11, con sola la
diferencia de haberse multiplicado en diferente orden. ( Véanse
los 0. 25 y 28). - :

ReeraA GENERAL. Para reducir un nimero cualquiera de

quebrados G un comun denominador, multipliquense sucesi-
vamente los dos lérminos de cada uno por el producto efec—
tuado de los denominadores de los demas.

Heé aqui el modo de aplicar en la practica la regla:

TotAQ 230929
8112137257 13
Para mayor sencillez se dispone la operacion del modo si—
guienie: :

Sean los cinco quebrados

3 7 10 23 29
Bawi e T 157 50 TR
153725, 111800, = 94600, 49192, 28600,

461175 782600 946000 1131416 829400
1220800 ° 12298007 1229800 1229800° 1229800

Despues de haber formado el producto de los cinco denomi-
nadores 8, 11, 13, 25 y 43, que dan 1229800, por denomi—
nagor comun de los quebrados transformados, se divide dicho
producto sucesivamente por cada uno de los denominadores par-
ticulares; y se obtienen los cinco cocientes 153725, 111800,
94600 , 49192, 28600, que respectivamente se colocan deba-
jo de los cinco quebrados propuestos: se multiplica despues el
numerador de cada fraccion por el cocienie que le corresponde,
obteniéndose de este modo los numeradores de los nuevos que-
brados, y quedando reducidos & un comun denominador.

Es facil de comprender la razon de este procedimiento; pues
siendo el mimero 1229800, el producto de los cinco denomi—
nadores, el cociente 153725 de su division por 8 espresa nece-
sariamente el producto de los otros cuatro denominadores 11_,
13, 25 y 43. Asi tambien, siendo 111800 el cociente de la di-
vision de 1229800 por el segundo denominador 11, equivale
al producto de los otros cuatro denominadores 8, 13, 25y A3:
lo mismo podria decirse respecto de los demas cocientes. Este
medio ademas es sin contradiceion mas espedito que si para ca-
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da quebrado se efectudra el producto de los denominadores de
los otros cuatro. Pero en realidad no es ventajoso sino cuande
hay que reducir 4 un comun denominador mas de tres que—
brados. ;

48. Hay un caso en que puede hacerse muy sencillamente
la reduccion 4 un mismo denominador; y es cuando el mayor
de los denominadores puede dividirse exactamente por cada
wno de los otros.

Sirvan de ejemplo los quebrados

2 B T 23
SRR B e 12367
19BN gL R e, »roqn:

2 27 30 a1 23
862 3658 86 367 36,

Es facil ver que 36 puede dividirse exactamente por ios
otros cuatro denominadores 3, 4, 6 y 12. Se electiarn, pues,
esas divisiones sucesivamente, y se escriben los cocientes 12,
9, 6y 3 debajo de los euatre primeros quebrados, v despues
se multiplica el mumerador de cada uno por el cociente que le

corresponde , dejando intacto el quebrado 367 ¥ quedando asi

reducidos todos al comun denominador 36. »

A veees, sin que el mayor denominador sea divisible exac—
tamente por todos los demas, se advierte que puede serlo su
producto per 2, 3, A,....; en euyo caso tambien hay simpli—
ficacion.

Sean los nuevos quebrados

§laTus b adiitn s
L SR L TR OTT T
18, 9,. 67 4’, 3’ 2,
9% 763,66 - 52 Bf 50
12T TR R T ot

El denominador 36 es divisible separadamente por 4, 12 y
18, y no lo es por 8 ni por 24: pero duplicandole, se obtiene
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72, numero evidentemente divisible por esos dos denomina—
dores.

Esto supuesto, se forman los cocientes de la division de 72

. por cada denominador, y se van colocando debajo de los* que—
brados respectivos: se multiplica luego el numerador de cada
uno por el cocienle que le corresponde, y todos resultan con
el comun denominador 72,

Estas simplificaciones exigen cierto habito; pero mas ade-
lante (cap. 5.°) daremos el medio general de reducir un mime-
ro cualquiera de quebrados al mas simple denominador co—-
mun posible.

Hg aqui algunas aplicaciones de la transformacion prece—
dente : :

49. Privera cuestion. Se desea saber cudl es el ma—

yor de los dos quebrados % Y 119

Al pronto parece dificil responder, pues si por un lado esta
la unidad dividida en mas partes en el segundo quebrado, por
otro toman en este mas partes su numerador 7, que en el pri-
mero su numerador 3. Desaparece la dificultad reduciéndolos a
un comun denominador, pues es evidente que de dos guebra—
dos que tienen igual denominador es mayor el que tiene ma-
gyor numerador.

: 36 35 3
Hecha i_a reduceion, resulta 50 Y 60" luego el quebrado 5
1
es el mayor y escede al otro inicamente en —. .

60
Del mismo_modo se conoceria que de los tres quebrados
Lfhl B 6 O
7> 11 T3 ¢ ¢ mayor 75 y el menor o5, porque reducidos a

? g 572 546 616
un comun denominador, se convierten en 1001’ 1001°/1001°

Tambien podrian reducirse los quebrados al mism¢ nume-—
rador (lo cual se haria, multiplicando los dos términos de
cada uno por el producto de-los numeradores de los demas);
y entonces seria mayor el quebrado que tuviera menor denomi-
nador, porque tomandose el mismo nimero de partes, eran es-
tas mas grandes. Pero el primer medio tiene la ventaja de dar
4 conocer al mismo tiempo las diferencias que existen entre ca-
da dos quebrados. :
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SEGUNDA CUESTION.  J Qué alteracion sufre un quebrado,
e . . r r I3 o (9
aiiadiendo un mismo nimero & los dos términos?

7t :
Sirva de ejemplo el quebrado 15’ 4 cuyos dos términos se
13
aiaden 6, resultando s

7 13
Reduciendo ambos quebrados TRAT) 4 un comun deno—

126

916" ¥ el segundo en

minador, se convierte el primero en

156 .
516 luego el quebrado propuesto ha aumentado su valor; y
? : g
el esceso esta espresado por la diferencia 16
Para darnos cuenta de este fiecho sin cdleulo alguno, obser-

vemos que siendo la unidad igual & o’ el esceso de la unidad
4

7 , o 2
sobre 1o oStd espresado por 157 ¥ PoT igual razon el esceso de

: 13 5
la unidad sobre 18 esta espresado por g Los numeradores de

estas dos diferencias son iguales; y asi debia ser, porque habién-
dose formado 18 y 13 por la adicion de 6 a los términos 12 ¥
7, ha'de haber la misma diferencia entre los dos primeros que

! Ly :
entre los dos segundos. Pero la diferencia TS neeesariamen-

: o) - :
te menor que la diferencia -, porque el primer denominador

-

es mas grande, siendo los numeradores iguales; luego el que-

e

Ly : 7
brado is difiere menos de la unidad que el quebrado 7 s

por consiguiente el primero mayor que el segundo.
Se concibe ademés que cuanto mayor sea el nimero anadi-
: Sk 7 ;
do & los dos términos del quebrado 1oy lalo menor se 4 la
diferencia entre la unidad y el quebrado resultante, pues sien—
do siempre 5 el numerador de la diferencia, va creciendo ¢l
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denominador ; por consiguiente, cuanto mayor sea el namero
aiadido 4 los dos términos de un quebrado, tanto mayor serd
¢l nuevo quebrado.

Pudiendo evidentemente aplicarse este mismo razonamiento
4 cualquier otro quebrado, puede concluirse que si ¢ los dos
términos de un quebrado se aiiade un mismo mimero, el que-
brado resultante es mayor que el propuesto, y es tanto ma—
yor cuanto mayor es el nimero anadido.

Por razon inversa, un quebrado disminuye de valor cuan-
do se quita un mismo nimero a sus dos términos.

Hemos ereido oportuno detenernos en pormenores sobre es-
ta proposicion, & fin de impediv que los principiantes confun—
dan esta circunstancia con el caso en que se mulliplican ¢ di-
viden por un mismo nimero los dos términos de un quebra-
do. En este caso no se altera (n.” 46) el valor del quebrado,
mientras que anadiendo 6 quitando un mismo numero , aumen-
ta 6 disminuye el quebrado.

Reduccion de un quebrado & menores términos.

50. Con freeuencia resultan del cileulo de los quebrados
algunos euyos términos son bastante grzfndcs, y cuanto mayo—
res son el numerador y el denominador, tanto mas trabajo cues-
ta formarse idea clara del valor del quebrado.

12
Por ejemplo, el quebrado E indica que debe dividirse la

unidad en 15 partes iguales, tomando 12 de ellas. Pero siendo
12 y 15 divisibles por 3, si estas divisiones se efectiian, resulta

i
5> quebrado (n.” 46) equivalente al propuesto; y entonces ya

para formarse idea del quebrado basta concebir la unidad divi—
dida en 5 partes y tomar 4 de ellas; lo cual es mucho mas sen-
cillo.
Luego cuando son de cierta magnitud los términos de una
fraccion, es ttil reducirla 4 otra cuyos términos scan menores.
El primer medio que se ocurre es dividir los dos términos
Jpor los mimeros 2, 3, 4,.... mientras sea posible.

Sea, por ejemplo, el quebrado el que se quiere ve-

144
ducir d términos menores.
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Es facil ver que ambos términos son divisibles por 2: efee-

5
tuando las divisiones, se obtiene por primer resultado -

9

Aun son divisibles por 2 los términos de este nuevo que-

- 7
brado; y da por segundo resultado 36"
C

Ensayando ahora la division por 3, sc halla 75, cuyos

. 3
términos aun son divisibles por 3, y dan finalmente 70 due es

el valor del quebrado % reducido & su menor espresion.

Este método es facil y comodo, pero no puede ahora gene-
ralizarse.

Hay otro medio de reducir un quebrado @ su espresion
mas senctlla, y consiste en determinar directamente el mayor
numero que & la vez divide 4 sus dos términos, 0 en otras pa-
labras, su maximo comun divisor.

51.  Empecemos por establecer algunas nociones, prelimi—
nares.

Un nimero se llama mailtiplo de otro, cuando contiene &
este un numero entero de veces; es decir, cuando el primer ni-
mero es exaclamente divisible por el segundo.

Reciprocamente, el segundo numero se llama sub-mailtiplo
0 parie alicuota 6 divisor del primero.

Asi, 24 es multiplo de 6, porque 4 veces 6 son 24; reci-
procamente 4y 6 son divisores 0 sub-milliplos 6 partes ali-
cuotas de 24. Asi, tambien 60 es multiplo de 12, porque 5
veces 12 son 60; y reciprocamente 12 y 5 son divisores o sub-
multiplos de 60.

Se llama nimero primo el que no es divisible sino por si
mismo y por la unidad (que es divisor de todo nimero). Asi,
2,3, 5,7, 11, 13,...., son nimeros primos; y no lo son 4,
6, 8,9, 12,.... que admiten los divisores 2 ¢ 3, 6 ambos.

Dos numeros se llaman primos enfre si cuando no tienen
divisor alguno comun (fuera de la unidad); asi, £y 9, 7 y 12,
12y 25 son primos entre si; 8 y 12 no son primos entre si,
porque & la vez son divisibles por 2 ¢ por 4.

Primer priNcieto.  Todo miimero que divide exactamente.
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@ otro, divide exactamente & todo multiplo de este sequndo
nimero.

Por ejemplo, siendo 24 divisible por 8, y dando 3 de co-
ciente, 5 veees 24 60 120 dividido por 8, deberd dar (n.° 43)
5 veces 3 0 15 de cociente. Asi tambien, siendo 60 divisible
por 12,y dando de cociente 5, 7 veces 60 6 420, dividido por
12 debe dar de cociente 7 veces 5 0 35. ;

SEeuNDO PRINCIPIO. 82 descompuesto un mimero en dos
paries, son eslas partes separadamente divisibles por otro
nitmero , el primero total serd tambien divisible exaclamen—
te por el sequndo. :

En efecto, debiendo ser el cociente del nimero total igual
4 la suma de los dos cocientes parciales, si estos son enferos,
tambien lo sera su suma, es decir, el cociente total.

Trrcer privcieio.  Todo wmimero que divide Separada—
mente ¢ uNa suMa descompuesta en dos partes y & una de
estas partes, divide tambien d la otra.

Porque siendo el cociente total igual 4 la suma de los co—~
cientes parciales, si uno de estos fuera entero y otro fraceiona-
rio, como el total es entero, resultaria que un numero entero
era igual 4 un mimero misto (n.° 1), lo cual es absurdo.

52. Esto supuesto, propongamonos determinar el MAximo
coMUN DIVISOR (n.° 50) enfre los mimeros 360 y 276,

Es por lo pronto evidente que ¢l méximo comun divisor
buscado no puede ser mayor que el menor nimero 276; v co-
mo 276 se divide 4 si propio, resulta que si dividiera 4 360,
seria el maximo comun divisor de ambos.

Ensayando la division de 360 por 276, se halla el cocien—
te 1 y el residuo 84 : luego 276 no es el miximo comun divi-
sor. Pues ahora decimos que el maximo comun divisor entre
360 y 276 es el mismo que existe entre el menor nimero 276
y 84, residuo de la division.

En efecto, debiendo dividir el comun divisor buscado al
nimero 360 y 4 una de sus partes 276, debe dividir necesa—
riamente 4 la otra parte 84 (n.° 51, fercer principio), de don-
de ya puede inferirse que el miximo comun divisor entre 360
¥ 276, no puede ser mayor que el de los nimeros 276 y 84,
puesto que debe dividirlos. En segundo lugar, puesto que el
méximo comun divisor entre 276 y 84-divide & las dos partes
del todo 360, debe dividir necesariamente & este Gltimo (n.° 51,
sequndo principio); y entonces, siendo divisor exacto de 360 y
de 276, no puede ser mayor que el mdazimo comun divisor
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entre 360 y 276. Donde se ve que el maximo comun divisoy
entre 360 y 276 , y el maximo comun divisor entre 276 y 84
no pueden ser uno mayor que otro; luego habran de sep
tguales. A

Asi, queda la cuestion reducida & buscar el maximo comun
divisor entre 276 y 84, que forman un conjunto mas sencillo
que 360 y 276. - S

Para esto razonemos con 276 y 84 como hicimos antes cop
los nimeros primitivos; es decir, ensayemos la division de
. 276 por 84: si la division resulfa exacla, serda 84 el maximg
comun divisor entre 276 y 84, y por consiguiente entre 360
y 276.

Efectuada la nueva division, resultan 3 de cociente y 24 (e
residuo : luego no es 84 el méaximo comun divisor buscado. Pero
por un razonamiento andlogo al de arriba se probara que el md-
ximo comin divisor entre 276 y 84 es el numero que existe
entre el primer residuo 84 y el sequndo 24.

Repitamos este razonamiento: debiendo el méximo. comun
divisor entre 276 v 84 dividir &4 84, debe dividir necesaria-
mente ¢ su milfiplo, 3 veces 84 (n.° 51, primer principio);
asi, dividiendo un fodo 276 y una de sus partes , 3 veces 84,
debe dividir 4 la otra parte 24; luego el méximo comun divi-
sor_entre 276y 84 no puede ser mayor que el de 84 y 24,
Por otro lado, dividiendo el méximo comun divisor entre 84 ¥
24, 6 3 veees 84y 4 24, que son las partes de 276, divide
necesariamente & 276: luego dividiendo 4 84 y & 276 no pue-
de ser mayor que el maximo comun divisor de estos. Luego
el médximo comun divisor entre 276 y 84 y el miximo comun
divisor entre 84 y 24 no pueden ser uno mayor gue otro; lue-
go son iguales. _

Quedando ahora la cuestion reducida 4 busear el maximo
comun divisor entre 84 y 24, es menester dividir 84 por 24.
Efectuada esta nueva division, se obtiene el cociente 3 y el re—
siduo 12: Tuego 24 no es el maximo comun divisor; pero como
este mdximo comun divisor es el mismo que existe entre 24 y
12, dividamos 24 por 12, lo cual nos da el cociente exacto 2
luego 12 es el méiximo comun divisor entre 24 y12;ylo es
por consiguicnte tambien entre 84 y 24, entre 276 v 84, yen-
tre 360 y 276. Luego finalmente 12 es el mdzimo comun di-
visor pedido.

En la prictica se dispone asf In operacion:
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M 3 I 3 2

360 |276 | 84
84 | 24 | 12

25 | 12
0

Despues de haber dividido 360 por 276, obteniendo el co-
ciente 1, que se coloca encima del divisor (y no debajo como
de ordinario), y el residuo 84, se escribe este residuo 4 la de—
recha del namero menor 276 y se divide 276 por 84; se ob—
tiene un nueyo cociente 3, que se escriberencima del divisor 84,
y un residuo 24, que se coloca & la derecha del divisor; y asi
sucesivamente. B

Reera GexeraAL.  Para hallar el mdximo comun divisor
de dos mimeros se divide el mayor por el menor, 3 5t no
queda residuo, el menor es el maximo diviser buscado.

8t queda residuo se dividird el nimero menor por el re-
stduo; y si lu division es exacta, el primer residuo serd el
mazimo comun divisor. :

8% de la sequnda division queda residuo, dividase el pri-
mer residuo por el sequndo; y continiese de este modo divi-
diendo por cada residuo el residuo precedente, hasta llegar
d un cociente exacto; en cuyo caso el ultimo divisor empleado
serd el maximo comun de los mimeros propuestos. ;

Si el wltimo divisor fuera la unidad, seria prueba de que
los nimeros dados eran primos entre st (n.° 51), pues no te-
nian mas divisor comun que la unidad.

.- Reciprocamente, si dos nimeros son primos enire si, y sé
les aplica el procedimiento del méximo comun divisor, se ha—
llara necesariamente un resto final igual ¢ 1. Porque con ai-
reglo & la naturaleza del procedimiento los residuos van dismi-
nuyendo; y porque ademas no puede obtenerse un residuo cero
antes de obtenerle igual 4 la unidad , porque el divisor que die-
ra el residuo cero seria maximo comun divisor de los numeros
dados, lo cual no puede ser siendo primos. Luego al cabo de
cierto numero de operaciones mas 6 menos grande debe llegar—
se & un residuo igual 4 la unidad.

53.  Hé aqui nuevas aplicaciones del procedimiente.

¢ 59-4 i A & .
Reducir el quebrado 995, @ st espresion mas sencilla.

Apliquemos i los dos numeros 592 y 999 el método que
acabamos de esponer. :
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Despues de hallar el mayor nimero que los divida a los dos
4 un tiempo, efectuaremos las dos divisiones y obtendremos la

fraccion. pedida.

I, | 1] 2| 5 |999] 387 50237
999 | 592 | 07 | 185 | 37 “259 27 | 922 | 16
107|185 ] 37| "0 00 00

Resulta ser 37 el maximo comun divisor entre 999 y 592:

dividiendo, pues, 999y 592 por 37, se tiene 577

que es equi-

999 *

Sea,, por segundo ejemplo, el qﬁeba‘ado

valente & y estd reducida & sus menores términos.

912
3072 °

3 2 1 2 2

3072| 912 | 336 | 240 | 96 | 48
336|240 | 96| 48| 0

3072 48 92| 48

192] 64 4321 19
00 00

El' maximo comun divisor es aqui 48; y dividiendo por 48

los dos términos del quebrado, resulta

» que es la espresion’

64
mas simple del quebrado propuesto.
: ; 3 317
54. Sirva de ultimo ejemplo el quebrado 873"
R ' 3 45’ 1]y e
873 | 317 | 239 | 78 S R i D) 1
239 | 78 b 28 215 0

El' método conduce en este ejemplo & un residuo 1; lo cual
prucha que 317 y 873 son prumos enlre si:, en este caso el
quebrado se llama irreducible, porque no puede reducivse @
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una espresion mas sencilla dividiendo sus dos términos por. un
Mismo_numero. ‘ \ \

Advertencia. En la tercera operacion se obtuvo un residuo
5 que es namero primo (n.° 51); ahora bien, como 5 no divide
al residuo precedente 78, puede concluirse, sin ir mas lejos,
que los dos térmings del quebrado son primos entre si. En efec-
10, se ha visto en la esposicion del método-que el méximo co—
mun divisor de dos numeros ha de dividir neeesariamente al
residuo de cada division. Asi, pues, siendo 5 nimero primo
ha de suceder una de dos cosas; 6 bien-divide al residuo’ pre—
cedente, yen ese caso es ol méximorcomun divisor) 6 no' le
divide,, y entonces ni 5 ni otro nlimerq, fuera de la unidad,
puede ser divisor comun de los nimerds propiestos.

En general, cuando en el curso de las operaciones se llega
tun residug que se conocesser XUMERO PRING, (51 esle residua
no divide al precedente, es_seiial cierta de gue los nimeros
propuestos son primos enlre si; y es inulil seguir ade-
lante. - BIGIRT Gyapt
Volveremos otra vez (cap.” 5) a la investigacion del mixi—
mo comun divisor, que es una de las operaciones mas impor—
tantes de la Aritmética, ¥ 7 st o

Pasemos ahora 4 las cuatro operacipnes: fundamentales con
los (quebrados. e

oo G

SUMA DE . QUEBRADOS.
55.. La suma de quebrados tiene por ohjeto hallar un ni-—
mero que valga ¢l solo tanlo como varios. quebrados juntos.
Pueden ocurrir dos casos: 0 los quebrados que se.van & su-
mar son de la misma especie, es decir, tienen el mmsmo deno—
minador, 6 son de especies distintas. En el primer caso, se st
man los numeradores y se pone a la suma por denomsnador,
el denominador comun. En el segundo, se empieza por redy-
cir los quebrados ¢ un comun denominador (n." 47), y que—
da la cuestion reducida a la anterior. ; - o 950 104

T A g
Asi, la suma de los quebrados T AT T, igual zi'--ﬁ).

g i 5 rahBefic YO T, sl
LA suma de o8 quolnados Eﬁ’ g,\égt, ‘i;g.;,;it.s(.lgli-a 'l. 55

2
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2.3
Sea ahora sumar los tres quebrados —, —,
3 A
32 24 12

SEa

64 72 84
9 96 96

Despues de haberlos reﬂucido 4 un comun denominador por
la regla del n.® 47, se hace la suma de los numeradores, 102 (;l{l)al
d4 220; se le pone el denominador 96, y resulta la suma —9%—

220
56.  Este ejemplo tltimo conduge & un resultado —g= que

necesita esplicarse. : s '

Asi como es necesario tomar dos medios, tres lercios , cua-
tro cuartos para formar una unidad, asi tambien se necesitan
para formarla noventa y seis noventa y seis-avos: luego cuan-
tas veces contenga 220 4 96, otras tantas unidades habra en
220 ;i :
96 Y como dividiendo 220 por 96 se obtiene 2 por cociente

) 220 y ! )
y 28 de residuo, resulta que —9g ©5 Un mumero fraccionario
S : iy |
(n.° 1) compuesto de 2 unidades mas un quebrado 9 © 21
(quitando el factor 4 & los dos términos).

En general, siempre que se llega & un resultado de forma
fraccionaria, con el numerador mayor que el denominador,
para sacar los'enteros en él conlenidos, se devidirda el nu—
merador por. el denominador; ¢l cociente representa los enfe-
ros y el residuo es el numerador de un guebrado que debe agre-
garse al entero.

Por este medic i o eoale'd 30yt
or este medio se vera que 12 equivale a 1—9, 15 a
3 o, - BAS 31 :
101_50(.1105,_‘8“9'—378—9.

Reciprocamente, cuando se tiene un entero junto con un
quebrado, es decir, un numero mislo, puede convertirse en
fraccionario, segun muchas veces se necesita, multiplicando
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el enfero por el denominador, afiadiendo al producto el nu—
merador, y poniendo ¢ la suma por denominador el del que-
brado.

! 2 : 3 veces 5 245 17
Por ejemplo, 3 5 equivale a —5  mes g, 0 sean —;

7 ol d 132 T 139_8 ; ;
11 e equivale & —— mas 1o 0 sean —5-; T equivale &

12 12
209
/B

RESTA DE QUEBRADOS.

57. "La resta de quebrados tiene por objeto hallar el esce—
s0 de un quebrado mayor sobre otro menor.

Si los dos quebrados tienen el mismo denominador, se res-
ta el mumerador menor del mayor, y a la diferencia se pone
por denominador el denominador comun. St no tienen el mis—
mo denominador, se reducen a él y se procede despues como
en ¢l easo anterior.

: ] B el ol o
Asi, sea por ejemplo restar T8 d¢ 15 quedarin g5 6 51y
g B ¥ 10754
restando 31 de ETR quedan 51 1o
\ 2 ok
Tratemos ahora de restar 3 de 8

16 21
Estos quebrados equivalen respectivamente & =~y 555 y su
» 24724

X { 5 : : 13
diferencia es = . Del mismo modo se averigua que restando —

24° A
Al o , |
50 quedan = £
Puede ocurrir restar un misto de otro.
: ; ; 3 39 91
Por ejemplo, del mimero fraccionario 13 T 55
: a4
nos proponemos restar el nimero 5 T SRR TRRy-o
&7
7 i

52
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Para efectuar estaoperacion se empieza por reducir los dos
R{t

quebrados & un comun denominador , resultando =) de Ta pri-

44
mera'y = de la segunda. Pero como no’ puede restarse’ — de

52
39

5}), se anade (n.” 14) 4 este dltimo quebrado wna unidad , que

5_2

g9 A
se reduce & su especie, convirtiéndose entonces en 5 (n.° 56,

A { : ; X
reciproe.), del cual se resta el —. obteniéndose la diferencia
iR 52’

5 Pasando 4 la resta de los enteros, se aumenta wna unidad

al sustraendo, y se dice: de 6 & 13 van 7: por eonsiguiente el
: AT :

resultado pedido es 7 =5

58. Hé aqui un ejemplo en que se hallan reunidas la suma
y la resta de los numeros mistos. :
Un comerciante de panos ha vendido de una nga que

> 7 :
tenia 30 metros y g primerg un, pedazo de 7‘“-:3 despues

2 5
otro de 9™ =, y finalmente 11™ i

3 : desea saber cuantos me-
tros le quedan de la picza. ;

Hara primero la swma de las tres ventas, y luego restaré

i ¥ : :

¢sa suma de los 30m- g el resultado de la resta le dira los me-
tros de paiio que le quedan,

Para mayor sencillez se dispone la operacion del modo 'si—
guiente® = ‘
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12 i 21
3 m. ot g
- 0 g T
R b
9 : i2 24
C T
9 3....!1....8 ; 1
5 24
11 5 de 25 3
10
281—2

Despues de haber colocado unos sobre otros los tres suman-
dos, se observa que los quebrados no tienen el mismo denomi-
nador y pueden reducirse al denominador comun 12. Se escri-
be este mimero 4 la derecha, un poco mas alto que los quebra—
dos, y se subraya. Despues se eseriben debajo del 12 y respec-
tivamente en la linea horizontal de cada quebrado los cocientes
3, 4y 1 de la division de 12 por cada denominador: se multi-
plica"eada numerador por. su respectivo cociente, 'y se obtiene
9, 8 y 5: se suman eslos tres nueyos numeradores, que dan 22,
y por consiguiente la suma de Tos tres quebrados propuestos es
Zogapdd o 10 dabaio de Tod 1965 uebiadds y se
12 0 1 B Se escribe el 1o Uchajo de gs res quebrados y se
lleva el 1 para sumarle con los enteros del modo ordinario. Asi,

resulta 28 g Suma total de metros vendidos.

7 :
Eseribese esta suma debajo de 30 z, se hace la sustraceion

como’antes se ha visto, observando para simplificar que los
quebrados pueden reducirse al comun denominador 2 veces 12
0 24. o |
i ( 1
Asi, se ve que quedan de la pieza 2 melros y 5, lo que

facilmente puede comprobar el comerciante midiendo el refal
que le queda.
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MULTIPLICACION DE QUEBRADOS.

59.  La multiplicacion tiene en general por objeto (n.° 9)
dados dos niimeros, hallar un lercero que sea respecto del
primero lo que el sequndo es respecto de la unidad.

Esto supuesto, en la multiplicacion de quebrados se distin-
guen TRES casos principales. A saber:

1.° MULTIPLICAR UN QUEBRADO POR UN ENTERO.

: s AT
Sea, por ejemplo, multiplicar is Por 5.
Segun la definicion de arriba, conteniendo cinco veces 4 la
unidad el multiplicador 5, deberd el producto equivaler & 5 ve-

ces 75+ Pero se vio (n.° 45) que un quebrado se hace 5 veces

e o 5 veces 7 |
mayor multiplicando su mumerador por 5; luego T G
35 0 ;

15 Serd el producto pedido.

Luego, para multiplicar un quebrado por wun enfero se
multiplica el numerador del quebrado por el entero, dejan-
do el mismo denominador.

: ik R

El producto 5 equivale 4 2 157 tomo puede verse sacan—
do los enteros que contiene el nimero fraccionario (n.° 56).

13
Del mismo modo se veria que el producto de o Por 29 es
i,

Bigdr oy
Iguaaﬁoa Dﬂ. s

11
Sea ahora multiplicar 1g Por 9- Siguiendo la regla, re-

99 R |
sulta el producto 18 0 sacando los enteros, 5 T 5 5

Este resultado pudiera haberse obtenido mas sencillamente;

e s v ’
pues para multiplicar ig por 9, se puede (n.° 45) en lugar de
multiplicar el numerador por 9, dividir el denominador por 9,

T By I |
lo cual da T 05§.
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Para que sea posible este segundo modo de operar es me-
nester que el denominador sea divisible por el multiplicador;
pero esto no siempre es posible, mientras la regla antes dada
es aplicable en todos los casos: solo el uso puede hacer fami—
liaves estas simplificaciones.
9.°* MULTIPLICAR UN ENTERO POR UN QUEBRADO.

4
Sea multiplicar 12 por =

: Aiie ecnia <o
Siendo en este caso el multiplicador = equivalente & 4 ve-

ces la séptima parte de la unidad, el producto habra de equi-

valer 4 4 veces la séptima parte de 12. Pero la séptima parte
12 ; J

de 12 es (n.° 44) 7 » ¥ para tomar este nimero 4 veces, 0 te-

: 12 - 3

ner un nimero 4 veces mayor que —, basta (n.° 45) multi—

48
plicar el numerador por 4; luego haciéndolo asi tendremos o

.6
06 7> que serd el producto pedido.

Luego, para multiplicar un entero por un quebrado bas-
ta multiplicar ¢l entero por el numerador y poner al produc-
to por denominador el del quebrado: en seguida pueden sa—
carse los enteros si los hay.

) k0 4 s 203,,25§
Ast, el producto de 29 por g o igual 4 6 425 .

'8
5 120, :
El producto de 24 por% es igual 4 . 6 4 20; resultado que

tambien se hallaria dividiendo primero 24 por 6y multiplican-
do por 5 el cociente 4. Pero repetimos (ue no siempre son po-
sibles semejantes simplificaciones.
3.° MULTIPLICAR UN QUEBRADO POR OTRO.
G 5
Sea multiplicar 1P g
El razonamiento es andlogo al del caso precedente; puesto
que el multiplicador 3 equivale & 5 veces la ocava parte de la

unidad, el producto debe ser tambien 5 veces la octava parte
: r
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S 3aboy 3 £
del: multiplicando 7 para tomar la octava parte de 77 &8 me-

nester ‘(n." 45) ‘multiplicar el denominador por 8, lo cual da

33’ Y para tomar 5 veces esta octava parte, es menester mul—

I 15
tiplicar por 5 su numerador, lo cual da 39 que es el produc—

to pedido. :

Luego, para multiplicar un_quebrado por otro, se.mul—
liplica numerador por numerador y denominador por deno-
minador, poniendo el sequndo producto por denominador del
primero..

~

Asi, el producto. de 1—25 por g es 32 El producto de %por
&0 'l"M s 12
g s igual &gy, e uciendo, & 5 ]

60. En los dos tltimos casos el producto es siempre me—
nor que el multiplicando; y asi debia ser, porque la operacion
se reduce 4 tomar del multiplicando la parte indicada por el
quebrado multiplicador. ‘

61. Finalmente, uno 6 amhos factores pueden ser mistos,
pero sus varios casos se reducen facilmente & alguno de los an-
teriores,

Iy Soupioh & loBny

Sea, por ejemplo, multiplicar 7 3 por 5 g

. Estos nimeros reducidos 4 fraccionarios (n.° 56 equivalen
23

respectivamente a 3 Y5 efectuando la multiplicacion por la

; : ¢ 1081
regla de arriba, se obtiene el producto Tof " 0 sacando los
' § 1 i
enteros, 45 —. -

24°
Tambien podria efectuarse por partes la multiplicacion; es
2 e
decir, multiplicar primero 7 por 5, 3 por 5, T por g ¥ 3 por

7
e sumando despues los cualro productos; pero seria mucho

mas larga la operacion.
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DIVISION DE QUEBRADOS.

62.  La division tiene par objeto (n.° 29): dado un pro—
ducto de dos [actores y uno de eslos, deferminar el otro.
De esta definicion resulta evidentemente como de la de la mul—
tiplicacion (n.” 59) que el primer ntimero, llamado dividendo,
es respecto del tercero, llamado cociente, como el segundo, lla-
mado divisor, es respecto de la unidad.

Esto supuesto, en la division de quebrados ocurren TRES
casos principales como en la multiplicacion. A saber: ;
1.° DivIDIR UN QUEBRADO POR. UN ENTERO.

Sea , por ejemplo, dividir g por 6.

Siendo el divisor 6 igual 4 6 veces la unidad, se infiere que
¢l dividendo = debe valer 6 veces el eociente buscado; 0 reci—
procamente, que este cociente equivale 4 la sesta parte del di-
videndo ; Pero la sesta parte de un quebrado se toma (n.” 45)
multiplicando por 6 su denominador* multiplicando, pues, por
6 el denominador 7, se obtendrd 15@, que sera el cociente pe-

dido.

. Luego, para dividir un quebrado por un entero, se mul—
tiplica el denominador del quebrado por el entero, dejando
e mismo numerador.

R B A i B
Asi, 19 dividido por 8 da g Por cociente: o5 dividido por
23
12 da ——
350

150’
tambien efectuarse tomando la sesta parte del numerador, lo

18 o
El cociente de ;_2 por 6 es ——; pero esta division puede

3 i :
cual da 55> resultado equivalente al primero simplificado por 6,

factor comun 4 ambos términos.
2.°  DivIDIR UN ENTERO POR UN QUEBRADO.

Afarea L 7
Sea dividir 12 por 9"
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DG b :
De ser el divisor 5 igual 4 7 veces la novena parte de la

unidad, se infiere que el dividendo 12 ha de ser 7 veces la no-
vena parte del cociente buscado. Luego tomando la séptima par-

12 L
te de 12, que es -, se tendra la novena del cociente busca—

7 2
: : 12
do; y para obtener el cociente total hastard tomar 9 veces —,

lo cual se hace multiplicando por 9 su numerador & hecho asi,
9 veces 12 108 3
resulta = 0 ——, ¥ sacando los enteros, 15 =» que es

el cociente.

Luego, para dividir un enfero por un quebrado, se mul-
tiplica el entero por el denominador y se parte el producto
por el numerador, sacando los enleros si los hay.

Observemos que tomar la 7.* parte de 12 y multiplicar el

resultado por 9, equivale & multiplicar 12 por = asi podra tam-

bien decirse que para dividir un enfero por un quebrado, se
multiplicard el entero por el quebrado invertido. (Véase el
n.° 59, 2.%)

3.° DivIDIR UN QUEBRADO POR OTRO QUEBRADO.

Sea, por ejemplo, dividir % por %

Fl razonamiento es parecido al anterior. Siendo el divisor
% igual 4 8 veces la 11." parte de la unidad, el dividendo .

5
debe tambien ser igual 4 8 veces la 11.% parte del cociente;

luego la 8." parte de 5 0 io> la 11.% del cociente; y 11 ve-

es—3- e | cociente pedid
£es 15 04—0, es el cociente pedido.

Luego, para dividir un quebrado por otro, se multipli—
ca el numerador del quebrado dividendo por el denominador
del quebrado divisor, y el denominador de aquel por el nu-
merador de este, poniendo despues el primer producto por
numerador vy el sequndo por denominador; 6 mas simple-
mente, se multiplica el quebrado dividendo por el quebrado
divisor tnverfido. (Véase el n.° 59, 3.°)
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gt Bt ot g ¥ i

Asi, i dividido por 5 equivale a i multiplicado por 5y
21 1

d4 por resultado 50° 01 50°

PTG el : ST ES b 23 ok
Asi tambien, 30 dividido por 5 equivale a o7 n]ulﬂp[ncg-—
15: A ltad 345 23 i
do por 13> ¥ dé por resul ado g7+ 6 sea 5 (porque 15 es
factor comun 4 los dos términos). ;
En fin, si hubidramos de dividir un misto por ofro mis-
fo, se reducirian amhos 4 fraccionarios y se operaria ‘como en
la division de quebrado por quebrado.
; 2
'3".

: : : .91 20
Equivalen estos mistos respeclivamente a4 — y 3; y efec—

JEia Ay 29 0l
Sirva de ejemplo dividir 12 7 bor 6

4

tuando como antes la division, resulta el cociente

73
‘8_(').

58
80"
1

Asi tambien, 4 -111 dividido por 15 g d4 por cociente —_—é(;SS :
63.  Advertencia.  Siempre que en la division es el divi~
sor un quebrado, el cociente es mayor que el dividendo; por-
que el cociente procede entonces de la multiplicacion del divi—
dendo por el divisor invertido, que viene 4 ser mayor que la
unidad 4 consecuencia de la inversion. : _
_ 64, Apliquemos 4 algunos problemas las reglas de Ta mul-
Uplicacion y division de los quebrados.

L Costando d 47 ?— reales el metro de cierta tela, se de-
7
e saber el valor d€'12 metros 3

2
Puesto que un solo metro cuesta 47’5-5, es claro que

19m 7 ' 2 i

=M = deberan costar 12 veces los 477 =, mas 5 de 477 —;
8 : 5 8 5
e decir, que para averiguar el valor pedido es menester mul-

=
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8, 2 7 : Y

tiplicar 47 5 por 12 3 el producto serd en francos el precio
C

buscado.

9

7
Pero 47 mulupllcado por. 12 = cqunak a multipli-
\2.’

40
1 11
teros, 610 10" Luego el precio pedido es 610*: T)

103
cado por ——, y d4 por producto ———, 0 sacando los en-

1 7
Para hacer la prueba se podria dividir 610 E) por 12 g

. 2 AT
y deberia resultar 47 % pero es mas facil (n.” 43) duplicar el

2 7
47 5 Y tomar la mitad de 12 g.

-

7 1
5 es 94 ; la mitad de 12 & i S 16"
A4
Ahora hien, 04 5 multiplicado por 6 7
4882
80

292 11
los enteros, 610 50° Y simplificando, 610 —

El duplo de A7

474

multiplicado por ———

103
167 da por producto —5~——, 0 sacando

8 40°

5 : Bypiei
. Compra uno 23 metros y is de una tela y le cuestan

13 {
745 reales %; se desea saber a como le cuesta el melro de

la tela.
Si siendo conocido el precio del metro le multiplicaramos

5
por 23 — 5 deberiamos obtener TA5Ts: — - luego inversamente

20
13
para obtener el precio pedido deberemos dividir 745 55 3 Por
5
g
‘3 12-

Dividiendo, pues, 745 — pm )3 6 lo que es igual,

1"’
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{4013 0281 e i adceages 11919,

TG POr —557» se; obtiene por cociente 50 veces | 381 O
%%%E.; de donde sacando los enteros resulta 31 é%—z%
i, el precio del metro es 31 reales m ﬁd al
Asi, el precio de 0 & cales mas =z de real.

Para comprobarlo basta duplicar los dos términos de la di-
vision (n.> 43): el cociente debe ser el mismo.’

13 1

El duplo de 745 50 ° 1491 e

3 5
b 93— &
10 el duplo de 23 15 46 &
T, 13 5 ., 14913 281
Dividiendo 1491 10 Por 46 & 010 Por resulia

89478 2368

por cociente 381020 sacando los enteros, 31 9810

He , 4736 .
Esta fraccion es la misma 520 108 antes se obtuvo, des-

pues de simplificar sus términos por el factor comun 2.
DE LOS QUEBRADOS DE QUEBRADOS.

65. A la multiplicacion de los quebrados va unida otra es—
pecie de operacion, conocida bajo el, nombre de regla de los
quebrados de quebrados.

+ Para dar idea clara de esta operacion, supongamos prime-
. =

.0 ; :
ro que de la fraccion = haya de tomarse una parte indicada por
2 i 4
35 0 en otras palabras, supongamos que se quieren tomar los
:

20

5 de =.
Ll ot
Como, para resolver esta cuestion, es menester tomar dos ve-

5 ; 2%
ces la tercera parte de =, resulta que bastard (n.° 57) multipli-

2
por numerador y denominador por denominador: asi, resul-
tara | 7 d ok
ard que los = de = son .
! 3 AE oSG

5 o 5
Car = por, lo cual se hace (n.° 59) multiplicando numerador
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10
Supongamos ahora que del nuevo quebrado 31 queramos
b aa 8 :
tomar una parte indicada por 13> ¢n euyo caso la cuestion ten-

295
dra realmente por objeto tomar los 1—83 de los gde -

) 8 10 et
Para obtener ahora los o de 51" es menester multiplicar
entre si los numeradores y denominadores respectivamente;

8 2 80
luego los 13 de llos 3 de 7 son o3

i ; 3 80 ;
Aun se puede si se quiere tomar los 1 de Eﬁ’ es decir,

80 3
multiplicar — o73 POr 72 ¥ el nuevo resultado —5—— repre-

3003

3 8
sentara los 11 de los — 13 de los 3 de = 7 :

2 3
Propongdmonos por segundo ejemplo fomar los 3 de los

3 59 6
i de lqs 3 de los = de 12,

6o
Para tomar primero los 5 de 12, multiplicaremos 12 por g,

: »72
lo cual equivale 4 o

y 5 6
Para tomar despues los = de los - de 12, que es tomar los

8 7

6

56 °

3 5 G :

Tomar los 1 de los 8 de los = de 12, equivale 4 tomar los

BAAAGI DAL A IGh, i) 1080
3,¢ “5g ¢ & multiplicar —2= por , lo cual da 591 "

2 3 5 6
En fin, para tener los 3 de los i de los de los de 12,

g . xud 72 5
3 de T multiplicaremos — = Por g, ¥ tendremos ——
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D 1080 5 fhate 1080 2
hasta tomar los 3 de 591 0 multiplicar 99y bor §; con

Bl 2160
lo cual se obtiene 673

: 144
Sacando los enteros de este resultado se tiene 3 579" 0

; 3
simplificando el quebrado, 3 T

A poco que se examine la marcha seguida en ambos ejem-
plos, se ve que para lomar quebrados de quebrados es me-
nester multiplicar entre si los numeradores y lo mismo los
denominadores , poniendo el sequndo producto por denomi—
nador al primero. Si se han de tomar quebrados de quebrados
de un entero, como en el ejemplo segundo, basta poner al en—
tero en forma de quebrado con la unidad por denominador, y
aplicar la regla acabada de fijar. .

ProsLEMA. Se prequnto d un aritmético qué hora era, y

respondio : losz de los g de los % de los g de 24 ho-

ras.—; Qué hora era?

Para resolver esta cuestion eseribanse 3, 5, 7, 6, 24
en una linea horizontal todos los numera— 4, 6,12,7, 1
dores, comprendiendo el entero, y en otra
debajo todos los denominadores. :

Hecho esto, higase el producto de los nimeros de la pri—
mera linea y el de los de la segunda, y dividase el primero por

5120 : ;
5016 sacando los enteros resulta
1008 1 1

7 20167 ¥ simplificando el quebrado, 7 5 Luego eranlas 7 5

el segundo: asi, se obtiene

Se puede simplificar de antemano Ia operacion observando
en las lineas de nimeros que debiendo 7 ser factor comun al
producto de los numeradores y al de los denominadores, nada
mpide suprimirle antes de efectuar las multiplicaciones;, lo
Mismo sucede con el factor 6 por una parte y con el factor 12
por otra, que hallindose en el niimero de los denominadores,
S€ cncuentra tambien en el 24: finalmente, tambien se puede
Suprimir el factor 2, que siendo el cociente de 24 por 12, se
halla en el denominador 4.
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3 veces 5
B)

-

Hecha la supresion de todos esos factores, resulta

i ki
0 E 07 5 como antes.

dd
Pero esta clase de simplificaciones exigen mucha préctica y
cuidado, mientras que la regla ante-dicha es general y conduce
al mismo resultado. -
ALYy 2 3 ;
Otras aplicaciones. Los 3 de los 1 de un numero son los
: ‘

o

6 sea la mitad del mismo. El tercio del quinto de un nimero

1 : } 3 3
es igual a 5 de dicho numero. La mitad de los A g ete.

66. - Observacion 'general sobre los quebrades. ' Resulta
evidentemente de la naturaleza de los procedimientos seguidos
en el cdleulo de los quebrados, que las cuatro operaciones fun—
damentales efectuadas con ellos, 4 saber, suma, resta, multi-
plicacion y division, se reducen en iltimo analisis 4 operaciones
de la misma especie ejecutadas con nimeros enteros.

~ Asi, por ejemplo, la suma y la resta de quebrados, son la
suma y la resta de sus numeradores, asi que se les ha dado un
denominador comun. ' - ;

La multiplication se efectta por la multiplicacion de los nu-
meradores y denominadores entre si respectivamente; y la di-
vision se refiere 4 la multiplicacion despues de haber invertido
el quebrado divisor. :

De esto puede concluirse que los principios establecidos en
los 0.8 25.... 28, sobre la multiplicacion de los niimeros ente-
ros son igualmente aplicables & los quebrados, es decir, que
1.2 multiplicar wn quebrado por el producto de otros muchos,
equivale amultiplicor el primero sucesivamente por cada uno
de los factores del producto; 2.° el produclo de dos o mas
quebrados no varia, cualquiera que sea el drden en que se
efectiie la multiplicacion. _

Finalmente pueden aplicarse & los quebrados todas las pro-
posiciones establecidas en el n.° 43 sobre las variaciones que
esperimenta el producto de una multiplicacion 6 el cociente de
una division, en virtud de las variaciones hechas en uno de los
terminos de la misma operacion, :
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- GAPITULO 100,

R e ——

De los niimeros complejos 6 denominados.

67. Este capitulo y el siguiente no son en ecierto modo mas
que una continuacion 6 estension del segundo, pues solo com—
prenden aplicaciones de la teoria general de los quebrados &
cuestiones que consideran quebrados de una especie particular.

La teoria de los numeros complejos , que va & ocuparnos
ahora, ha perdido mucho de su utilidad despues de establecido
el sistema decimal de pesos y medidas (). Sin embargo, hemos
creido oportuno esponerla con toda la estension acostumbrada
en las obras antiguas, porque la consideramos aptisima para
acostumbrar & los jovenes & la consideracion de las fracciones
¥ darles el hébito importantisimo del edleulo (). Ademas, la
complicacion misma de las operaciones necesarias en esta teoria
servird para hacer resaltar mas las ventajas del nuevo sistema
de pesos y medidas.

Ya se vio (n.° 8) que para valuar las cantidades menores
que la unidad prineipal, se concibe esta unidad dividida en
cierto nimero de partes ignales que se consideran como nuevas
umdades. Pero 4 fin de hacer los caleulos mas comodos, en
vez de subdividir de pronto la unidad en muchas partes iguales,

() Asi, dice el autor hablande de Francia, nosotros aun de—
bemos hablar en futuro en este punto, pues aun no tenemos es—
tablecido el sistema decimal de pesos y medidas, & pesar de ha-
berse reconocido su inmensa utilidad y decretado su ensefianza.

(**) Hay otra razon fundada en la consideracion de las medi-
das estrangeras, la division del tiempo, etc.
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se divide solo al principio en unas cuantas, despues estas el
otras, y estas en otras, y asi sucesivamente segun los casos.
Asi es como en Francia la antigua libra se subdividia en 20 par-
tes iguales llamadas sueldos, y cada sueldo en 12 partes igua-
les llamadas dineros. -

Cada arte dividia 4 su modo la unidad principal que esco—
gia (). A continuacion ponemos las principales unidades y sub-
divisiones de nuestro pais. oty

68. Cuadro de las unidades, divisiones y subdivisiones de
medidas, pesos y monedas espafiolas.

MONEDAS:

Monedas efectivas de cobre.

1 ochavo. . . . . . 2 maravedis.
1 cuarto. . . . . . 4 maravedis.

2 ecuartos. . . . . . 8 maravedis.
Monedas efectivas de plata.

1 real de vellon. . . . . 34 maravedis.

1 media peseta. . . . . 2 reales de vellon,
f-peseta. .. bion b sapediregles devellon,
1 medio duro. . . ... . 10id.
1 duro 6 peso fuerte. . . 20 id.
Ademss de esta moneda hay la Hamada columnaria, y cons-
ta de las piezas siguientes : .
1 peseta colummnaria. . . . . 5 reales vellon.
1 media peseta columnaria. . 2 id., 17 mrs.
1 real columnario. . . . . . 1id., 8/,id.

Moneda de oro efectiva.

1 seuditol o e e LR - SRR D ()i

(*) Para saber la historia y el origen ‘de todas las medidas

francesas véase la obra de M. Saigey, titulada Tratado de Metro-
logia antigua y moderna.
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1 esoudo.  ineid s SumEteaee L B0 ES. ¥
1 doblonde 4 2 eseudos. . . . . . .. 80 rs. va.
1 doblon de 4 4 escudos 6 media onza. 160 rs. vi.
1 doblon de a 8 escudos 1 onza de oro. 320 rs. vn.,

Ademés hay otras irregulares, y son las siguientes:

1 escudito de ore anterior al ano 1785 vale. 21 rs., 8!/, mrs,
1 onza de oro anterior al ano 1772. . . . 321 ps., 6 mrs.

- Por real decreto de 15 de Abril de £848 se ha mandado
que la moneda que en adelante se acuie se componga de las
piezas sigudentes:

pE oro. .—FEl doblonlsabel. . . . . 5 duros o 100 rs. vn.
oE rLATA.—El duro. . . .. . . . . 20 rs. vn.

El medio duro 0 escudo. 10 rs. vi.

Ba:pdsetas oo i S il 1S s

La media peseta. . . . 218, vn:
i Blreal. . . . . .. . . 10 décimas de real.
oE coBRE.—FEl medio real. . . . .~ 5 décimas.

La'doble déeima. . . . 2id.

Eadécima. . d-oh e dads

Medidas de longitud.

1 vavaiihg sl e mapies,

1 pié. « . . . . 12 pulgadas.
1 pulgada. . . . 12 lineas. .~
1 linea, ... . .. 12 puntos.

De aqui se inferira ¢l namero de pulgadas, lineas y puntos
Tue tienc una vara: lo decimos aqui en esta sola clase de me—
didas para ejemplo de las demas.

- La vara tiene 3 piés, y cada pié tiene 12 pulgadas; luego la
vara tendra 36 pulgadas, y como cada pulgada tiene 12 lineas,
12 vara tendrd 36 veces 12 lincas, es decir, 432 lineas, y asi
sucesivamente respecto de las demas unidades.

Medidas ilinerarias.

El grado medio de la tierra. . . 20 leguas.
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Lazlegua, =i o BT R0 6666!/; varas.
Ladard. oyarst=cs e s thniy 3 piés.
En la marina se usan las siguientes:
La legua marina. . . . . . 3 millas.
La millage Soad o Tine R 10 cables.
Bligahle. 20§20 THR I 111 brazas.
ela braza: .o 6 piés.

Medidas de superficie.

Para medir superficies se usan los cuadrados de las medi—
das longitudinales en la siguiente forma :

La legua cuadrada. . . . . 400000000 piés cuadrados.

La vara cuadrada. . . . . 9 piés cuadrados.

El pié cuadrado. . . . . . 144 pulgadas cuadradas.
La pulgada cuadrada. . . . 144 lineas cuadradas.
La linea cuadrada. . . . . 144 puntos cuadrados.

Medidas agrarias.

La fanega de tierra de marco real. 12 celemines.

El celemin. ;- st gl 48 estadales cuadrados.
El cuartillo de celemin. o . . . 12 estadales cuadrados.
El estadal cuadrado. . . . . . . 144 piés cuadrados.

La aranzafla e AUIEEHEE B2 5 .~ 400 estadales cuadrados.
La tahulla mureiana. . . . . . . 1600 varas cuadradas.

Medidas de capacidad para aridos.

Lafanega. . . . .. 12 celemines.
El celemin, . . . . . 2 medios celemines. .

El medio celemin. . . 2 cuartillos.

La media fanega equivale & un volimen de 2220 pulgadas
clbicas, y caben en ellas 60,25 libras de agua destilada. -

Medidas de capacidad para liquidos.

Yia cantara. . i 8 azumbres.
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La azumbre. . . .. 4 cuartillos.
El cuartillo. . . . . 4 copas.

Las medidas para el aceite estan arregladas al peso, y son:

La arroba. 4 cuartas 6 cuarierones.

La cuarta. 6'/; libras de aceite.

La libra. . 4 panillas, 6 cuartas, 6 cuarterones (segun el pms
varia el nombre).

La arroba de aceite contiene 27,25 libras de agua.
Medidas de solidez.

Para medir la solidez se usan los cubos de las unidades li-
neales 6 longitudinales en la forma siguiente® -

La vara cubica. . . 27 piés cubicos.
El pié clbico. . . 1728 pulgadas ctbicas.
La pulgada cubica. 1728 lineas cubicas.

En la marina:

-

155
La tonelada de arqueo. 69 ——— 937 pm cubicos de agua del mar.

El pi¢ ctbico de agua destilada pesa 46,8973 libras.

Pesos.
El quintal. . . . . . 4 arrobas.
Laarroba. . . . . . 25 libras.
Lalibra. . . . . . . 16 onzas.
Laonza. . . . . . . 16 adarmes.
" El adarme. . . . . . 36 granos.
Hay otras pesas especiales en la forma siguiente:
El marco. . . . . . 8 onzas.
La libra de botica. . 12 onzas.
Laonza. . . ... 8 dracmas.
La dracma. . . . . 3 escrapulos. .

El eseripulo. . . . 2% granos.
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El tiempo.

Unsiglo. . . ... 100 aios.

El aiio. s 365 Higs.

Ebdia. . iile.o. 0 1 28 horas:
Lalora.. . . .+ . 60 minutos.

El minuto. . . . . . 60 segundos, etc.

El aiio bisiesto tiene 366 dias.

El ailo se divide tambien en 12 meses desiguales; pero parza
las cuestiones de interés de dinero y descuento se suelen con—
siderar los meses de 4 30 dias y el afio de 360.

Se llamka mimero complejo el nimero concreto (n.° 2) que
consta de varias partes, referidas respectivamente & unidades
diferentes; y por oposicion, se llama incomplejo el nimero que
se refiere & una sola especie de unidades. Asi, 12 d., 6 rs.,
14 mrs.; 20 v., 2 p., 4-pulg.; 18 1b., 9 on., 7 ad., son ni-
meros complejos; 6 duros, 18 varas, 10 libras, son nimeros
incomplejos. .

69. Empezaremos la teorfa de los nimeros complejos es—
plicando dos operaciones que le son peculiares y que pueden
considerarse como base de las cuatro operaciones principales.
La primera tiene por objeto dada un niimero complejo, redu-
cirle dun solo mimero fraccionario de la unidad principal -
y la segunda reciprocamente , dada una espresion fracciona—
ria de una wnidad principal cualquiera , deducir de ella el
nimero complejo que representa.

1.°  Sea primero, reducir @ un solo mémero fraccionario
de vara la espresion 18 v., 2 p., 9 pulg., 7 L.

Es claro que si conseguimos determinar ¢l nimero de lineas
que contiene la cantidad propuesta, bastara poner 4 este nime—
ro por denominador la cantidad 432, puesto que segun la ta—

bla (n.° 68) la linea vale 1, de vara.
432
Reduzeamos, pues , a lineas la espresion propuesta.
Lo primero, valiendo la vara 3 piés, reduciremos & piés
18 v., 2 p., multiplicando 18 por 3, y afadiendo al producto
2 piés.que ya tenemos; asi se obtiene por resultado 56 piés.
Ahora, como el pié¢ vale 12 pulgadas, se reduciran &
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pulgadas los 56 p., 9 pulg.,

multiplicando 56 por 12, y 18 w., 2 p., 9 pulg., 71.
anadiendo 9 al producto, lo 3 ]

que da 681 pulg. TR

" Finalmente, como la pul- 12

gada vale 12 lineas, para re— — 681

ducir 681 pulg. 11 1. 4 lineas, 19

basta multiplicar 681 por 12

y anadir 11 al producto; asi 8179

resultan 8179, ntmero total

de lineas que contiene la cantidad 18 v., 2 p., 9 pulg., 7 1.
Poniendo, pues, & 8179 su denominador 432, resulta que

8179
432

Advertencia. Fn esia operacion nos hemos visto obligados
4 multiplicar dos veces por el factor 12, cosa que ocurre con
mueha frecuencia en la teoria de los nimeros complejos; por
eso es muy conveniente saber multiplicar un pumero por 12,
con lanta rapidez como si el multiplicador no tuviera mas que
una cifra, Para lo cual, suponiendo fa memoria bastante ejer—
citada, se puede hacer uso de una Tabla de mulliplicacion
(n.° 18) que alcance hasla el nimero 12 inclusive.

El ejemplo precedente basta para comprender la marcha
que debe seguirse al efectuar esta operacion.

Reera generar,  Multipliquese el mimero de unidades de
especie superior del complejo por el wimero que espresa las
veces que una de ellas contiene d la unidad de la especie in-
mediata inferior, y al producto aiddase las que ya teremos
de esla especie.

Multipliquese el resultado ast oblenido por el wimero
que. espresa las veces que su unidad contiene G la de la es—
pecie inmediata inferior, que es la de la sequnda subdivi-
sion, y al producto arddase el mimero de su especie.

Multipliquese el resultado por el wmimero que espresa las
veces que su unidad contiene @ la unidad de la lercera sub-
division , y al producto aicdase el mimero de esla especie,
y asi sucesivamente hasta Ilegar 4 la tltima subdiyision.

Entonces, al resultado final se pore por denomirador el
wimero que espresa las veces que la unidad de especie su—
perior contiene d la vltima especie; cuyo numero se deduci-
rd-de la tabla del nimero 68.

¢s el ntimero pedido.
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70. 2.° Sea ahora, reducir ¢ nimero complejo el frac-
cionario de v i
0. do Bara <
Se comienza dividiendo 615 por 23 en la forma ordinaria, y
se obtiene el cociente 26 y el residuo 17, pudiendo decirse por

consiguiente que el niimero propuesto equivale & 26 varas mas

33 de vara. Pero como Ia 615 | 23

vara tiene 3 piés, se in— 193 ; .
i 17 126 v, 2 p., 27pule, . T1 =

1 =
fiere que é—g de vara equi- 3 .
17 al : ;
vale & —- de 3 piés, es )
23 12
., 3 veces 17 ——
decir, 4 5 de 60
23

Sty rane
pié (n.° 65), 6 4 53 de 12
168

pié; y tantos piés habra ¢

en el cociente, cuantas

veces contenga 51 a 23, ; :
Se ve, pues, que obtenido un residuo 17, para obtener los piés
equivalentes, debe multiplicarse el 17 por 3 y dividir- el pro—
ducto por 23. Asi se obtiene el cociente 2 piés, y queda un
residuo 5: por consiguiente el niimero propuesto es igual &

5
26 varas, 2 piés y 23 de pié.

Razonando sobre esta fraccion nueva como sobre la ante—
rior, se verd que para reducirla & pulgadas basta multiplicar el
residuo 5 por 12 y dividir el producto por 23; asi resulta el
cociente 2 pulgadas y queda un residuo 14. ’

Multiplicando este nuevo residuo por 12 para obtener las
lineas, tendremos el producto 168, que dividido por 23, d4 el
cociente 7 lineas y un residuo final 7.

Luego el nimero propuesto es igual & 26 varas, 2 piés,

7
2 pulgadas, 7 lineas 23 de linea.

. 7 . 3
La fraccion final 33 suele despreciarse por su pequenez;

pero algunas veces se valtia aproximadamente. Aqui se obser—
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’ ; T 7
varia, por ejemplo, que si en vez de ser 33 fuera 31° equival-

i - e o
dria & 53 pero como el denominador 23 es mayor que 21, se

i 1
infiere que el residuo dado es menor que 3! por un razona-

: 1
miento andlogo se veria que es mayor que 3 oon lo cual te—

nemos ya idea aproximada de su valor.

ReGrA GENERAL.  Para reducir & complejo un nimero
fraccionario, se divide el numerador por el denominador;
el cociente espresa unidades de la especie superior del com-
plejo que se busca. S

81 queda residuo, se multiplica por el mimero que es—
presa las veces que su unidad contiene d la de la especie in-
mediata inferior, y el producto se divide por el mismo de-
nominador; el cociente representa unidades de la sequnda
especie del complejo.

81 queda residuo, se multiplica por el mimero que es—
presa las veces que sw unidad contiene d la de la especie in-
mediata anterior, y el producto se divide por el denomina-
dor; asi se contina hasta obtener cociente exacto ¢ hasta lle—
gar 4 la dltima subdivision. b

71. Las dos operaciones que acabamos de esplicar se com-—
prueban mutuamente, como desde luego puede conocerse.

Asi, por ejemplo, para hallar el nimero complejo que ha

-
producido (n.° 69) la fraccion - , se aplicard 4 esta la re-

1
432
gla del nimero inmediato anterior. Aqui nos reduciremos 4 in—

dicar el calculo que no ofrece dificultad alguna.
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8179 | 432

3859 |18y, 2 p-, 9 pulg., 7L

403
Lo Bi
1209
345
12
690
345
A140
252
12
3024
000

La prueba de la segunda operacion necesita algunas aclara-

ciones.

Despues de aplicar al
numero complejo 26 v.,
20p a2 pule T 1 el
procedimiento de la pri-
mera operacion , se halla
por resultado 11551 L., &

11551

432
como a 11551 1. se ha

sea de vara. Pero

: : ]
de anadir la fraccion 53

hay (ue reducir acquel en-
tero 4 la especie de este
quebrado; para lo cual
se mulliplica el entero
11551 por el denomina-
dor 23, agregindole el
numerador, Asi se ob-
tiene 265680, que sera
el numerador del quebra-
do que se busca: el de—

: 7
Qg Vo, 2p., 2 pule., 71 23
78
2
80
12
960
2
962
12
11544
i
11551
23
34653
23102
i
265680

nominador debe ser 23 veces 432, de modo que tendremos
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265680 : : 615
__fif_J_f , ¥ como este numero ha de ser igual & ——, se
93 veces 432 SO, 23
infiere que 265680 debe ser divisible por 432; como lo es en
efecto, v hecha la supresion de este factor comun, se obtiene el
615

quebrado primitivo-—ogu de vara.

A continuacion ponemos otro ejemplo de la segunda opera-
cion y de su prueba. '
Convertir en niimero complejo de arrobas , libras, on—

o
zas, adarmes y granos, la [raccion 5 de arroba.

Aqui se observa que el numerador 37 no es divisible por
el denominador 42: esto manifiesta que el complejo huscado
carecerd de la unidad superior, es decir, no llegard & valer
arrobas.

Procédase, pues, a valuarle en libras, ele.

Operacion. - Prueba.
‘37 ; 4
o : 0@.,221b., 0 0., 6 ad. 5
185 , 19
74 200 g
925 42 ik £38 1"y
085 : A b L
011221bh., 00., 6 ad. —. 35200
16 o 16
16 2112
16 : ; 352
96 | Sais &
£ 5638
256 42
004 11276
. 22552
4
- 236800
236800 37 236864 | Gigw
19x6400 — 12 LEG A s

00
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72.  Por medio de estas dos operaciones preliminares pue
den reducirse las cuatro principales de los nimeros complejos 4
las de quebrados esplicadas en el capitulo precedente. En efec_
to, los complejos dados para operar pueden siempre redy—
cirse & mimeros fraccionarios de la unidad principal (pop
la regla del n.° 69), efectudandose despues con los mimerog
asi transformados las operaciones pedidas, segun las reglas
ordinarias del calculo de quebrados, y obteniéndose por resul—
tado un nimero fraccionario que se convierte en complejo por

la regla del n.° 70.
Pero este método es en general menos espedito que el que
vamos & esponer, sobre todo en las tres primeras operaciones,

=

SUMA DE NUMEROS COMPLEJOS.

73. [Esta operacion se verifica casi del mismo modo que [a
suma de enteros. Se escriben los sumandos unos debajo de
otros , de modo que se correspondan en columna los 6rde-
nes y las especies iguales; se empieza & sumar por la co-
lumna de especie inferior, y la suma se escribe debajo si no
lega d valer una unidad del érden inmediato superior;
pero st llega 6 pasa del mimero necesario para valer una
unidad de esa especie, se reduce a ella, el residuo se es—
cribe debajo de la columna , y el cociente se guarda para
agregarlo d las de su especie. Se suman estas en seguida,
procediéndose en ellas como con las anteriores, Y ast se
contintia hasta llegar & la superior.

PRIMER EJEMPLO.

Sumar los nneros

765 d. 19 rs. 7 mrs.
1279 17 6
915 13 11
2594 19 8 .
589 8 6
Suma. 6145 d. 17 rs. 4 mrs.

Sumando primero los maravedises, hallo por suma 38, es
decir, 1 real y & maravedises, escriho los 4 maravedises y guar-
do el real para sumarlo con las unidades de su especie.
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Jista nueva suma me da 37; escribo el 7y guardo el 3 para
sumarlo con la columna de las decenas de reales, lo que da 7
decenas de reales; como son _necesar-ias 2 decenas de reales
para hacer un duro, tomo- la-mitad de 7, que ¢s 3, con 1 por
residuo; escribo este residuo, y llevo 3 duros para sumarlos con
la columna de los.duros; lor cual se verifica como ya sabemos.
La prueba se hace de-la misma manera que’en los ente—
ros. (Véase n.* 15.)

SEGUNDO EJEMPLO.

Sumar 59 @, 10 Ib. 6 onz. 12 ad.

AT i 14 42 [ 16
66 20 4 10 10 [5—
70 g 6

9243 @, 19 1b. 3 onz. 10 ad.

Sumando los adarmes, hallo la suma 42, que escribo apar-
te como se ve en el ejemplo; divido 42 pord6, numero de adar-
mes que contiene la onza, y obtengo el cociente 2 y el residuo
10; escribo el 10 debajo de la columna de los adarmes y guar-
do el 2 para sumarlo con la de las onzas. Sumo estas y encuen-
tro 19, que forman 1 libra y sobran 3 onzas; eseribo las 3 de-
hajo de su columna y llevo la 1 libra para sumarla con las de
su especie. Del mismo modo continto hasta llegar 4 la especie
superior.

RESTA DE NUMEROS COMPLEJOS.

T4  Se escribe el sustraendo debajo del minuendo de
modo que se correspondan las especies iguales; se empieza la
resta por las unidades de especie inferior, se resta cada
especie del sustraendo de su correspondiente del minuendo,
y debajo se van escribiendo los restos: si alguna especie del
sustraendo fuera menor que sw correspondiente del minuen-
do, no pudiendo hacerse la resta, se aiadird al minuendo
una unidad de la especie inmediata superior, reducida ale
especie de que se trata, con lo cual podra hacerse la resta,
y para que la operacion no se altere, se anade una unidad
al sustraendo parcial siguiente. :
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PRIMER EJEMPLO.

Del mimero, . . . .. 327d. 11 rs. 7 mrs.
hay que restar. . . . . . 189 15 Ly
Lresiduo. . . 137d. 15 rs. 30 mrs.

prueba. .. 327 B s e O

Como no se pueden restar 11 maravedises de 7, se anade
& estos ultimos un real, 6 34 maravedises, lo que di 41; y se
dice: de 11 & 41 van 30, que se escribe debajo de los mara_.
vedises, ! ;

Pasando en seguida 4 los reales, se dice (obser. n,° 14): de
16 4 11 no puede ser, pero afiadiendo 4 11 reales un duro, ¢
20 reales, se obtienen 31 reales, v se dice: de 16 4 31 van 15,
resto que se escribe debajo de los reales.

Por tltimo, se restan 190 de 327, y quedan 137:

Asi, pues, el resto de la sustraccion es 137 duros, 15 rea-
les, 30 maravedises, lo que se puede comprobar haciendo la
suma del residuo y el sustraendo.

SEGUNDO EJEMPLO.

Y P R S P L T TR R
se quieren restar. . . 27 2 11 7
122 p T hile 4 0]

R e

Como no se pueden restar 7 lineas de 3, se afiade & este 1
pulgada, ¢ sea 12 lineas, lo que da 17; y se dice: de 7 & 17 .
van 10. Despues se dice: de 12 4 7 no puede ser; pero de 12
a7 mas 12, 6 19, van 7. Pasando & los pids, de 3 4 2 no pue-
de ser, pero anadiendo 1 vara, que vale 3 piés, se tiene 3 mas -
2, 0.5,y se dice: de 3 4 5 van 2. Restando, en fin, 28 varas
de 39 resulta 11; luego el resto pedido es 11 varas, 2 pics,
7 pulgadas, 10 lineas.
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TERCER EJEMPLO.

[7n vaso leno de liquido pesa. 171b. Sonz. 4ad. 17 gr.

El vaso vacio pesa. . . . . . A4 7 g it
Se pregunta el peso del liguido. 12 1. 130nz. 13ad. 24 gr.
Pruebasc v v o AT B T

Es claro que si se resta del peso total del vaso lleno el peso
del vaso vacio, el resto debe representar el peso del liquido.

Como no se puede restar 29 de 17, se adade & este mime—
ro 1 adarme, que vale 36 granos, y se dice: de 29 &4 17 mas
36, 6 53, van 24. Despues, de 7 a 4 mas 16, 6 20, van 13.
Pasando 4 las onzas, de 8 4 5 no puede ser; pero como una
libra vale 16 onzas, se dice: de 8 4 5 mas.16, 6 21, van 13.
Finalmente, de 5 & 17 van 12. :

Luego el peso del liquido es 12 libras, 13 onzas, 13 adar-
mes, 22 granos.

MULTIPLICACION DE NUMEROS COMPLEJOS.

Esta operacion es ias dificil que las dos primeras, exige
mucha atencion, y no puede esplicarse bien sino por medio de
ejemplos.

Para mayor claridad distinguiremos dos easos principales:
o siendo el multiplicando complejo,-es incomplejo el multipli-
cador; 6 siendo el multiplicando coniplejo 6 incomplejo; es el
multiplicador complejo. ; ‘

75.  Consideremos primero el caso de ser complejo el mul-
tiplicando ¢ incomplejo el multiplicador.

Sea multiplicar. . . . .+ A27d. 17rs. 11 mrs.
porisn iy 01 9

3850 d. 15rs. 31 mrs.

Se obtiene este producto multiplicando por el multiplica-
dor cada wna de las partes del wm.!-ltiflica-ndo, empezando
por la especie inferior y teniendo cuidado de amadir a los
productos de especies superiores las unidades de su especie
deducidas de los productos inferiores.
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Asi se dice: 9 veces 11 maravedises son 99 maravedises,
que hacen 2 veces 34 maravedises, 6 2 reales, y quedan 34
maravedises ; se escribe este sobrante y se guardan los 2 rea—
les, para anadirlos al producto de los de su especie.

Ahora se sigue diciendo: 9 veces 17 reales hacen 153 rey.
les, v 2 que llevaba son 155 reales, que hacen 7 duros, y so—
bran 15 reales: se cseribe este residuo, y se guardan los 7 du-
ros para aiiadirlos al producto de su especie, que se obtiene
como cualquier otro producto de nimeros enteros.

Resulta de este modo que el producto total es 3850 duros,
15 reales, 31 mrs.

En este ejemplo, como el multiplicador solo tiene una ci-
fra, se han podido determinar de memoria y muy facilmente
los reales producidos por la multiplicacion de los maravedises,
¥y los duros producidos por la multiplicacion de los reales.

Sic el multiplicador consta de varias cifras, no podran hacer-
se de memoria las reducciones; serd preciso hacer aparte las
multiplicaciones y divisiones parciales necesarias para redueir
las especies inferiores & superiores, y por eso se prefiere en
este caso el siguiente procedimiento.

Multiplicar el nimero. . . 49 d. 15 rs. 17 mrs.
PORSEE ek e 35
245
147
parte correspondiente a 10 rs. . 17 540 15,
ains 8 ilh -
@ 17 mrs. ] 7 17 mrs.

1742 2 17

Despues de efectuar la multiplicacion de 49 por 35 en la
forma ordinaria, pasamos 4 la multiplicacion de 15 por 35:
para obtener en duros el producto desde luego, se observa.
que si hubiéramos de multiplicar 35 por 1 duro, el producto

; 15
serian 35 duros; pero 15 reales 6 30 de duro, son tres cuar—

tas partes de duro; 6 bien, 10 reales que son medio duro, ¥
5 reales que son un enarto de duro: luego ¢l producto pedido
equivaldra & la mitad mas un cuarto de 35 duros. Diremos
pues: la parte correspondiente & 10 reales 6 medio dure, son
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17 duros, y sobra uno que vale 20 reales, cuya mitad son 10
reales : luego el producto de 35 por 10 reales es 17 duros y
10 reales. ;

Tomando ahora la mitad de 17 duros v 10 reales, tendre—

mos 8 duros y 15 reales, que serd el producto de 35 por 5
reales. ; ;
Pasando 4 los maravedises, observamos que 17 maravedi—
ses equivalen & medio real, o 4 la mitad de la quinta parte
de 5 reales, 0 en fin, & la décima parte de 5 reales : luego el
producto de 35 por 17 maravedises debe ser la décima parte
del producto de 35 por 5 reales: tomemos pues la décima par-
te de 8 duros y 15 reales: 8 duros no es divisible por 10; pon-
go cero en los duros y los reduzeo 4 reales: 8 duros son 160
reales, y 15 que hay ademds son 175: la décima parte de 175
son 17 reales y sobran 5 reales, los cuales reducidos & mara—
vedises hacen 170 maravedises: la déciima parte de 170 son
17 maravedises exactamente, '

Tenemos ya obtenidos todos los productos parciales; tiran—
do ahora una raya y sumando como complejos, tendremos el
producto total 1742 duros, 2 reales, 17 maravedises.

Este modo de obtener los productos de las especies inferio-
res, se lama método de partes alicuotas , porque consiste en
descomponer los nimeros de unidades de dichas especies en
partes alicuotas ya de la unidad privcipal, yo de otras sub-
divisiones; es decir, (n.° 51) en partes que esten respectiva—
mente contenidas un numero exaclo de veces unas en otras; y
entonces para formar el producto correspondiente 4 una de ellas,
se toma de uno de los productos precedentes la parte indicada
por el namero de veces que la parte alicuota considerada estd
contenida en la parte que ya dio el producto de que nos ser—
vimos, .

Sirva de nuevo ejemplo multiplicar. . 19 v, 2.p., Tipulg.

por. . 4

95

76

parte correspondiente 4 1 pie. . . . 15

jdof i cedte o i

parte correspondiente & 4 pulg. . . 9
id. R e s B 3

893 v., 2p., 3 pulg,
7|
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Hecho el producto de 19 varas por 45 en la forma ordina-
ria, se procede 4 multiplicar por 45 los 2 piés, y se observa
que 2 piés equivalen a gde vara; de modo que tomando dos ve-
ces la tercera parte del producto que daria una vara, se ten-
dria_el producto pedido: una vara por 45 daria 45 varas; la
tercera parte son 15 varas; escribo, pues, dos veceslas 15 va-
ras, y queda hecho el producto parcial.

Pasando & las pulgadas, vemos que 7 pulgadas son 4 pul-
gadas mas 3 pulgadas, es decir, la tercera parte mas la cuar—
ta parte de un pié: luego el producto que han de dar las 7 pul-
gadas ha de ser la cuarta parte mas la tercera parte del pro-
ducto que ha dado 1 pié, es decir, de 45 varas: la tercera
parte de 15 varas son 5, que eseribo: la cuarta parte de 15
son 3, que escribo; me sobran 3 varas que hacen 9 piés; la
cuarta parte de 9 piés son 2 y sobra 1 pié, que hace 12 pul-
gadas; la cuarta parte de 12 pulgadas son 3 exactamente: es—
cribo estos resultados, y tengo todos los productos parciales:
los sumo, y obtengo el total 893 varas, 2 piés y 3 pulgadas.

76. Consideremos ahora el caso de ser complejo el multi—
plicador, poniendo primero tn ejemplo noimuy complicado.

Costando d 8 duros, 6 reales y 12 maravedises la vara
de una tela, se quiere saber cudnfo costardan 11 varas y 3
palmos.

8d., 6 rs., 12 mrs.
11 v., 3 palmos.

38
Parte correspondiente 4 5rs. .. . . 2d., 15 rs.
Parte correspondiente 41 real. . .. 0 11

ad2imrsie. e 3 30
42 palmos. . 4 3 6
alpalmo.. . 2 1 20

97 d., 14 rs., 22 mrs.

Como una vara cuesta 8 duros, 6 reales, 12 maravedises,
es claro que 11 varas costaran 11 veces 8 duros, 6 reales y
12 maravedises. —Haremos, pues, la multiplicacion por 11 va-
ras en la forma ya esplicada, advirtiendo unicamente que no
siendo 12 maravedises parte alicuota de 1 real, hemos consig—
nado directamente y por una sencilla multiplicacion que las 11
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varas 4 los 12 maravedises dan 3 reales y 30 maravedis, como
se ve en el ejemplo.

Pasemos ahora 4 la multiplicacion de los 3 palmos, y ob-
servemos que 3 palmos son media vara y la mitad de media
varw: luego si una vara vale por hipotesis 8 duros, 6 reales,
12 maravedises , media vara valdrd la mitad, 6 sea 4 duros,
3 reales y 6 maravedises, cuya cantidad se escribe debajo: y
el palmo sobrante, que valdra la mitad de lo que vale la. media
vara, valdra evidentemente 2 duros, 1 real, 20 maravedises.—
Sumando ahora los productos parciales, se obtendra el produe-
to total 97 duros, 14 reales, 22 maravedises. '

Se ve, en virtud de este ejemplo, que, cuando el multi-
plicador contiene partes 6 subdivisiones de la unidad prin-
cipal, el artificio del método consiste en descomponey las sub-
divisiones de este faclor en pARTES AvLicUOTAS, ya/de la uni-
dad principal, ya de ofras inferiores, tomando/despues del
mulliplicando 6 de los productos parciales conpenientes las
partes indicadas por dichas partes alicuotas

Propongamonos, por segundo ejemplo, délerminar cudn-
fo cuestan 69 varas, 2 pi¢s y T pulgadas de wna obra cual-
quiera, suponiendo que cada vara cuesta a 5 duros, 11 rea-

es i 23 maravedises. \‘_g%;;,}_‘

5d., 11 rs., 23.mrs,

69 V., W2 pl i Table,
1

345 7
34 10 rs.
3 9
1 14 17
0 12 6
LR /)
1 17 7 :‘ ..--ﬁfi
D N
1 l 17 7 FREET
Al 5 1D §9
0 18 20 T
: ) 7 A7
390 L ps B3 s L :

36
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Supondremos aqui, como en el ejemplo precedente, que se
ha efectuado el producto de 5 duros, 11 reales, 23 maravedi-
ses por 69, y pasaremos tinicamente 4 esplicar el pormenor de
la determinacion del valor de los 2 piés y 7 pulgadas.

Para esto observemos que costando la vara 5 duros, 11 rea-
les y 23 maravedises, es claro que 2 piés, que son dos terce—
ras partes de vara, valdrén dos terceras partes de esa misma
cantidad , 6 dos veces una tercera parte de ella, es decir, dos

veces 1 un duro, 17 veales, 7 maravedises 3 que por esa ra-

zon se escribe dos veces como producto parcial.

Ahora observamos que las 7 pulgadas se componen de 6
pulgadas mas 1 pulgada: 6 pulgadas son medio pié: un pié
vale, segun acabamos de ver, 1 duro, 17 reales y 7 marave—

dises g; luego medio pié 6 6 pulgadas valdran la mitad de ese

; o :
valor, es decir, 18 reales, 20 maravedises 6 eseribo, pues,

debajo de os anteriores este nuevo producto. parcial. Réstanos
hallar el valor de wna pulgada,, que siendo evidentemente la
sesta parte del valor de 6 pulgadas, se hallard tomando la ses-

59 : : : :
ta parte de 18 reales, 20 6 maravedises. Heeho asi, se ohtiene

: 17
el ultimo producto parcial 3 reales, 3 36 maravedises, que se

escribe debajo de los anteriores, sumdndolos todos para obte—
ner el producto total.

En esa suma se notara que todos los denominadores de los
quebrados de los productos parciales son sub-multiplos de 36,
y por consiguiente pueden reducirse 4 un mismo denominador
por la regla simplificada del n.° 48.

Hasta ahora el multiplicando ha representado unidades de
monedas y el producto ha resultado de la misma naturaleza.
Ahora vamos 4 resolver una cuestion en que el multiplicando
¥y el producto representan varas, piés y pulgadas.

Con un duro se pagan 69 varas, 2 piés y 7 pulgadas de
un trabajo; se desea saber cudantas varas , piés y pulyadas
podran pagarse con 5 duros , 11 reales y 23 maravedises.

Es evidente que para obtener el nimero de varas, ete.,
pedido, es necesario mulliplicar las 69 varas, 2 piés, 7 pulga—
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das, por 5 duros y por las subdivisiones de duro que indica
el enunciado; pues si.con tn duro se pagan 69 varas, 2 piés

Blatsie 1
y 7 pulgadas, con 11 reales, que son 20 de duro, se pagaran

%%) de 69 varas, 2 piés y 7 pulgadas, 6 1o que es lo mismo ‘12—;,

1 ;
que ¢és la mitad, mas 5 due es la décima parte de la mitad.
A continuacion ponemos el caleulo.

69 v., 2p., T pulg.
5d., 11 rs., 23 mrs.

345 v..
Parte corresp.t® & 1 p. . 1 2 p.

idy Seonis o il 2

a6pulg. 0 2 6 pulg.
b W e B 0 5
a10 rs. 34 2 9 61.

ol dualyie 8 1, Wevid 9
i A e P
a 17 mrs. 2 2 3 '3
: 13 . 26
HER LI TR 0 0 7 & ﬁ”'ﬁ
\id e
a id. Tl ; Lﬁ...&i

- ; 413 2_6
addy 28,1040 0 7 1731

3

: 27
390 v., Op., 3 pulg. 33—41.

77.  Advertencia. Obsérvese que en este tiltimo ejemplo
son los factores los mismos del anterior, y sin embargo se han
obtenido resultados que no difieren en el entero del producto,
pero que se diferencian en la naturaleza de la umdadoprhnclpal
¥ en sus subdivisiones. Asi, pues, el principio del n.* 25, que
dice : puede invertirse el drden de los factores, sin alterar
el producto, parece solo cierto respecto de los mimeros abs—
tractos. Para hacerle aplicable al caso de dos nimeros comple-
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Jos , seria neeesario concebir reducido cada uno de estos 4 ni—
mero fraccionario (n. 69) de su unidad principal respectiva; y
los miimeros que se obtuvieran invirtiendo el orden de los fac—
tores serfan iguales, escepto en la naturaleza de su unidad prin-
cipal,, que serfa diferenite en cada producto. En efecto, segun
la definicion de la multiplicacion, siempre que se consideran mi-
meros concretos, el producto y el multiplicando deben ser de
la misina naturaleza; mientras que el multiplicador , aunque
puede al pronto representar un nimero concreto al tiempo de
hacer la operacion , debe siempre considerarse como un nime—
ro abstracto que dice cudntas veces se ha de tomar el multipli-
cando, & qué parte se ha de tomar del mismo. Por consiguien-
te, antes de ejecutar cualquier multiplicacion debe determinar-
se cudl de los dos factores se ha de elegir por multiplicando,
poniendo al efecto aquel factor que tenga la misma naturaleza
que en el enunciado de la cuestion se asigne al producto.

78. La division es la prueba natural de la multiplicacion;
pero en geticral es mas fécil, 4 causa de las fracciones compli-
cadas que suele contener el producto, duplicar el multiplican-
do y tomar la mitad del multiplicador, 6 reciprocamente.
Encargamios 4 los principiantes que repitan las operaciones an-
teriores, probandolas por ese método: el producto dehe resul—
tar el mismo.

A continuacion ponemos nuevos ejemplos que servirdn de
ejercicio.
Multiplicar 254 @., 11 1b., 8 onz., por 35 rs., 17 mrs.

11
Producto: 9033 rs., 11 mrs., 50 de maravedi.

Multiplicar 17 rs., 25 mrs., por 24 v., 2 palm. , 1 pulg
' 252
8 — i A3 ¢
603 l.meqs ‘
Producto: 435 rs., 12 mrs.
En ¢l capitulo VI encontraremos cuestiones que nos con-
ducirdn 4 esta clase de operaciones.

e

DIVISION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

. Tambien aqui distinguiremos dos casos princi})aies: oel di-
dividendo y el divisor son de distinta natura eza, d son de
la misma naturaleza.

79. Priver caso. Kl dividendo y divisor son de natura-
leza diferente.
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En este caso puede ocurrir que el divisor sea incomplejo, 6
que sea complejo. : , _
1.° Si el divisor es incomplejo, considérese como niimero
abstracto, y efectiese la division del dividendo por el divi-
sor, reduciendo el cociente @ unidades {)f"i'ncipa es y subdi-
vistones correspondientes de la naturaleza del dividendo.
2.°  Si el divisor es complejo, conviértase (n.° 69) en nii-
mero fraccionario de su unidad principal, y queda la ope-
racton reducida d dividir un entero por un quebrado, cui-
dando de reducir el cociente @ unidades superiores y sub—
divisiones de la naturaleza del dividendo. :
S /
\ . PRIMER EJEMPLO.
*
Se desea saber el precio de la vara de una tela bajo. el
supuesto de haber comprado 123 varas por 458 duros, 3
reales y 1T maravedises.

Si fuera co-
nocido el pre— 458 d., 3 rs., 17 mrs. | 123
bl 3 d., 14 1., A7 mrs.

obtendriamos 20
el producto 78y

A58 duros, 3 3
reales y17 ma- ————
ravedises, mul- 1?% “ &
tiplicando las Ogl i
123 varas por 3

dicho  precio: __“*
luego para ob- 244

tenereste, sera 183

preciso dividip 17

por123 el pro- 2001

ducto cono— (861

cido. 000

Colocamos, - Ay

pues, el dividendo y divisor en la forma acostumbrada, y di-
vidimos la especie superior, ¢ sea los 458 duros, por el 123,
lo cual da 3 duros de cociente, quedando 89 duros de residuo:
reducimos este residuo 4 reales, que es la especie inmediata in-
ferior, afiadiendo al producto los 3 reales que tiene el dividen—
do: asi obtenemos un nuevo dividendo 1783 reales, que divi-
dido por 123, di 14 reales de cociente, y quedan 61 de resi-
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duo. Reducimos estos reales 4 maravedises, aiadiendo al pro—
ducto los 17 del dividendo, con lo cual obténemos el nuevo di-
videndo 2091, que dividido por el 123, da de cociente exacto
17 maravedises. :
Luego el cociente total 6 el precio de la vara son'3 duros,
14 reales y 17 maravedises.

SEGUNDO EJEMPLO.

: 1t :
Por 9033 reales , 11 50 maravedises, se han comprado

254 arrobas, 11 libras, 8 onzas, de un género cualquiera:
se desea saber a como sale la arroba.

Si el precio de la arroba fuera conocido, multiplicandole
por 254 arrobas, 11 libras, 8 onzas, deberia obtenerse 9033

reales, 11 50 maravedises ; luego en el caso inverso habremos

de dividir este mimero por el 254 arrobas, 11 libras, 8 onzas.

j A 101784 254@.,111b.,80
C @ R O v e ) ? 2 3
9033 rs., 11 5 mrs. w00 " 2 95
: 1270
11 ; 508
9033 rs., 11 17 mrs. 11
- 50
Al TTE361
3613200 16
1 AR
2 it
3613332 Llotse U8 R
559812 351s., 17mrs, ———-—
50892 101784
34
203568
152676
1730328 . -
0712488
000000

Se rcd'uuu lo primero el divisor 254 arrobas, 11 libras,
B onzas, d fraccionario de arroba, y se obtienc el numero
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_1_9;;;4— arrobas; poneinos el 400 por denominador, porque Ia

onza, que es la tltima especie, esta contenida 400 veces en la

arroba. Tenemos, pues, que dividir 9033 reales, 11 gt mara-

50
: 102784 s
vedises, por — o0, para lo cual (n.° 62) multiplicaremos el

dividendo por 400, lo cual dd 3643332 reales, como se ve en
el ejemplo, ¥ este producto se partird por 102784: asi obte-
nemos el precio deseado, que son 35 reales, 17 maravedises.

Estos ejemplos bastan para ensenar la marcha que debe se-
guirse en otro eualquiera andlogo.

80. Seeuxpo caso. Si el dividendo y divisor son de Ila
misma naturaleza, redizcanse ambos (n.° 69) d su infima es-
pecie; efectiieseda division de wn resultado por ofro, y con-
viertase el cociente, por la regla del n.° 70, en mimero com-
plejo de la naturaleza que indique el enunciado de lu
cuestion. ;

» Aclararemos la regla con ejemplos.

PRIMER EJEMPLO.

Costando 17 reales y 25 maravedises la vara de una
obra, se desea saber cudntas varas podran hacerse con
435 reales, 12 maravedises. :

Si se supiera el nimero de varas, es evidente que multipli-
cdndole por el precio 17 reales, 25 maravedises, se obtendria
el producto 435 reales, 12 maravedises. Luego 4 la inversa,
para obtener aquel nimero debera dividirse este producto, que
es conocido por el precio que lo es tambien: debemos, pues,
dividir 435 reales, 12 mavavedises, por 17 reales, 25 mara-
vedises. '
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14802 603
435 rs., 12 mrs. :——8—— rs. 177s., 20 mrs. =-—z-rs,
34 34 34 ¢
1740 . 68
1305 51
12 25

14802 603

14802 | 603
2742 959 i
330 | 24v., 2palm., 1 pulg., 8 ——
A 603
1320
114 :
9 .
1026
423
12
846
423
5076
252

Despues de reducir ambos nimeros 4 maravedises, encon-

: - ., 14802 ;

tramos que el primero equivale & T de real y el segundo &
03

BT de real. Para dividir el primer nimero por el segundo,

se debe invertir la fraccion-divisor (n.° 62), lo cual dd ——

A
603”7
I debe multipli Mo i [ 34 entra
ahora se debe multiplicar ata por 603 7 ¥ como e

por factor en cl producto de los numcradores yenel de los de-

nominadores, puede suprimirse, y resulta — - ; luego queda

14802
603 °
la opt'racmn reducida a dividir 14802 por 603, que es la re-
gla dada arriba. No nos delcndromos en csphcal esa division

que se efectta por la regla del n.° 70, como se ve en el ejem—
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plo; observaremos solamente que segun el enunciado del pro—

-

8
blema el quebrado 603 debe valuarse en varas, palmos, ete.

9
Asi resultan 24 varas, 2 palmos, 1 pulgada, 8 %’lineas.

SEGUNDO EJEMPLO.

Si 15 varas y 3 palmos de cinta cuestan 1 duro, jeudn-
to costaran 275 varas, 2 palmos y 7 pulgadas ?

Si conociéramos la suma pedida, multiplicindola por 15 va-
ras v 3 palmos, deberiamos obtener las 275 varas, 2 palmos y
7 pulgadas ; 6 bien tambien, las 275 varas, 2 palmos y 7 pul-
gadas contendrén & 15 varas y 3 palmos tantas veces como du-
ros deban pagarse por ellas. Luego deberemos dividir el primer

numero por el segundo, y el cociente espresard la cantidad
buscada.

275 v., 2 palm., 7 pulg. 15 v., 3 palm.
4

) 14,
" 1100 60
2 3
1102 63
0 )
9918 567
¥ hruslh
9925
9925 | 567
4255 56
286 | 17d., 10rs., 2 o7 Is:
20 A
5720 /
0050
34
1700
566

Despues de reducir ambos ntmeros complejos & pulgadas,
que es la ultima de las subdivisiones que contienen, encontra—
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¢ ; 9925
mos que el primero equivale & T
567

%—‘de vara: multiplicando el primero por este invertido, re-

sulta

de varay el segundo 4

9925 : ; 5 : :
g7 7Y reduciendo & complejo este nmero {racciona—
rio, se encuentra finalmente

.

566 3
17 duros, 10 reales , 2 —— maravedises.
o267 .

Advertencia.  Aunque uno de los términos de la division
fuera incomplejo, deberia, sin embargo, reducirse 4 fracciona-
rio de la nltima especie del otro.

81. Observacion. Siempre que dividendo y divisor son
de la misma naturaleza , el enunciado de la,cuestion es wni-
camente el que fija la especie de la unidad principal del co-
ciente. Pero cuando dividendo y divisor son de distinta natu—
raleza, el cociente es de la misma que el dividendo, porque
siendo el dividendo un producto, debe ser (n.° 77) de la misma
naturaleza que uno de sus factores. ;

82. La prueba de la division podria hacerse por multipli—
cacion ; pero es mas comodo duplicar ambos numeros, 6 tomar
la mitad de ambos, y hacer asi una nueva division que debers
dar el mismo cociente (n.” 43) que la anterior.

Sin embargo, como cjercicios de division pueden hacerse
las pruebas de las multiplicaciones arriba puestas.
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© CAPITULO 1V,

sy

De las fracciones decimales y del nuevo sistema de pesos
: y medidas.

§. L. De las fracciones decimales.

83. La manera mas comoda y sencilla de subdividir la uni-
dad principal en el sistema ordinario de numeracion es subdivi-
dirla en partes que van disminwyendo de diez en diez sucesi-
vamente, y que por eso se llaman fracciones decimales. Este
método ticne la gran ventaja de referir inmediatamente, 6 por
medio de transformaciones facilisimas, las operaciones de que—
brados & operaciones de enteros, como tratamos de esplicar en
este capitulo despues que hayamos espuesto la numeraeion de
las dichas fraceiones decimales, es decir, su nomenclatura y el
modo de escribirlas en cifras.

Su nomenclatura es muy facil: asi como duplicando la uni-
dad sucesivamente se forman nuevas unidades que van toman-
do los nombres de decenas, centenas, millaves, decenas de
millar, etc., asi tambien de un modo andlogo, aunque inverso,
se ha concebido la unidad principal dividida en diez partes
iguales que se han llamado décimas ; cada décima en diex par-
tes iguales que se han llamado centésimas (porque la unidad
principal contiene diez veces diez partes 0 cien partes de ellas);
tada centésima en diez partes iguales que se han lamado mi-
lésimas : cada milésima en diez partes lamadas diezmilési—
mas ; y asi se han formado sucestvamente las cienmilésimas,
millonésimas , diezmillonésimas,...., etc., con lo cual tene-
mos vya la denominacion de todas las especies de unidades en
que Ta unidad principal puede irse subdividiendo.
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Respecto de la manera de escribir esas fracciones en cifras,
resulta del principio fandamental de la numeracion eserita e
los' niimeros enteros (n.° 51) que, contando de derecha # iz—
quierda, tienen las cifras valores relativos (ue van creciendo
de diez en diez; y por consiguiente contando 4 la inversa, de
izquierda & derecha, van disminuyendo de diez en diez. Luego
si 4 la derecha de un nimero entero ya escrito en cifras se es—
criben mas cifras, teniendo cuidado de separar estas de aque—
llas por medio de un signo cualquiera, por ejemplo una coma,
tendremos con solo eso representadas las partes menores de Ia
unidad en la disminucion progresiva de diez en diez, es decir,
las décimas, centésimas, milésimas, ele. '

Asi, el conjunto de cifras 24,75 espresara 24 unidades , 7
décimas y 5 centésimas ; 5,478 espresard 5 unidades, 4 déci-
mas, 7 centésimas y 8 milésimas.

84. Propongimonos enunciar en lenguaje ordinario el
numero. ... 56,3506.

Este numero puede desde luego enunciarse asi: 56 unida—
des, 3 décimas, 5 centésimas, O milésimas y 6 diezmilési-
mas; pero observemos que 3 décimas valen 30 centésimas, 6
300 milésimas, 6 3000 diezmilésimas ; de la misma manera,
5 centésimas valen 50 milésimas, 6 500 diezmilésimas; lue-
go el nimero total se enunciard 56 unidades, 3506 diczmilé-
simas; de modo que para enunciar en lenguaje ordinario un
numero fraceionario decimal escrito en cifras, es iecesario
enunciar separadamente la parte entera, es decir, la que
estd d la izquierda de la coma, enunciar en sequida la par-
te queesta d la derecha como si espresara un mimero ente-
10, y aiadir al final del enunciado el nombre de la unidad
de la wltima subdivision decimal.

Asi, 7,49305 representa T unidades y 49305 cienmilé—
stmas. Del mismo modo, 249,007056 se enuncia 249 wnida-
des y 7056 millonésimas.

Se puede tambien si se quiere comprender en un solo enun-
ciado la parte entera y la parte decimal. En efecto, tomemos
por ejemplo el nimero 56,3506; como una unidad vale 10 dé-
cimas, 6 100 centésimas, 6 1000 milésimas, 6 10000 diezmi-
Iésimas , se sigue que 56 unidades equivaldréin 4 560000 dies-
malésimas; y por consiguiente 56,3506 representa 563506
diezmilésimas ; de la misma manera 7 unidades valen 700000
cienmilésimas , por consiguiente el nimero 7,49305 vale
749305 cienmilésimas : es deciv, que basta despues de ha—
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per enunciado el n;&mew como St 1o hu-b'a"enja coma, .colocar
al final del enunciado el nombre de la wllima subdivision.
Sin embargo, estd mas en uso enunciar Ia parte entera separa—
damente (*). gk i

Reciprocamente, propongamonos escribir en cifras una
[fraccion decimal enunciada en lenguaje ordinario.

Sea la cantidad veinéinueve unidades, trescientas cincuen—
ta y cuatro milésimas. Se escribe desde luego la parte entera
29; despues, como 300 milésimas equivalen & 3 décimas, y
50 milésimas equivalen & 5 centésimas, se pone la comi a la
derecha del 29 y se escriben en segunida sucesivamente las ci—
fras 3, 5y 4; resultara ser 29,354 la cantidad enunciada. Del
mismo modo ctento nueve unidades, dos mal 'tres diezmilési—
mas, se eseribiran 109,2003.

Propongamonos ahora eseribir la cantidad 8 unidades,
37 milésimas. -

(émo 30 milésimas hacen 3 centésimas, y no hay décimas
en el enunciado, se eseribe 8,037; es deeir, que se pone 4 la
derecha de la coma un cero para ocupar el lugar de las déei—
mas y dar & {as cifras que siguen su verdadero valor.

RecrLa cExeraL. Para escribir en cifras una cantidad de—
cimal enunciada en lenguaje vulgar, se empieza por escribir

la parte entera, y se pone una coma; despues se escriben @

la derecha de esta coma sucesivamente las cifras que repre-
sentan las décimas, las centésimas, etc., cuidando de reem-
plazar con ceros los drdenes que falten. ‘

Si no hay parte entera, es decir, si el nimero propuesto es
una fraccion propia, se escribe wn 0 para ocupar el lugar de la
parte entera, y se confinia despues, sequn acabamos de de—

(*) Para enunciar la parte decimal, propondremos tambien
otro medio que en gencraF suele ser mas comodo en la practica.
Despues de enunciar la parte entera en la forma ordinaria , divi-
ase mentalmente la parte decimal en secciones de d tres cifras

empezando desde la coma {la Gliima seceion podrd & veces tener
solo una 6 dos cifras); entnciese en sequida cada seccion separa-
damente , anadiendo al fin de cada enunciado parcial el nombre
de la unidad de la especie de su ultima cifra.

Eseypros. — El ntimero 2,74986329 se enuncia: 2 unidades,
749 milésimas, 863 millonésimas , 29 cienmillonésimas.

14£,0230000764 se enuncia asi: 14 unidades, 23 milésimas,
0 millonésimas, '76 billonésimas , & diezbillonésimas.
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cir. Asi, diez y siete centésimas se representan por 0,17,
ciento veinticineo diezmilésimas por 0,0125; doce mil dos-
cientas cuatro millondsimas por 0,012204.

Por tltimo, puede suceder que en el enunciado no se dis-
tinga la parte entera de la parte decimal, en cuyo caso es mas
facil eseribir el niunero en cifras, pues se escribird la canti-
dad como si espresara unidades enteras, y degmes se colo-
eard una coma de manera que la wWtima cifra dela derecha
esprese unidades de la especie que marca el enunciado.

Por ejemplo, para escribir la espresion cuatro mil doscien-
las catorce centdsimas, se eseribe desde luego 42145 y como
el altimo guarismo debe espresar ceéntésimas, se pone la coma
entre el 2 y el 1, lo que da 42,14.

De la misma manera, doscientas cincuenta y tres mil vein—
tinueve diezmilésimas, se representard por 25,3029; y asi de
los demas. : ;

85. Ya pueden empezar & comprenderse ahora las ventajas
que proporciona esta manera de eseribir las fracciones decima—
les. Un quebrado comun se compone ordinariamente de dos ni-
meros colocados uno sobre otro, que son el numerador y el de-
nominador; pero en los decimales el sitio de la coma basta para
indicar el denominador , que es iqual d la unidad sequida de
tantos ceros como cifras decimales hay, es decir, como gua-
rismos hay 4 la derecha de la coma. El numerador consta de
todas las cifras que hay 4 la derecha de la coma, y si se consi-
dera el entero reducido 4 la especie del quebrado, es dicho nu-
merador el mismo nimero propuesto, suprimida la coma.

Asi, la cantidad 23,5037 puesta en forma de quebrado or-

5037 235037

¥

dinario sera 23

> 70000 © “1o000 ° la espresion 2,00409 es

409 200409
; ) 54 : 9
igual & 2 100000 ° * 700000} finalmente , 0,000...154
; 264
equivale a 10000000"
: D8 e 2063 :
Reciprocamente , 2 1000 © Too0 > 5 transforma en
172049 3

9 A e 9
2,053; 10000 " 17,2049.

Estas transformaciones de fracciones decimales en quebra-
dos comunes, y vice-versa, son de mucho uso en el edleulo.
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86,  De todo lo dicho resulta, que si se corre la coma en
una fraccion decimal uno ¢ mas lugares hacia la derecha,
la cantidad se multiplica por 10, 100, 1000, etc.; y: que
al contrario, corriéndola uno 6 mas lugares hacia la iz
quierda, la cantidad se divide por 10, 100, 1000...

Sea, por ejemplo, la espresion 153,07295; y suponga-
mos que se corre la coma 3 lugares hdcia la derecha, lo que
da 153072,95: digo que la cantidad se ha hecho 1000 veces
15307295

100000 °

1 2
cuando la coma ha variado de lugar, equivale & %ﬁi

mayor. En efecto, la cantidad primitiva era igual 4

fraccion cuyo denominador es 1000 veces menor que el de Ia
otra; luego (n.° 45) la segunda es 1000 veces mayor que la
propuesta. ; :

Por el contrario, si la coma se corre dos lugares hicia la
izquierd: Ita 1,5307295, 6 bie ol 3 2
izquierda, resulta 1, » 6 bien 4o 0007
denominador es 100 veces mayor que- el de la- propuesta

15307295 : :
100000’ luego la nueva fracc}on es 100 veces menor que la

fraccion cuyo

otra.

Se puede tambien demostrar esto observando que al variar
de lugar la coma, el valor relativo de cada guarismo se¢ hace
10, 100, 1000, etc., veces mayor 6 menor. Asi, comparando
153072,95 con 153,07295, se ve que la cifra 3, que en es—
tas espresaba unidades simples’, espresa ahora millares; la ci-
fra’5'4 la izquierda del 3, que espresaba decenas, representa
ahora decenas de millar; ¥ asi de los demas guarismos. = *

87. Aiadiendo un nimero cualquiera de ceros 4 la de~
recha de una fraccion decimal , no se altera sw valor. °"'

Ast, 2,415 esigual & 2,4150, 6 4 2,41500, 6 4 2,415000,
elc....; en efecto, estas espresiones’ pueden (n.” 82) ponerse
bajo la forma

2415 24150~ 241500

1000 * 10000.” 100000 "

y bien se ve que las dos tiltimas fracciones no son mas: que la
misma primera , cuyos dos- términos se: han multiplicado por
10, 100, 1000,...., lo cual no altera su valor (n.* 46).
Tambien puede observarse que los ceros colocados @ la de-
. 8
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recha de los guarismos decimales no alteran su valor relativo;
y como los ceros no tienen por si valor alguno ; claramente re-
sulta que la fraceion no se altera por su-adicion.

Esta 1ltima proposicion sirve para reducir lus fracciones
decimales & un comun denominador. Por ejemplo, las frac-~
ciones ]

12,407 | 0,25 | 7,0456 | 23,4

equivalen a estés otras
12,4070 | 0,2500 | 7,0456 | 23,400;

y bajo esta forma, todas tienen 4.10000 por denominador
comun, ,
Establecidos estos principios, podemos pasar 4 esponer las
operaciones con fracciones decimales. . s !
88.  Suma y resta. La suma de las fracciones decimales
se, efectia lo mismo que la de nimeros enteros, despues de ha-
berlas reducido todas ¢ un comun denominador, y teniendo
cuidado de separar en el resultado por medio de una coma
tantas cifras decimales como hay en el swnando que mas
tenga. '
Un solo ejemplo bastara para aclarar esta regla.
Propongamonos sumar las cantidades

32,4056 | 245,379 | 12,0476 | 9,38 | 459,2375.

Escribo lo primero un 0 4 la derecha de la segunda canti-
- dad, y dos 4 la derecha de la cuarta; despues coloco los ni-
meros asi preparados unos debajo de -otros, de modo. que las
unidades del mismo orden se correspondan, y efectio la suma
como de ordinario.

Hallamos por resultado 7584497, 16 bien, 32,4056
separando. 4 cifras decimales 4 la .derecha, 245,3790
758,4497, porque todos los sumandos espre- . 12,0476
san unidades del orden de las diezmilésimas. 9,3800

En la prictica puede omitirse el escribir ce- 459,2375

tos & la derecha de las cantidades que tienen me- 197
nor niimero de cifras decimales, teniendo wrii- 138,34097
camente cuidado de colocar en columna las T2t XX4Y
unidades de la misma especie. ¢
La resta de decimales se hace tambien del, mismo modo que
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la de enteros, despues de habertas veducido a va comun de-
nominador (n.* 87). :

Por ejemplo, restar 23,0784 de 62,09. .

Se escriben dos eeros & la derecha del 62,09, lo que di
62,0900; despues se efectia la resta como de oxdinario, te-
niendo euidado de separar cwatro cifras decimales & la derecha
del resultado. ;

Estos procedimientos eslan fundados 62,0900
en que, teniendo entre si las unidades 23,0784
de diversos ordenes.en las fraecianes de- 739.0116
cimales las mismas relaciones de magni— 2
tud que en los nimeros enteros, debe 62,0900 prueba.
verificarse con las unidades que se lle- ‘ Figies 14
van de las inferiores 6 con las gue se toman de ks superiores
en las operaciones eon aquellas, lo mismo que se verifica con
las unidades que se llevan 6 toman en las operaciones con estos.

89, Multiplicacion de las fracciones decimales. - Para
efectuar esta operacion , se multiphican los dos factores en-
tre si sin hacer easo de la coma; y despues de obtenido: el
producto total, se separan & la devecha, por medio de una
coma, tantas cifras decimales coma hay er ambos fuctores.

Sea, por ¢jemplo, multiplican 35,407 por 12,54,

Para darnos razon del procedimiento preserita, obseryare-
mos que las dos cantidades propuestas pueden: panerse hajo la
forma | i i ; il Oro

(i 30T 0 A2DA i
271000 ¥ 7100

para multiplicar entre si estos (uebrados, es necesario 5113 59)

multiplicar aumerador por mumerador y denominador. por
denominador; pero como los numeradoresson '
los mismos nimeros propuestos, hecha abs— 30,407
traccion de la coma, ‘deberemos multiplicar en~ - 42,54

tre si dichos niimeros sin comas, y tendremos 141628
el producto 44400378 de los numeradores. EL' . 1y o35

de los denominadores sera 100000, es decir, 7081?&

la unidad seguida de tantos ceros como eifras: 35407

decimales hay en ambos factores. Nos resta e
solo dividir el primer producto por el segun— A44,00378
do, lo eual evidentemente equivale & separar ‘

eineo cifras decimales 4 la derecha de aquel: asi obtenemos el
resultado final 444,00378: luego, ete.
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De otro modo. Quitando la coma en el multiplicando, que-
da evidentemente multiplicado por 1000, pues antes espresaba
milésimas y ahora espresa unidades principales; luego en virtud
de los principios del n.° 43, el producto se ha hecho por esta
razon 1000 veces mayor; del mismo modo, como quitando la
coma en el multiplicando se le hace 100 veces mayor, sc sigue
que el producto s¢ ha hecho tambien 100 veces mayor; por
consiguiente, por la supresion de las dos comas se ha hecho
este producto 100000 veces mayor; luego para darle su justo
valor es necesario dividirle por 100000, 6 separar 5 cifras de-
cimales a la. derecha. -

Si hubiera un numero mayor 6 menor de cifras decimales
en ambos factores, se haria un razonamiento analogo.

Puede suceder que solo uno de los dos factores tenga cifras
decimales. En este caso se separan a la derecha del produc—
to tantas cifras decimales como hay en el otro factor. lLa
demostracion es demasiado facil para que nos detengamos en ella.

Por estas reglas se hallara que

1.° el producto de 4,0567 por 9,503 es igual 4 38,5508201;

2.% el producto de 4,0015 por 29 es igual 4 116,0435;

3.° el producto de 0,03054 por 0,023 es 0,00070242.

Advertencia. - Este ultimo ejemplo merece fijar la atencion.
Haciendo abstraceion de Ja coma en los dos factores, y efec—
tuando la multiplicacion, se halla por: producto 70242; pero
como hay cinco cifras decimales en el multiplicando y fres en
el multiplicador, necesita el producto tener ocho, y sin embar-
g0 1o _tiene mas que cinco. Para resolver esta dificultad, obser-
vemos que debiendo espresar el producto unidades del octavo
orden decimal, basta escribir 4 la izquierda de 70242 un ni-
mero de ceros tal, que si se coloca en seguida la coma, la ul-
tima cifra de la derecha ocupe el octavo lugar decimal. En este
ejemplo se deben eseribir cuatro, incluso el que ocupa el lu-
gar de los enteros; asi se obtiene 0,00070242, .

90.  Division de las fracciones decimales. Fsta opera—
cion no ofrece dificultad alguna. Se empieza por reducir las
dos espresiones propuestas d un comun denominador (n.° 87);
despues se efectia la division sin hacer caso de la coma, y se
0b tiene el cociente pedido. : ‘

Sirva de ejemplo dividir 43,047 por 2,53698.

Empezaremos por eseribir dos ce- 4304700 | 253698
ros & la derecha de 43,047, lo que 1767720 |57
da 43,04700; despues “dividiremos 245532
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4304700 por 253698, y obtendremos por verdadero cociente
245532 :
6 553698 ° -
En efecto, despues de haber escrito dos ceros & la derecha
del dividendo, lo cual no altera su valor, se pueden poner los
4304700 253698

100000 ¥ ~100000 °
Para dividir ahora el primero por el segundo, se debe multi—
plicar (n.° 62) la fraccion dividendo por la fraceion divisor in-
vertida. Por consiguiente, observando que 100000 es factor

e Sl 4304700
comun a ios Crminos, tenaremos 253698 , €S decir, gue

dos nimeros propuestos bajo la forma

se debe verificar la division entre los dos mimeros, despues
de haber hecho que ambos engan tqual mimero de cifras de-
cimales y de haber suprimido la coma.

Se puede decir tambien que reducidas las dos fracciones &
un comun denominador, al quitarles la coma, se hacen dividen-
do y divisor el mismo nimero de veces mayores, y que por tan-
to no se altera el coeiente (n.° 43). .

Por este procedimiento se hallara que 34703 | 270

el cociente de la division de 3,4703 por 770 {7498~
23

143 03
,0,027 es 128 ﬁ 143
104

Bl cociente de 0,596 por 0,00201 es 296 55

91. En los ejemplos precedentes se ha obtenido facilmente
la parte entera del cociente de la division: pero teniendo los
términos muy grandes los quebrados propios que completan el
cociente , son dificiles de valuar. Se ocurre, pues, inmediata—
mente la idea de investigar el modo de espresar esla fraccion
en partes mas sencillas de la unidad principal, por ejemplo, en’
décimas , centésimas , milésimas, elc. ' :

Propongimonos, pues, esla nueva cuestion general:

Dada una fraccion cualquiera de lo wnidad principal-de
cualquier naturaleza, valuarla en decimales , 0 bien conver-
tirla en fraceion decimal. :

13
Sea la [racce'OJz i

Estando el namero propuesto veferido 4 la unidad principal,
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G

espresa los = de esta unidad; pero como una unidad simple
Y it

_ : T artnld AGLE
vale 10 déeimas, se sigue que 7 vak '1380 . %?_
130 il 310 | ET099
dra o de décim_aa_; asi, PGS, 55 5C 280
disponen los dos ntimeros 13 y 47 como 450
on la division ordinaria, seé escribe lue< a7

g0 un céip'en el cociente para ocupar | :
el lugar de los enteros , se pone & su lado una coma, y e die
vide 130, por 47, ‘¢l cociente 2 que se obtiene g (que se escribe
d la derecha de la coma, represetita el nimero de décimas con-
] i 3 13520 U49 déeim 36
tenidas en o decir, que a7 o8 iguald ecmexs_, mas 7o
de décima. Del mismo wmodo, como 1 décima vale 10 centési—

S 360 :
mas, se sigue que = de idéctimu es igual & N de centésima,
] o Bt Leie 31
0 efectuando esta nueva division, & 7 centesimas, mas = de
cenfésima. Escribiendo de nuevo un 0 4 la derecha de 31 'y
dividiendo 3140 por 47, hallaremos por cociente 6 milésimas,
que eseribiremos 4 la derecha de las dos cifras precedentes , 'y
por residuo 28, al lado del cual se escribe otro 0 para hallar
las diezmilésimas; y asi se contintia. Prolongando la opera—
cion hasta que s¢ hayan obtenido 5 cifras decimales, se halla

(=3

300 4 : o e el j
(ue ;= equivale 4 0,27659, mas 77 e cienmilésima, fraceion

que puede despreciarse; en ‘este caso sedice que 0,27639 cs el
Bl ; 3 . # : o BRI : ‘
valor de e aproximado hasta ciewmilésimus, puesto gue la

fraccion despreciada es menor que una unidad de este orden.
En general, para convertir un quebrado ordinario en frace
cion decimal, se colocan los dos mimeros como en o divi-
ston; se escribe wn cero en el cociente, y ¢ su deretha una
coma. Se escribe un cero ¢ la devecha del numerador, y el
niimero resullante se divide por el denominador: ast se ob-
Liene un cocienle que espresa las vicivas y wn restduo d
cuya derecha se coloca otro cero, dividiendo tambien por
el denoninador la cantidad resultante s ast se lobtiene wn
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cociente que. espresa CENTESIMAS y umn nuevo residuo @ cuya
derecha se escribe otro cero, dividiendo por el devominador
la cantidad rvesultante: asi se obtiene un' cociente que éspre-
sa miLEsIMAS y un tercer residuo con el cual se opera’en l4
misma forma. De este. modo se continia hasta obtener cuan+
tas cifras decimales se quieran ¢ exija la cuestion. Si queda al-
gun residuo; lafraccion decimal obtenida solo difiere del ‘que-
brado ‘propuesto en nienos de una unidad del drden decimal
en que se ha delenido la operacion. , !

Si el numerador: del quebrado: es mayor ‘que el denomina~
dor, se empieza por sacar las unidades enteras, que se'es-
criben’ en el cociente, poniendo detras una eoma para separar-
las de la parte fracéionaria.: iviil iz Lrib 1

Es facil observar la analogia que existe entre esta operacion
y la que tiené ‘por objeto convertir un numero fraccionario’ de
una unidad ;principal cualquiera en un nimero complejo, es de-
cir, en unidades principales y subdivisiones de esta unidad
(véase el n.” 70). 3119; 26| birgs

1+ Vamos ‘ahora & hacer aplicacion de esta regla & los ejem-
plos de division presentados en el numero precedente:

Dividir 43,047 por 2,53698 y valuar el cociente apro~
ximdndole hasta milésimas. = ' |

' ‘Despues de haber hallado como 4304700 253698
antes el cociente 16 con el residuo 1767720 16,967
245532, se considera este residuo ' 2455320 ¢
como ¢l numerador de una frac— 1720380
cion cuyo denominador es 253698, 1981920
y se eseribe un 0 4 la derecha de 206034

este residuo; despues se continlia 1 b .

la division, lo que da 9 décimas por cociente, y por residuo
172038 4 la derecha de este residuo se escribe otro 0, 7y se
divide por el mismo divisor, lo que dé por cociente 6 centési-
mas y por residuo 198192; al lado de esie: nuevo residuo 'se
escribe un 0, y se vuelve 4 dividir por el miismo divisor, loque
dépor eociente T milésimas y un resto que se desprecia.

‘ De este modo e’ halla ‘1‘6,96'7 cOn Menos _de 1000, deer-

ror, puesto que la cantidad despreciada es una fraccion de mi-
lésima.

. Del mismo modo hallariamos 128,5296 para cociente de la
division de 3,4703 por 0,027, con menos de 0,0001 de error.
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< Tambien, dividiendo 0,596 por 0,00201, se halla por co-
ciente 296,51, aprozimado hasta centésimas.

Mas ‘tavde (eap. V) insistiremos en' la conversion’ de una
fraceion ordinaria en fraccion decimal, porque esta operacion
presenta algunas propiedades notables, que por ahora no pode-
mos desarrollar completamente. {

92. . Cuando el divisor es un nimero entero 6 contiene me—
nos cifras decimales que el dividendo, en lugar de eseribir ce—
ros 4 la derecha para que tenga el mismo denominador que el
dividendo, es mas sencillo operar como vamos 4 ver.

1.°  Sea dividir 437,4825 por 56.

Pudiendo considerar en este case A37,4825 | 56

la division como si tuviera por obje- 45 4 T Ri9t
to tomar la 56." parte del di}:ridendo, 68 o
se toma desde luego la 56.° parte de 122

437, 6 se divide 437 por 56, lo que 105

da por cociente 7 unidades, ¥ por re~ 49

siduo 45, que seguido de las cuatro

décimas del dividendo, forma 454 décimas , cuya 56.* parte
es necesario tomar ahora; para esto se divide 454 por 56, y se
halla por.cociente 8 décimas, que se escriben 4 la derecha del
7, despues de haber colocado la coma.

El residuo 6, seguido de las 8 centésimas del dividendo,
da 68 centésimas, que divididas por 56, dan por cociente 1
centésima, y dejan un resto 12, que seguido de las 2 milési—
mas del dividendo, forma 122 milésimas ; dividiendo 122 por
96 se halla por cociente 2 milésimas y por residuo 10, 4 cuyo
lado se baja la Gltima cifra 5, y se tiene 103, que dividido por
96, da por cociente 1 diezmilésima: luego finalmente, el co-
ciente pedido es 7,8121. iaivil

Este cociente no es exacto mas que hasta diezmilésimas;
pero si se quisiera obtener mayor grado de aproximacion, has-
taria poner un 0 4 la derecha del 49 y contintar la operacion
aplicando la regla del n.° 91. fi

Es faeil conocer que esta manera de operdr es mas sencilla
que si desde luego se hubiesen eserito 4 ceros 4 la derecha del
divisor para darle el mismo denominador que al dividendo.

Del mismo modo se hallaria que 14,37586, dividido por
219, da por cociente 0,06564, aproximado hasta cienmilé—
stmas.

2.° Sea ahora dividir 3,40567 por-0,039.
Observemos que en virtud de los principios’ demostrados ¢n
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jos mimeros 43 y 66 se pueden multi-

plicar por un mismo numero el divi-  3405,67 | 39

dendo y el divisor sin alterar el cocien— 285 | g7 30

te de la division. 1926 ’
Esto supuesto ; si se multiplica el di- 97

visor por 1000, lo que ecuivale (ntme- 19

ro 86) & suprimir la coma, y se multi-

plica el dividendo por 1000, lo que cquivale (n.° 86) & correr
la.coma {res lugares hacia la derecha, la cuestion habra que-
dado reducida & dividir 3405,67 por 39, operacion que estd
comprendida en el caso precedente.

Recra 6ENerAL.  Siempre que el dividendo contiene mas
cifras decimales que el divisor, se suprime en este la coma, y
en el dividendo se corre tanfos lugares a la derecha como ci-
[ras decimales habia en el divisor; despues se efeclia la di-
viston como en el caso en que el dividendo solo contiene guaris-
mos decimales. _

Por una razon andloga, si el divisor es un nimero entero
terminado por uno 6 varios ceros, se pueden suprimir: estos,
con tal que se corra la coma en el dividendo tantos lugares & la
izquierda como ceros habia 4 la derecha del divisor.

Asi, por ejemplo, dividir 234,15 por 8900, equivale & di-
vidir 2,3415 por 89, puesto que no se ha hecho otra cosa que
hacer 100 veces menores'los dos términos de la division.

Hemos dado estas ultimas reglas unicamente como medios
mas sencillos de operar en la prictica, pues la regla establecida
ahteriormente (n.° 90) comprende todos los casos.

93. Hé aqui nuevas aplicaciones:

Determinar: 1.° el cociente de 21,234 por 59,37469,
aprozimado hasta milésimas. :

Resultado 0,357.

2.° El cociente de 294 por 7,356, aproximado hasta
diezmilésimas. TOTaRE

Resultado 39,96%73.
~3.° El cociente de 0,004736 por 0,034, aprozimado
hasta cienmildsimas.

Resultado 0,13929.

Es inutil decir que las pruchas de estas operaciones se ha—
cen por la multiplicacion, y las pruehas de la multiplicacion por
la division. \ ' ;
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~§¢ 1. Nuevo sistema de pesos y lllf.‘didd&.

Ahora estamos ya en disposicion de aprecmr la' ventaja que
lleva el caleulo de las fracciones decimales al de los quehrados
de cualquier especie, y de juzgar cudn importante seria esta~
blecer un sistema de pesos y medidas que estuviese en relacion
con el Sistema decimal. Asi lo han cense%mdo los sabios 4 cos-
ta de muchos esfuerzos, venciendo los obstéculos que oponian
la ignorancia y'las preocupaciones. Empezaremos por dar & eo-
nocer h nomenclalura de este Sistema;

Mgdzdas maeales o-de longatud

94. La umdad de longitud, que lleva el nombre de METRO,
es'la diesmllonésima parte de la distaneia del polo al ecua-
dor, contada en el meridiano que pasa por Paris.

En virtud de operaciones ejecutadas y comprobadas con la
mayor preeision, se ha visto que el metro valuado en piés, pul-
gadas 'y lineas, es igual & 3 piés, 7 pulgadas, 0,805 lmeas, va-
lor aproximado hasta milésimas de linea.

Para designar las medidas mayores y menores que el metro
se’ ha convenido en emplear las palabras (sacadas del griegoy
del latin):

MIRIA , KILO, HECTO, DECA, DECI,  CENTI, MILI,
que sngmﬁcan' ‘ '
diez mal, mil, cumo, diez, décima de, centésimade, milésima de,
y que acompaiian a la palabra mefro.

Asi se ha formado el cuadro siguiente:

Miridmetro 6 medida de diez mil metros.

 Kildmetro B o e mil metros.
Hectometro i s, cien metros.
Decametro vevesereeeann. diez metros.

MeTrO samesisvonany o Unidad principal.
Dectmetro o décima de metro.
Centimetro — voocvevvnvenns centésima de metros
Milimetro S L T milésima de metro.

Advertencia. = El miridmetro y el kilometro son las medi~
das itinerarias adopladas actualmente; el miridmetro es un poco
menos de doble de la legua ordmarla y el kilometro un poco
menos de la quinia parte.
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Medidas de superficie ().

95. La unidad natural de las superficies es el metvo cua—
drado; pero cuando se trata de grandes superficies agrarias,
se toma por unidad un decdmetro cuadrado, es decir, un cua-
drado e tiene por lado un decimetro, 0 sea diez metros; esta
unidad se llama Area. : i

Los multiplos del rea y sus subdivisiones se designan por
medio de las palabras miria, kilo; hecto..., dect, cenli... em-
pleadas en el nimero 94. gk 15 g

Asi Miria-grea b miridrea significa  diez mil dreas.

Kilo-drea o kildrea veverees. il Aveas.
Hecto-drea & hectdrea — ......... cien areas.
Deca-drea 6 decarea sovieies diez Areas.

AreEa - wvereiess mntdad principal.
Decidrea Wheievies o décimo de drea.
Centiarea ovevee.. o centésimo de area.
Miliavea i - milésimo de drea.

Advertencia. La miriarea, hectarea, drea y centidrea son
Jas tinicas medidas usadas; la hecldarea vale poco mas 6 menos
fanega y media, y reemplaza @ esta medida; la centiarea no cs
otra ‘cosa que el metro cwndrado. - -

Medidas de volumen.

96. 1a unidad de volimen ¢s el METRO ciBICO;-es decir,
un cubo (6 dado) que tiene un metro de lado. Los multiplos y
submultiplos del metre czibico no han recibido en general de—
nominaciones particulares; sin embargo, la 1000.* parte del me-
tro cbico se llama decimetro eibico, porquesen efecto es un
cubo que tiene un decimetro de lado: la 1000000.* parte del
metro cubico se Hama tambien centimelro cibico, porque es
un cubo que tiene tn centimetro de lado, ete...

(*) Para la inteligencia completa de algunos términos y espre-
siones que usaremos en la nomenclatira de las muevas medidas,
8¢ neeesita recurrir a la GEOMETREA . 1
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Algunas veces la unidad principal 6 metro ciibico toma ¢
nombre de gsrerio (). ; ;

Medidas de capacidad para los liquidos y los granos,

97. La unidad de capacidad es el decimetro citbico, que se
llama ryrro. Sus maltiplos y submultiplos mas usados son los
siguientes:

Hectolitro 6 medida de cien litros..
Decalitro.....oceeo...... diez litros.
LITRO....vvvveveensne  untdad prineipal.
Decilitro ....covvivieon. déeima de litro.
Centilitro...............  ceniésima de litro.

Advertencia. El litro reemplaza al cuartillo para los liqui-
dos, 'y viene a valer el doble.
El hectolitro reemplaza la fanega para los éridos, y vale
poco menos del doble.
El kildlitro, que tiene la capacidad de un metro cubico, y
el mirialitro, casi nunca se usan.

Pesos.

98. La unidad de peso es el de un centimetro cibico de
agua destilada y en su mazimum de densidad, que toma el
nombre de GraMo.

Su equivalencia en adarmes es 0,536, es decir, poco mas
de medio adarme.
Hé aqui el cuadro de sus multiplos y submuiltiplos deci—
males:
Miridagramo, quevale  diez mil gramos.
Kildgramo............. mil gramos.
Hectogramo ......... .. cien gramos.
Decagramo............ diez gramos.
GRAMO.......eeuu.. wnidad principal.

Decigramo............  décima de gramo.
Centigramo........... cenlésima de gramo.
Miligramo....... ceoe..  milésima de gramo.

(*) En nuestro sistema métrico legal no se ha adoptado esa pa-
labra del sistema primitivo (Nota del T.).
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Advertencia. - El kilogramo es la unidad usual de peso, y
vale poco mas de dos libras (%)

Monedas.

99. La unidad decimal monelaria no se ha establecido en
Espana, habiéndose limitado el gobierno @ prescribir la nueva
division del real que hemos notado en el eapitulo precedente al
\ratar de nuestro sistema comun de pesos, medidas y monedas.

100. Coxcrusion. Tal es la esposicion de la nomenclatu-
ra de las nuevas medidas: con solo eso pueden ya conocerse las
ventajas de este sistema sobre 1os antiguos.

1.° Es uniforme y sencillo, porque las unidades principales
y sus subdivisiones siguen siempre entre si la ley del Sistema
decimal de numeracion; y ya se sabe cudn ficil es el caleulo
e los quebrados decimales. 4

2.° Fs fijo, invariable y susceptible de ser adoptado en to-
dos los paises, porque no pertenece & ningun clima ni nacion
en particular.

(*} Los sabios & quienes se debe el Sistema decimal de pesos
y medidas, idearon al principio tomar por unidad de péso, el de
un decimetro cibico de agua destilada, porque este peso, que
corresponde al kildgramo actual, era wuy propio para reempla—
zar la unidad antigua, 0 sea la lsbra; le habian dado el nombre
de grave, pero no tardaron en reconocer los inconvenientes si-
guientes:

1.° Los multiplos del grave eran el decdgrave , el hectograve,
el kildgrave y el miridgrave; y siendo el peso de un decagrave
igual a mas de 20 libras, los otros multiplos eran muy superiores
4 los pesos empleados en las artes y en el COMETcio. _

9.9 Los submultiplos eran el decigrave , el centigrave y el mi-
ligrave. Como este ltimo peso no es otra cosa que el gramo ac—
tual, y equivale & 20 granos poco mas 0 Menos, es muy superior
alos que se emplean en pesos un poco delicados; por consiguien-
te era necesario formar nuevas subdivisiones, tales como el dies-
miligrave , cienmiligrave y millontgrave. Los sabios discurrieron
dar “un nombre- particular al miligrave, Y habian formado una
unidad secundaria llamada en el idioma en que se formo la no-
menclatura gravet , y de-aqui dedujeron el decigravet, el centi—
gravet y el miligravet. Sin embargo, la regularidad de la nomen-
clatura estaba destruida. La nueva no ofrece estos inconvenien—
tes, y comprende todos los pesos de que nos servimos ordina-
Tiamente.

L]
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Todas las medidas proceden de una primitiva, el melro,
que se ha tomado de las dimensiones del globo. En Francia has
ta las monedas tienen su enlace con esa medida, porque el frap-
¢0, que es la unidad monetaria, pesa cinco grames, y el grq-
mo es el peso del centimetro cibico de agua destilada.

101, La aplicacion de las cuatro reglas de la Aritmética g]
nuevo Sistema de pesos y medidas no puede presentar dificul-
tad alguna despues de lo esplicado sobre las fracciones decima—
les, y por consiguiente no nos detendremos en este punto. Pero
lo haremos en esponer los medies de convertir unos pesos y me-
didas en otros, resolviendo al efecto dos problemas generales
muy necesarios en la prctica mientras subsistan en uso los dos
Sistemas; porque no basta sustituir el uno al etro, sino: que es
preciso ademis sostener la proporcion entre el precio y la ean-
tidad de los objetos de comercio valuados en ambos. :

El ejemplo siguiente hard mas comprensible lo' acabado de
decir. 4] - |

Un comerciante vende la vara de paiio ¢ 45 rveales, 17
maravedises ; quiere saber & cémo debe vender el metro de
la misma tela para guardar proporcion de valores.

Muy facil serd contestarle si acertamos 4 encontrar el valor
del metro en varas, porque entonees el ntimero hallado nos dirg
la parte del valor de la vara en reales que hemos de tomar para
tener el del metro. ' :

~ Por consiguiente, tenemos que resolver dos problemas.
1.° Espresar el valor de wnwibiero complejo del . Sistema
ordinario en unidades andlogas y sus subdivisiones del
Stslema decimal. 2.° Reciprocamente. Espresar un mimero
dado de unidades principales y de sus subdivisiones res—
pectivas del Sistema decimal en un wimero complejo de es-
pecie analoga del Sistema ordinario. :

Trataremeos sucesivamente estas dos cuestiones respeeto. de
las unidades mas usuales (*). ; |

(*) 'Nos vemos en la precision de hacer leves alteraciones en
el testo de este y otros puntos si hemos de acomodarle al uso de
los j6venes de nuestro pais: escusamos deeir que nada variamos
de lo sustancial. Aqui, sin embargo, por no alterar la numera-
cion del testo, ponemos el parrafo siguiente consagrado por el au-
toria la conversion de francos.... en libras tornesas, sueldos y di-
neros, que era la antigua moneda francesa | Nota del Trad.).
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102. 1.° Se propone el problema de averiguar en fran-
cos., ddcimos y-céntimos, el valor de 245 libras tornesas, 19
sueldos y T dineros. (La libra se dividia en 20 sueldos y este
en 12 dineros.)
El franco vale, segun han caleulado los autores del Sistema

i 1 ! ‘ 1 :
decimal, 0 mas que la 11:l?ra tornesa, y como 30 de llhra vale

20 G lo v Gl
30 de sueldo, 6 sea 7 de sueldo, 6 3 dineros, resulta que el
franco vale 1 libra, 0 sueldos, 3 dineros, 6 243 dineros.
Reduzcamos a dineros las 245 libras, 19 sueldos 'y 7 dine—
ros: al margen se ve la operacion ) '

que da por resultado 59035 'di— 245'1h., 19 s., T d.
neros: dividiendo ahora este ni—" 20 -
mero por los dineros que vale un TAO0D
franco, es decir, por 243, el co- 19
ciente valuado en decimales (ni- T
mero 91) representara el nimero - 4919
pedido de francos, décimos'y cén- 12 3
timos. Hecho esto, se¢ obtienen 59035 | 243
242,942 francos b bien 242" 1043 G0
francos, 9 décimos y 4 centési— OF 15 1 3505 I A0
mos, 4 cuyo valor falta menos de 2290
un centésimo de franco para 01030 -
ser comnpletamente exacto. 0580

Se ve, pues, por este ejem— AR YR

plo, que para valuar en francos, : b 405
déeimos y eéntimos un mimero dado delibras, sueldos y di-
neros , se debe reducir a dinePos el nimero propuesto y di-
vidir el resultado por 243 (que son los dineros (ue vale un
franco), valuando el cocienie en decimales, y continuando la
operacion has(a centésimas. ' !
~ La prueba de esta operacion se hace por medio de la cues—
tion inversa, ‘como vamos a yer. ' A0
2.° Se desea saber en libras lornesas, sueldos y di-
nergs, el valor de 242 francos y 94 céntimos, 6 mejor de
242 fr., 942. (Tomamos en cuenta aqui las milésimas de fran—
co para hacer mas exacta la comprobacion.)

1
Como un franco vale 1 libra mas o5 de libra, resulta que
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1

242 fri, 942 valdrin 242 fr., 942 mas 20 de esa misma canj-
dad: tomaremos, pues, la 80." parte del nimero dadoy la sy~
maremos con el mismo niimero, con lo cual tendremos el valop
de los francos y su fraccion en libras y decimales de libra, fal—
tandonos solo valuar el decimal en sueldos y dineros.

Para tomar la 80.% parte de 242,942 se tomara primero la
8. parte, que es 30,36775, y ahora se dividird por 10, cor-
riendo la coma un lugar hacia la iz—

quierda (n.° 86): asi se encuentra 242, 942

3,036775, que sumado con 242,942, 3, 036775
da 2451h.,978775. Para valuar la  “94570h. 978775
fraceion decimal en sueldos, se mul- 20

tiplica por 20, locual da19s.,575500;

y para valuar en dineros la fraccion 19s., 575500

0,575500, se multiplica por 12, lo 12
cual da finalmente 6.d., 906, 6 lo que 6d., 906000
es igual, 7 dineros, pues le falta me- 245 Ib., 19s., 7.

nos de 1 décima: luego en resumen,
2421r., 942 equivalen a 245 libras, 19 sueldos, 7 dineros.
RecLa 6ENERAL.  Para cowertir en fibras , sueldos y.di-
neros un nimero dado de francos, décimos y céntimos, es-
cribase el mimero propuesto y debajo de ¢l su 80.° parte
(que se obtiene tomando la 8.° parte y corriendo la coma un
lugar hacia la izquierda); simense despues los dos niimeros,
y se obtendrd el nimero propuesto espresado en libras y frac-
cion decimal de libra. ;
Multipliquese por 20 esa fraccion decimal (no la parte
entera que espresa [thras segun se sabe), y se obtendra un
producto cuya parte entera representa los sueldos.
Finalmente , mulfipliquese por 12 la fraccion decimal de
dicho producto, y se obtendra otro producto cuya parte ente-
ra espresa los dineros, despreciando la parte decimal, 4 no ser
que la cifra de décimas sea 5 6 con un nimero mayor, en cuyo
caso se afadira wna unidad al namero de dineros.
Apliquemos las dos reglas al nuevo ejemplo siguiente:
Se quiere saber en francos, décimos y céntimos, el va-
lor de 3179 Libras, 17 sueldos, 8 dineros,
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Primer problema. Segundo problema.
3179 Ib., 17 s., 8 d. 3140 625
20 39 ,2578125
63597 3179 1b.,8828125
12 © 20
763172 | 243 17 5. ,6562500
341 3140,625 12
987 =
1520 7 d. 8750000
620 adne 1= -
1340 - Resultado: 31791h., 175.,84.
125 -

Resultado: 3140 fr., 63 cent.

Advertencia. En la cuestion primera, como la cifra de las
milésimas del cociente es 5, v va seguida de otras muchas, se
ha tomado por resultado 3140 fr., 63 céntimos, pues asi el er-
ror cometido por‘esceso es menor que el que se comeleria por
defecto si se despreciaran la cifra 5 y las siguientes.

En la segunda cuestion 6 problema, el entero del wltimo
resultado es 7 dineros, y sin embargo, hemos puesto 8 dineros,
porque la cifra de las decimas es 8, niumero mayor que 5.

Del mismo modo se hallaria que 56275 francos, 97 cénti—
mos, son el valor de 56979 libras, 8 sueldos, 5 dineros, y re-
ciprocamente.. ;

Medidas lineales.

103,  Antes de pasar 4 resolver las dos cuestiones del ni—
mero 101, es necesario fijar el valor de la vara en metros y del
metro en varas, es decir, espresar wna unidad lineal ordina-
ria en medidas decimales, y al contrario, la nueva unidad
lineal en medidas antiguas. -

Sabemos que el metro vale 3,5889221 piés de Burgos: lue-
go si dividimos este numero por 3, que son los piés que tiene
la vara, hallaremos el valor del metro en varas. Hecho asi, se
obtiene que el metro vale 1,1963073 varas, es decir, 4 1 vara,
1963073 diezmillonésimas de vara, valor que se diferencia del
verdadero en menos de #na diezmillonésima.

: &
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Reciprocamente, dividiendo 3, numero de piés que tiene la
vara, por 3,5889221, namero de piés que contiene el metro,
se halla 0,8359056, que es el valor del metro en varas, con la
misma aproximacion.

Consecuencia. Siendo el miridmetro igual 4 10000 me-
tros, valdra 10000 veces 1,1963073 varas, 6 11963 v., 073,
lo cual prueba que el miriametro, como dijimos (n.° 94), vale
menos de dos leguas espaiolas de & 6000%/5 varas.

Esto supuesto, 1.° se quiere saber en metros, decimetros,
centimetros, etc., el valor de 85
varas, 2 piés, 6 pulgadas. 85 v., 2p., 6 pulg.
Empiécese por reducir a pul- Sep!
gadas el complejo dado, lo cual 257

di 3090 pulgadas; despues divi- 12 :
dase este mimero por el mimero 3090000 | 43,067
de pulgadas que contiene el me— 075310 | 71,74867
tro, que son 43,067; asi se halla— 399430
r4 71 met., 748, valor aproximado 209610
hasta milimetros. 373420

Luego 85 varas, 2 piés, 6 pul— 288840
gadas, equivalen 4 71 metros, 748 304380
milimetros. ¢ 2911

2.° Se quiere saber el valor de 71 met., TAB6T en varas,
piés y pulgadas.

Como un metro vale 3 piés, 5889, T1m., 74867
multiplicaremos los 71 met., 74867 por 3,5889
ese valor, y tendremos los piés & que 64573803
equivale el nuimero de metros propues- 57398936
to, valuando luego el resultado fraccio- 57398936
narigi de un modo conveniente. 35874335

é aqui la operacion:

Multiplicando 71 m., 74867 por h il
3,5889, como se ve al margen, se ob- 257,498801763
tienen 257 piés y una fraccion, es de— 12
cir, 85 varas, 2 piés y una fraccion de 9976
pié. Despreciando los ¢inco Gltimos gua- 4988
rismos de esta, y multiplicando los de- 75,9856

mas por 12, se obtienen 5 pulgadas, -

985 milésimas, es decir, 6 pulgadas: luego los 71 m., 74867
equivalen 4 85 varas, 2 piés, 6 pulgadas, lo cual comprueba
la operacion anterior.
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Advertencia.  En la valuacion én pulgadas se han despre—
ciado las cinco Gltimas cifras decimales, porque se observa que  *
tomando solo en cuenta las diezmilésimas, el producto obieni— 4

’ e 12
do solo se diferenciara del verdadero en 10000° lo cual es una

cantidad despreciable. Esta observacion abrevia mucho los
cileulos.
A04L.  Tratandose de telas, valiar en mefros, dectmelros
7 KA :
y centimetros 29 1o Yaras { 5
Sabemos ya que la vara vale 0,8359056 metros; multipli-
caremos, pues, esta cantidad por 29, y tendremos el produc—
to que se ve al margen: para
-

7 0,8359056

tener ahora el valor de los 1 ¢ . -

29 —

observaremos que este que- 12
brado equivale & (E 0 5 mas légf%ﬁg&
24,2412624

1—51 tomaremos, pues, la mi—

tad del multiplicando, y sera sl Ra Al i08

su producto por luego

o=kl =

=S C o e 0,0696584

la sesta parte de este produc— 3% 7288736
to, y tendremos el produe- o

; 1 e :
to del multiplicando por 5 sumando, por Gliimo, todos los

productos parciales, se obtiene el total 24 m., 72887, que es el

. iz
valor de las 29 B varas.

105.  Pesos. La equivalencia legal entre el kilogramo y la
arroba comun espanola es de 1 & 11,5023255, es decir, que
la arroba vale 11 kil., 5023255. Luego la libra valdra la 25"

(*) En el numero anterior el autor habla de toesas y metros,
aqui habla de varas (aunes) y metros: nosotros hemos creido de-
ber usar la vara subdividida en piés, ete., en el primer caso, V
subdividida en palmos en el segundo (Nota del T.).
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parte de este namero, 6 0kil., 460093: reciprocamente, el ki-
logramo valdra 21b., 1734, 6 0@.,0869389: donde se ve que
el Kilbgramo vale poco mas de dos libras, 6 que la libra vale
algo menos de medio kildgramo.

Se quiere saber el valor de T4 libras, 9 onzas, 13 adar-
mes en kilogramos y sus subdivisiones.

Para que se vea otro método. de resolucion de esta clase de
problemas & mas del usado en los ejemplos anteriores, resolve-
remos este del modo siguiente:

Tomando las 74 libras por parte entera, reduciremos las
9 onzas 4 fraccion decimal de libra, dividiendo 9 por 16, que
son las onzas que tiene una libra, y tendremos 0,5625; redu-
ciremos igualmente los 13 adarmes & fraccion decimal de libra,
dividiendo 13 por 256, que son los adarmes que tiene una li-
bra, y tendremos 0,050781: sumaremos estos numeros, y di-
vidiremos la suma 74,613281 por 2,1734, que son las libras
que vale un kilogramo: el cociente 34,3320 son los kilogramos
a (que equivale el nimero propuesto.

Hé aqui el caleulo: -

90 16 : 1300 256

100 |7 Epon 02000
040 0,5625 2080 0,050781
080 0320
00 064
74, libras.
0,5625
0,050781

74,613281 : 2,1734

74613281 | 21734
094112 |37 23090
071768 34,3302
065661
0045900
02432

Reciprocamente: se desea saber en libras, onzas y adai-
mes, el valor de 34Xkil., 3302. ]

Multipliquese el ntmero dado por las librag que contiene
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un kilogramo, es decir, por 2,1734, y se tendra el numero pe-
- dido en libras y fraccion decimal de libra, que se valuard ‘en
onzas y adarmes.

34,3302 0,613256

91734 16
1373208 3679536
1029906 613256

2403114 T 0.819000

i 9,812096
686604 sl

el n 4872576
74,61325668 812096

: 12,993536

Donde se ve que el numero de kilogramos dado equivale a
74 libras, 9 onzas y 13 adarmes, pues solo faltan 7 milésimas
de adarme para valer este.mimero, que es el mismo dado en el
problema directo. ' '

106. Se han publicado tablas de comparacion de las medi—
das comunes con las nuevas, y vice-versa, por cuyo medio se
hacen facilisimamente todas esas reducciones. Hé aqui el modo
de usarlas.

Supongamos que se trata de construir la fabla de compa—
racion entre las medidas lineales de uno y.otro Sistema.

Ya hemos determinado (n.° 103) el valor de las varas en
metros, que es 0,8359056.

Multiplicando este nimero por 2, por 3, por &,.... por
9, se tendra el valor de 2, 3, 4,.... 9 varas en metros.

Adelantando la coma wno, dos, tres,.... lugares hacia la
derecha, se irdn obteniendo los valores de 10, 20, 30,....
100, 200, 300,.... 1000,-2000, 3000,.... varas, y asi suce—
sivamente. : :

Tomando despues la tercera parte del valor de la vara, se
tendrd Om., 2786352, que es el valor del pié en metros, y du-
plicandolo, se tendra el valor de 2 piés.

Tomando la duodécima parte del valor de un pié, se ten—
dra el de la pulgada, que multiplicado por 2, 3,.... 11, nos
dara el valor de 2, 3,.... 11 pulgadas.

La misma operacion se hace para valuar las lineas.

Esto supuesto, propongamonos saber cudnto valen en me-
tros 365 varas, 2 pies, 6 pulgadas, 9 lneas.
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Se toman sucesivamente en la tabla los valores de 300 va-
ras, de 60 varas y de 5 varas; despues los de 2 piés, 6 pulga—
das y 9 lineas; y puestos todos en columna, se suman, y se
tendra el.nimero de metros pedido. Asi, se obtienen siempre
las reducciones por simples operaciones de sumar.

En la cuestion inversa se halla primero el valor de un ni-
mero de metros y fracciones decimales de metro, espresado en
varas y fracciones decimales de vara, que se valuan despues en
piés, pulgadasiy lineas. *

Pero como las tablas pudieran estar equivocadas, y @ veces
no se tienen 4 la mano 6 no dan el grado de aproximacion que
se desea, es muy conveniente saber las operaciones directas de
reduceion que hemos espuesto, teniendo bien presentes los va-
lores de las unidades principales.

107. Volvamos ahora al problema del nimero 101, que
habiamos suspendido para investigar los medios de resolverlo,
los cuales nos han ocupado hasta aqui.

Un comerciante vende la vara de paiio a 45 reales y 11
maravedises : se quiere saber ¢ como debe vender propor—
cionalmente el metro.

Como el metro vale 1 vara, 1963, debera valer 41,1963 ve-
ces lo que la vara valga: laego mulliplicando por ese nimero
el precio de la vara, se tendra el del metro: hecho asi, se ob-
tiene 54 rs., 43165, es decir, 54 reales y una fraccion que se
valuard en maravedises multiplicandola por 34.

Otro problema. Costando a 19 reales, 26 maravedises
la libra de un género, se quiere saber cudnto costardan
15kil., 25 del mismo. !

Como cada kilogramo vale 21h., 1734, los 15kil., 25 val-
dran 331b., 144 : multiplicando, pues, este ntimero de libras
por 19 rs. 26 mrs., valor de una, se tendra 655rs., 058, va-
lor buscado de los kilogramos (*).

(*) Las primeras ediciones de esta obra hasta la 13.* termina-
ban este capitulo con un método de abreviacion para las multi-
plicaciones y divisiones en que entran muchas cifras decimales,
cuando solo se necesita cierto grado de aproximacion. Ahora se
ha trasladado ese método al fin de la obra en una nota titulada
Nota sobre las aprozimaciones numéricas.



DE ARITMETICA. 135

SGUNDA PARTR.

CAPITULO V.

e E——

Propiedades generales de los miwwrns.'

108. Introbuccion. Antes de pasar adelante en la cien=
cia de los niumeros, y 4 fin de descubrir mas facilmente nuevas
propiedades, es indispensable tomar del Algebra algunos mate-
riales , como las letras y los signos, por cuyo medio se indican
de una manera general y abreviada las operaciones y los razo—
namientos exigidos por la resolucion de un problema.

Diez son esos principales elementos que vamos 4 esplicar
sucesivamente.
1.° Las letras, que se usan en vez de cifras para designar
los niimeros.

Su uso ofrece 4 la vez una eseritura mas coneisa y mas ge-
neral que la de las cifras, y hace resaltar mejor la existencia de
ciertas propiedades correspondientes & una 6 muchas clases de
nimeros.

2.° Flsigno 4+, que sirve para indicar la adicion de dos
cantidades, y se enuncia mas.

Asi, 45 + 23 se enuncia 45 mas 23, lo cual significa que
se han de sumar 45 y 23: @+ b-+c se enuncia a mas b mas c,
es decir, que ha de sumarse el numero espresado por a con el
espresado por b y el espresado por c.

3.° El signo —, que’se cnuncia menos, 'y se coloca delan-
te de un nimero que debe restarse de otro.

Asi, 73 — 49 se enuncia 73 menos 49; es decir, 73 dis—
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minuido en 49, 6 el esceso de 73 sobre 49: a—b, se enuncia
@ menos b, ;

4.° Fl signo de la multiplicacion, que es x, 6 un punto que

se coloca entre los dos numeros, y se enuncia multiplicado por,

Asi, 29 x 35, 6 29 . 35, se enuncian 29 multiplicado por
35, es decir, el producto de 29 por 35:a x b, 6a . b, se
enuncian @ multiplicado por &.

Advertencia. Cuando los nimeros, cuya multiplicacion ha
de indicarse, estan representados por letras, se ha convenido
en escribirlos unos en pos de otros sin interposicion de signo
alguno; asi, ab significa tambien @ multiplicado por b. Pero
entiéndase bien que la notacion ab no puede usarse mas que
cuando los numeros estan representados por letras; porque si
se quisiera, por e¢jemplo, representar el producto de 5 por 6 y
se eseribiera 56, se confundiria esta notacion con ¢l nimero
cincuenla y seis. En este caso es, pues, indispensable emplear
el signo X0 un punto, eseribiendo 5% 6, 6 5 . 6.

5.% El signo de la division, compuesto de dos puntos (),

que colocan entre el dividendo y el divisor, 6 una raya ——,
sobre la cual se coloca el dividendo y debajo el divisor.
Y

24

Asi, 9R 46,6 g 5 enuncia 24 dividido por 6, 6 el co-

cienfe de 24 por 6. Asi tambien @ : b, 0 7 se enuncian @ di-

a

vidido por 4. La notacion j S la_mas usada.

6.° El coeficiente, signo que se emplea para indicar la adi-
cion de varios nameros espresados por letras. Asi, en vez de
eseribir @ + a + a + a + a, para indicar la suma de 5 ntime—
ros iguales a @, se escribe 5a. Asi (ambien 114 indica la adi—
cion de 11 nimeros iguales & a; 12ab es la adicion de 12 ni-
meros iguales al produeto de a por b.

Por consiguiente, el coeficiente es un mimero particular
eserito @ la izquierda de otro representado por una 6 muchas
letras, que indica cuantas veces debe lomarse por swmando
el mimero representado por aquella 6 aquellas letras.

7.° Fl esponente, que sirve para indicar las veces que en—
tra por factor de un producto un nimero.representado por una
letra. Asi, en lugar de escribir @ X @ x ax a X a, se escribe
mas simplemente @®, y se énuncia a elevada a 5, 6 @ elevada a
la quinta polencia, 6 a cinco, espresion abreviada.
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Se llama patencia el resultado de la multiplicacion de va—
rios nimeros iguales; y grado de la potencia el nimero de fac-
tores que se multiplican. . s :

El esponente, signo de este grado, ‘se escfr-a.bfe ala derecha
y un poco mas allo que la letra, }/ designa cuantas veces en-
tra como factor de un producto la cantidad espresada por
aquella letra (cuando el esponente es 1 no se escribe: asi, at
es lo mismo que a).

Se llama raiz sequnda, tercera, cuarta,.... de un nime-
ro, otro nimero que elevado 4 la sequnda, lercera, cuar—-
ta,.... potencia, reproduce el numero primitivo. Asi, 3 es la
raiz segunda de 9, porque 3 veces 3 son 9; 7 es raiz segunda
de 49, porque 7 multiplicado por 7 reproduce el 49; 4 es la
raiz tercera de 64, porque 4 veces 4 son 16, y 4 veces 16
son 64.

Las raices sequnda y tercera suelen tambien llamarse rai-
ces cuadrada y cubica. *

8.° El signo y/, que se coloca delante de un nimero cuan-
do se quiere indicar que se le ha de estraer la raiz de cierto

3 i ‘
grado. Asi, \/a se enuncia raiz fercera de a; \/b se enuncia’
raiz cuarta de b. . :

Cuando se quiere indicar la estraccion de la raiz segunda
6 cuadrada, se escribe el signo / delante del nimero sin colo—
ear entre sus brazos nimero alguno; asiy/a significa raiz cua-
drada 6 sequnda de a.

9.° El signo por cuyo medio se indica la igualdad de -dos
cantidades, que es el signo =, y se enuncia es tgual a, o
tgual a. Asi, a==0, signifia a es igual & b, 6 a igual b.

Para espresar brevemente que el esceso de 36 sobre 25 es
igual & 11, se escribe 36 —25=11; es decir, 36 menos 25
es igual a 11. .

Las espresiones a=10, 36—25=—11, se llaman ¢gual-
dades; 1a cantidad eserita a la izquierda del signo = se
llama primer miembro, y la que estd & la derecha segundo
miembro. ; '

10.° El signo de desigualdad > 6 <, que sirve para es—
presar que una cantidad es mayor 6 menor que otra (observan-
do que la abertura del signo se vuelve siempre hécia la canti-
dad mayor). Asi, @ > b indica que @ es mayor que b; a <b
significa que @ es menor que b. : ;

109, Para dar una idea del empleo de todos estos signos v
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de la sencillez del lenguaje algébrico, hagamos algunas aplica—
ciones, '

Supongamos primero que se quiere espresar ¢ue un nime-
ro representado por a se ha de elevar 4 la cuarta potencia, que
el producto resultante se ha de multiplicar ¢res veces seguidas
por b, y que, en fin, el nuevo-producto se ha de multiplicar dog
veces por ¢, se escribird simplemente a*b3¢2,

Si se quiere despues espresar que ha de hacerse la suma de
7 nimeros iguales a ese producto, 6 sea multiplicarle por 7, s¢
escribira Ta*hc?. :

Asi tambien, 6a30* es la espresion abreviada de 6 veces el
producto de la 5." potencia de @ por la 2." poteneia de b.

3a—>5b es la espresion abreviada del esceso del triplo de
a sobre el quintuplo de &, %

20— 3ab +40? es la espresion abreviada del duplo del cua-
drado de a, disminuido en el triplo del producto de @ por b, y
aumentddo en el cuadraplo del cuadrado de b.

Se llama monomio, 6 cantidad de un solo término, 6 sim—
plemente férmino, una cantidad algébrica cuyas partes no es—
tan separadas unas de otras por los signos de adicion 0 sustrac-
cion; y polinomio, 6 cantidad de varios términos , una espre—
sion algébrica compuesta de varias partes enlazadas por los sig-
nos + 6 —; asi, 3a, 5a*, Ta®b?, son monomios; 3a-—5h,
202 — 3ab + 402, son polinomios; la primera de estas dos es—
presiones es un bimomio, porque consta de dos términos so—
los: la segunda es un frinomio, porque consta de fres térmi-
nos.... ete. g

Veamos ahora como pueden efectuarse con cantidades “es—
presadas algebraicamente las operaciones fundamentales del
Aritmética, concretindonos 4 los easos mas simples, que son
los necesarios para servir de base al resto de este Tratado.

110. Adicion. Para espresar que han de sumarse los dos
nimeros a y b, se escribe simplemente a+b. Asi tambien, a+
b+ ¢, indica la suma de los nameros @, b, ¢, segun las nota-
ciones convenidas: y la suma de las cantidades a—by c+d
—f, esa—b+et+d—/.

Si se tuvieran que sumar a—>b y b—c, se escribiria a—
b+b—c; pero como por un lado se quita by por otro se ana-
de, estas dos operaciones opuestas se compensan , reduciéndo-
se la espresion & a—ec. Esta simplificacion se designa en Alge-
bra con el nombre de reduccion de términos semejantes.

111, Sustraccion. Pararestar b de a, se escribira a—b.
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Asi tambien, si de a—b se hubiera de restar ¢, se escribiria
g._—b—c.

Sea ahora restar la espresion c—d de la espresion ¢ —b:
podré la sustraccion indicarse de este modo: a—b—(c—d),
eseribiendo entre paventésis la cantidad e—d, y poniendo
delante de ella el signo —. Pero cuando se quicre reducir el
resultado & un solo polinomio, hé aqui eomo debe discurrirse:

Si de a—>b hubiéramos de restar entera la cantidad ¢, el
resultado seria’a—b— ¢ ; pero no es loda la eantidad ¢ la que
debemos restar, sino ¢ disminuida en d; por consiguicnte, al
resultado a—b—c le faltan tantas unidades como tiene d para
<er el verdadero: anadiendo, pues, d 4 a—b—=c, tendremos
a—>b—c+d , que serd el verdadéro resto.

De donde resulta que para restar un polinomio de otro, es
necesario escribir el prumero detras del sequndo, cambran-
do los signos al sustraendo.

En virtud de esta regla y por razonamientos andlogos se
harian las restas siguientes:

30— (2b—3c)=3a—2b+3e.
5a—Ab—(6d — f+ g)=5a—kb—6d+ f—g.

112.  Multiplicacion. Sea multiplicar a* por b°.

Escribivemos at x 0%, 6 simplemente a“b3.

Pero si hubiéramos de multiplicar a® por @3, observaremos
que siendo el nimero @ cinco veces factor en el multiplicando
y tres veces factor en el multiplicador, debe ser 5 + 3 veces,
8 veces factor en el producto: asi tendremos a® X a'=a®; es
decir, que cuando la letra es la misma en ambos faclores de
la multiplicacion , s escribe una sola ves , dandole por es—
ponente la suma de los esponentes delos factores. Del mis—
mo modo se haria atb? X a20% = abb®; a2bx ab®=a*b*; recor—
dando” (n.° 108, 7.°) que b=>0', a=d', ¥ fundandonos en el
principio general del n.” 28.

Sea ahora multiplicar a—h por c.

Se puede indicar el producto de este modo: (a—1b) c.

Pero si se quiere espresar el producto en solo un polinomio,
se observarad que multiplicar a—b por ¢, equivale (n.° 25) &
multiplicar ¢ por a—b, es deeir, & tomar ¢ tantas veces como
unidades tiene @ disminuida en tantas como tiene b; luego si
formamos el producto ca 6 ac de ¢ por loda a, resulta mayor
de lo que debe ser en b veces ¢, 0 sea be: luego quitando be de
aic, se obtendra el verdadero producto ac— be.
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De modo que (¢ —b) ¢ —ac—be.

Sea multiplicar (a—Db) por (c—d).

El producto puede indicarse asi: (a—b) (c—d).

Para formar ahora un solo polinomio, se empieza por mul-
tiplicar a—>b por ¢, lo cual dd ac—be; y se observa despues
que no debia haberse multiplicado a—& por toda ¢, sino por ¢
/disminuida en d. Asi, el producto ac—be, escede al verdadero
en el producto de (a—>5) por d, 6 sea en ad—bd. Luego para
tener el producto verdadero, deberemos restar ad —bd de
ac—be; lo cual, segun las reglas de la sustraccion, nos dara
ac—bc—ad+bd.

Luego para efectuar la multiplicacion de dos binomios,
se muliiplica separadamente cada término del multiplican—
do por cada término del multiplicador, observando respecto
de los signos de los productos parciales la regla siguiente: 7
los dos términos que se multiplican llevan el mismo signo,
su producto debe Zlefuaa' el signo +; y si tienen signos dis—
tintos , llevara su producto el signo —.

Segun esta regla hallaremos

(@+0) (c—d)=ac+ be—ad—bd.
(@—0b) (¢ + d)=ac—bc + ad—bd.

113. Division. Solo consideraremos un caso de esla ope-
racion , que es el de dos monomios compuestos de una misma
letra. :
Sea dividir a7 por a®.

A ; &5y
Se puede indicar el cociente de este modo: a0 al 0%

Pero observemos que como a” es un producto cuyos factores
son a3 y el cociente, el esponente 7 del dividendo debe ser
(n.” 112) igual 4 la sumd del esponente 3 del divisor y el es—
ponente desconocido del cociente luego reciprocamente, el es-
ponente del cociente es igual al esceso del esponente del di—
videndo sobre el esponente del divisor; es decir, en este caso,
AT—3;04. : ; )

. a :
Asi, pues, e =at; en efecto, a*x a® =q’.

; : b . ck
Del mismo modo se hallara " =il L‘T:cl, 0c.

S —ah . 00h.
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2 3
@ 5
Por analogia se hallard CTE:(;“; a_szaﬁ_,__; Y como se ve
' a a® at

que cada una de las espresiones PR R SLE equivale a la

unidad , se deducira como consecuencia que a®=1.

La notacion a® puesta en vez de la unidad tiene la ventaja
de conservar la huella de una letra que, entrando al principio
en el caleulo, ha desaparecido por efecto de una simplificacion.

Para nuestro objeto presente no es necesario esplicar ahora
Jos demas casos de la division, quedando 4 esto reducidas las
tinicas nociones de Algebra que necesitamos en este capitulo y
los siguientes. N -

114. Para hacer resaltar desde ahora las ventajas del uso
de las letras en la representacion de los nimeros, resolveremos
las dos cuestiones siguientes:

1.5 ;Qué variacion sufre un quebrado aiiadiendo un
mismo nimero a sus dos términos? (Ya se trald esta cues-
tion en el n.° 49.)

: a :

Designemos por b el quebrado propuesto y por m el nime-

ro que se anade a los dos términos a y b, lo cual da el nuevo

a+m
quebrado m.

a  a+i
Para comparar los dos quebrados b m,

? b+m £
reducirlos 4 un comun denominador: asi, el primero se convier-

a (b+m) (@+m)b
Yo Aot (at+m)b .
ol o+m)’ y el segundo en w5 o efectuados los

ab+ma  ab+mb
B4bm 7 B24bm
Ahora bien, los dos numeradores ab-+am y ab+ bm tienen

comun la parte ab; pero la parte bm del segundo numerador es
mayor que la parte am del primero, porque tenemos b>a. Lue-
go tambien el segundo quebrado es mayor que el primero. Lue-
80, crece el valor de un quebrado afiadiendo un mismo ni-
mero ¢ sus dos términos.

. La verdad de la proposicion exige ademas, como se ad—
Vierte en el razonamiento anterior, que sea propio el quebrado

€S menester

cdleulos segun la regla del n.° 112,
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a - . 5 s
5o €S decir, (que sea a<b: si fuera al contrario a>b, existiria la

relacion en orden inverso, porque entonces seria ab+bm<ab+am,

Advertencia. Este medio de demostracion tan rigoroso y
general mientras los numeros estan designados por letras, de—
jaria de serlo si se aplicira & niimeros particulares. Por ejem-

2 J /
plo, si se tiene el quebrado R anaden 3 unidades 4 cada

15
uno de sus términos, se tendra 50"
Reduciendo los dos quebrados & un comun denominador, se

derte el pri I sigtdd o
convierte el primero en ., y el segundo en o

Bien se ve aqui que el scgundo quebrado es mayor que el
primero; pero nada prueba que lo que sucede en este caso par-
ticular se verificard en cualquiera otro.

La demostracion dada en el n.® 49, en virtud de la natura-
leza de los razonamientos, es tan general como la ultima; pero
esta, aunque menos elegante tal vez, tiene la ventaja de ser mas
concisa: héla aqui reducida & sus menores términos:

a a

+m : ;
Sean e los dos quebrados que se quieren com-—

parar.

: ; 3 ab+am
Reduzeamoslos al mismo denominador: resulta o T
. b24+bm -
ab+bm

JExp, s Dero tenemos a<b por el supuesto, de donde

am<bm; luego ab+am<ab+bm; luego el segundo quebrado
es mayor que el primero.

2.*  Se desea saber el producto de la suma de dos wime-
ros multiplicada por su diferencia.

Sean @ y b los dos nameros propuestos : su suma se espre-
sard por (a+5), y su diferencia por (a—¥).

Efectuando la multiplicacion de ¢+b por a—¥b con arreglo
dlo dicho en el n.° 112, se obtiene el producto a?+ab—ab—0b2,
0 suprimiendo los términos 4+ ab y —ab, que se destruyen uno
4 otro, queda a®—10b?%; luego (a+b) (a—b)=a>—h.

Lo cual prueba que la suma de dos niimeros cualesquie~
ra multiplicada por su diferencia, dd siempre por produc—
fo la diferencia de sus cuadrados 6 sequndas potencias.
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Eyemero.  Sean los dos mimeros 25 y 125 su swma es 37
v su diferencia 13 : multiplicando 37 por 13 resulta 481.
° e otro modo, 25%25 da 625; 12x12 da 144; de donde
95)3_(12)2—=625—144—1481. _

Luego (25+ 12) (25-—12)==(25)*—(12)%

" 115. Esto ultimo no es mas que una comprobacion de la
propiedad , efectuada por medio de dos numeros particulares;
mientras que la demostracion algébrica es rigorosa y general,
porque los nimeros estan designados por letras 4 las cuales pue-
den atribuirse todos los valores imaginables.

Las cuestiones precedentes bastan para poner & los princi-
piantes en estado de comprender y apreciar las ventajas proce-
dentes del uso de las letras para representar los nimeros. Por
su medio, no solo se hacen los razonamientos mas generales y
4 veces mas concisos, sino que tambien se conserva la huella
de las operaciones efectuadas con los niimeros que entran en el
enunciado de la cuestion, y que asi no pueden fundirse unos en
otros como cuando se opera con nimeros particulares.

Establecidas estas nociones, vamos 4 volver atras; es decir,
vamos 4 ocuparnos de nuevo en algunos de los objetos tratados
en la primera parte para profundizarlos mas: asi descubriremos
nuevas propiedades y medios de modificar 6 simplificar los pro-
cedimientos de las diversas operaciones de la Aritmética.

§. 1.° Teoria de los diversos sisiemas de numeracion.

116. Hemos visto (n.° 5) como se comsigue representar
todos los niimeros posibles con solo diez cifras 6 caractéres,
partiendo de este principio convencional, que toda cifra colo-
cada 4 la izquierda de otra representa unidades diez veces ma—
yores que las de esta. Ahora nos proponemos hacer ver que
tambien pueden escribirse todos los numeros con un numero
cualquiera de caractéres, con tal que al menos haya dos, sien-
do uno de ellos el cero.

En general, se llama base de un sistema de numeracion el
nimero de cifras de que consta. El sistema que consta de solo
dos cifras se llama binario, el que de tres fernario, ete.

Fn todo sistema de numeracion andlogo al sistema decimal se
conviene en que toda cifra, colocada d la izqguierda de otra,
espresa unidades tantas veces mayores, vespecto de las de
esta, como unidades hay en la BASE, es decir, en el mimero
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de cifras del sistema. Asi, en el sistema binario, las unida—
des de cada cifra adquieren valores de dos en dos veces mayo-
res & medida que se avanza uno, dos, tres.... lugares hécia Iy
izquierda; en el sistema fernario, los valores de las unidades
van siendo cada vez friples del anterior; y en general, en el
sistema cuya base es B, las unidades de cada cifra son B veces
mayores que las unidades de la cifra anterior, & medida que se
avanza de derecha & izquierda.

Cuando hay un nimero escrito en un sistema cuya base es
B, Ila primer cifra de la derecha espresa unidades de primer
orden, la cifra inmediata de la izquierda espresa unidades de
segundo drden, la cifra que despues viene & la izquierda yni-
dades de tercer drden, y asi sucesivamente. Se necesitan por
tanto B unidades de primer drden para formar una unidad de
segundo orden, B unidades de segundo drden para formar una
de tercer orden, etc.

117. Entendido esto, pasemos al modo de espresar en ci-
fras un nimero entero, cualquiera que sea el sistema que se
adopte. Para fijar las ideas, consideraremos el sistema sepfe—
nario, es decir, el sistema en que se emplean siele cifras. Des-
pues se podran estender & otro cualquier sistema los mismos ra-
zonamientos. -

Las cifras del sistema seplenario son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6;
las seis ltimas espresan los seis primeros numeros.

Afadiendo la unidad a seis, se forma el namero siefe, 6 la
unidad de segundo érden, que en virtud del prineipio arriba
enunciado debe escribirse 10. .

Poniendo sucesivamente cada una de las cifras del sistema
en el primer lugar y en el segundo, se iran evidentemente for-
mando todos los nimeros consecutivos comprendidos desde sie-
le, 6 sea 10, hasta el representado por 66.

Formado este nimero, si se le anade una unidad mas, re-
sultardn 6 unidades de segundo 6rden mas siete de primero,
bien, siefe unidades del segundo que equivalen & una unidad
del tercero, y que debera escribirse 100,

Poniendo sucesivamente en el primero, en el segundo y en
el tercer lugar todas las cifras del sistema, se formaran todos
los-numeros consecutivos comprendidos entre 100 y el nimero
representado por 666. :

Razonando respecto de este imero como respecto del 66,
se llegarda 4 la umidad de cuarto orden, «que se eseribird asi:
1000; despues se obtendrin sucesivamente todos lps’ niimeros
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conseculivos comprendidos desde 1000 hasta el nimero repre-
sentado por 6666; y asi sucesivamente hasta el infinifo.

De donde se infiere que pueden escribirse en este sistema
todos los nimeros enteros posibles.

Cualquiera que sea el sistema adoptado, las unidades de dj-
ferentes ordenes estan vepresentadas por 1, 10, 100, 1000,
como en el sistema decimal; pero los valores relativos de estas
unidades son esencialmente diversos segun los sistemas.

118.  Advertencia. Hemos dicho en el n.° 116 que era
indispensable la cifra O en todo sistema andlogo al decimal, es
deeir, en todo sistema en que el valor relativo de una cifra de-
pende del lugar que ocupa 4 la izquierda de otras varias. En
rigor podria pasarse sin él; pero seria ol sistema menos regu-
fae, como vamos & ver.

Propongémonos, por ejemplo, establecer el sistema fernd-
rio adoptando Ias tres cifras significativas 1, 2, 3.

Los tres primeros nimeros quedarian cspresados por: las
tres dichas cifras.

Para vepresentar cuatro, cinco, seis, bastaria escribie 11,
12313,

Para espresar siefe, ocho, nueve, diez, once , doce ,

e gseribiria v 94 29 2008 L g ce 308 - 83

Ypara espresar trece, catorce, quince,diezyseis, diezysicle, diezyocho,
se escribiria - A1, 412, 113, 124, 122, 123.

No es necesario pasar mas alla para tocar los inconvenien—
{es de esfe sistema. Su prineipal defecto consisle en que se es—
presan de diverso modo unidades de un mismo ovden. Asi, en
13y 23, la cifra 3 espresa una unidad de segundo érden, como
las cifras 1y 2 que estan 4 su izquierda. En 123 cl conjunto de
fas cifras 23 espresa nueve, 6 sea la unidad de tercer orden, 1o
mismo que [a cifra 1 que esté & la izquierda de las dos.

Haciendo uso de la cifra 0, hasta determinar los nimeros de
unidades de diferentes drdenes que entran en el nimero pro-
puesto, y escribir unas en pos de otras, de derecha & izquier—
da, las cifras que espresan esos numeros. :

119.  La concordancia que existe entre la nomenclatura ac-
tual de los niimeros y la manera de representarlos en cifras en
el sistema decimal, permite escribirlos facilmente y & medida
(ue. se dictan en el lenguaje ordinario, eomo tambien resolver
la cuestion inversa de enunciar en el lenguaje ordinario un mi-
mero cualquiera representado por un grapo de cifras dado. Lo
mismo seria en todo sistema de numeracion para el cual se com-

10
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pusiera una nomenclatura especial. Pero si se FI‘OPUSiel‘a, por
cjemplo, escribir en el sistema seplenario el nimero TRes—
CIENTOS SESENTA ¥ NUEVE referido al sisiema decimal , serja
dificil reconocer @ priori cuales son las cifras que han de es—
presar las unidades de primero, segundo, tercero,.... orden de]
sistema septenario que el numero dado.contiene. Y como el nj-
mero dicho, eserito segun el sistema decimal, es 369, resulta
que la cuestion propuesta depende de la siguiente, que es mu-
cho mas general : Dado un mimero enunciado en el lenguaje
ordinario ¢ escrito en el sistema decimal , traducirle en el
sistemao cuya base es B. :

Para resolver esta cuestion general observemos que forman-
do B unidades de primer 6rden una unidad de segundo , cuan—
tas veces contenga el nimero propuesto 4 la base B, otras tan—
tas unidades contendra del segundo érden del sistema B; es de-
cir, que si el nimero dado se divide por B, el cociente espre—
sard las unidades de primer orden del namero escrito en el sis-
tema cuya base es B.

Del mismo modo, puesto que B unidades de segundo orden
en el sistema B forman una unidad de tercer érden en el mis-
mo sistema, si se divide por B el cociente que espresa las
unidades de segundo drden, el nuevo cociente espresara las
unidades de tercer orden; y el residuo, siempre menor que B,
representara las unidades de segundo orden del nimero eserito
en el sistema cuya base es B; y asi sucesivamente.

Donde se ve que para pasar del sistema decimal al sistema
cuya base es B, es necesario: 1.° dividir el mimero propues-
to por la base del nuevo sistema escrita en el sislema deci—
mal, lo cual dd un residuo que se escribe aparte, porque
represente las unidades de primer drden en el nuevo sis-
tema; 2.° dividir el cociente obtenido por la misma base, lo
enal da un sequndo residuo, que se escribe a la izquierda del
primero, y espresa las unidades de sequndo orden; 3.° di-
vidir el sequudo cociente por la misma base, y escribir el
tercer residuo, que ast se obtiene, a la izquierda de los
dos precedentes, porque espresa las unidades del tercer or-
den; contintiese esta série de operaciones hasta llegar @ un
coctente menor que la base del nuevo sistema; este ultimo
cocienle espresa las unidades del orden mas elevado, y se
escribe entonces ¢ la izquierda de todos los restduos ob—
tenidos sucestvamente.

Apliquemos esta regla al namero trescientos sesenta y nue-



DE ARITMETICA. 147
ve, 0 369, vy tratemos de traducirlo al sistema sepfenario.

369 | 7 Residuos.
TR 9 e 3
Yl s 3
Hor. T 05
() e o 1

Dividiendo 369 por 7, se tiene por cociente 52 'y por re—
siduo 5, que se escrilie aparte, y son las unidades de primer
drden en el nuevo sistema,

Dividiendo 52 por 7, se halla de cociente 7y de vesiduo 3,
que espresa las unidades de sequndo drden, vy se eseribe 4 la
izquierda de la cifra 5. ;

Dividiendo 7 por 7, se tiene el cociente 1 y el residuo 0,
lo cual indica que no hay unidades de tercer drden: se es—
cribe , pues , O para ocupar su sitio.

Finalmente, como el cociente 1 es menor que 7, esprésa
unidades de cuario érden; y por consiguiente el nimero pro-
puesto, traducido al sistema septenario, equivale & (1035).

Del mismo modo se veria que el numero 5347, traducido
al sistema de ocho cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5,'6, 7, equivale al
conjunto de guarismos (12343).

5347 [‘8 . Hesiduos.
BB, fakizn e i il 3
bOkicr aoang ke 3
| I e ara ittt 2
O i o 1

Observacion. Puede suceder que la base del nuevo siste—~
ma sea mayor (que diez, base del sistema decimal.
En este caso hay que hacer una ohservacion imporvtante
para la aplicacion de esla regla.
Sea, por ejemplo, traducir el numero 8423 al sistema do-
decimal , es decir, al sistema de doce cifras. >
Conviniendo en emplear las dos letras griegas «, 6, para
designar‘los niimeros diez v once, las cifras de este sistema
serim0,,1,12,°3, 41.5,.6,)7, 8,9, 2/6.

s A ] 2



148 ELEMENTOS

8423 | 12 Residuos. -

0L SRani, IR once . 6

25 o B DA 5. (4a56)
A d st 0
S A B Uk A

Espresindose por 12 la base doce en el sistema decimal,
debe dividirse 8423 por 12, lo cual da el cociente 701 y el
residuo 11, que espresa las unidades de primer orden en el
nuevo sistema. Pero 11 escrito en el sistema decimal significa
once, y por consiguiente corresponde 4 la cifra € en el sistema
duodecimal. Se escribird, pues, aparte, vo 11, sino 6, para
designar las unidades de primer orden.

En la tercera division se obtiene el residuo 10, 0 sea diez,
que en el sistema duodecimal se representa por a: se escribi-
rii, pues, « 4 la derecha de las otras dos cifras halladas, y se
continuara la operacion. Fl resultado es que el nimero pro-
puesto se espresa en el sistema duodecimal por el conjunto de
caractéres (£256).

120. Reciprocamente , dado un mimero escrito en un sis-
tema cualquiera cuya base sea B, se puede proponer el pro-
blema de enunciarlo en lenguaje ordinario, 6 lo que es-lo mis-
mo, traducirlo al sistema decimal.

Sea en general.... hgfdcba un nimero escrito en el sistema
de B cifras; designando a, b, ¢, d,.... las unidades de prime-
ro, segundo, tercero, cuarto,.... orden.

Resulta del principio fundimental establecido en el n.° 116,
que la cifra b espresa unidades B veces mayores que si estuvie-
ra sola ; luego su valor relativo es igual al producto de b por B,
y puede representarse (n.°408) asi: 6 x B, 6 simplemente bB.
Del mismo modo la cifra ¢ espresa unidades B veces mayores
qque las de la cifra b; luego su valor relativo debe ser igual al
producto de ¢ por Bx B, 0 B?, y puede escribirse ¢B?. Del
mismo modo se iria viendo que los valores relativos de las de—
mas cifras son dB?, fB4, B3, hBS,....

[Luego el miimero propuesto liene por espresion

a+bB+ B2 4 dB3 4+ Bi+ B+ hBS 4.

Dando 4 la base B y & las cifras a, b, ¢, d,.... valores parti-
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culares, se efectuarin en el sistema decimal todas las operacio-
nes aritméticas indicatdas en esa espresion, y se obiendra el ni-
mero particular correspondiente traducido al sistema decimal.

[La espresion de arriba se llama en Algebra formula, por-
que encierra bajo una forma concisa el sistema de operaciones
aritméticas que deben efectuarse con diferentes mimeros para
resolver una cuestion general; pudiéndose deducir de ella la
respuesta a todas las cuestiones andlogas cuyos enunciados se
diferencian solo en el valor numérico de los datos. |

Traducida esta formula al lenguaje ordinario, da lugar & la
regla siguiente: Fdormense lo primero las potencias sucesivas
de la base B escrita en el sistema decimal ; multipliquense
en seguida lasweifras. ...l 0, b, 0, d; f, Hltii..
traducidas tambien al sistema decimal,
respectivamente por los mimeros...1, B, B2, B3, Bs, B5,....;
simense en sequida los productos parciales, y se tendra el
niimero pedido. ,

Sea, por ejemplo, el ntimero (57436) escrito en el sistema
de ocho cifras, el que se quiere traducir al sistema decimal.

Despues de haber hecho las cuatro primeras potencias de 8
por medio de la.multiplicacion, v haber obtenido 8, 64, 512,
4096, pueden disponerse los calculos asi:

AT Ix6= 6
it L L e 83— o
SRS e d it 6Ax4—= 256
B S S e s G 52 T 358
50

Bt ek, orn0960:.6 — 20480

(57436)=—24350
a regla del n.” 119.

Comprobacion por

24350 | 8 Residuos.
JOE3E e 6
3800 % 3 ¢
AT Baulingilne A (57436)
Ot e 7
0,558 Wit )

121, Puede darse de la cuestion inversa una solucion mas
sencilla y mas analoga 4 la de’la cuestion directa.
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Volvamos 4 tomar el mismo nimero (57436) que tratamos
de trasladar del sistema de ocho cifras al sistema decimal.

En virtud del principio fundamental del n.° 116, la prime-
ra cifra de la izquierda, que es 5, representa unidades 8 veees
mayores que las de la segunda cifra 7; luego multiplicando 5
por 8 y anadiendo 7 al producto Ijio cual da 47 6 cuarenta
siele), se tendrd el namero total de unidades de cuarto drden
(en el sistema de ocho cifras) que comprende el nimero pro-
puesto. Por la misma razon, si se multiplica 47 por 8 y se
anaden 4 al producto, lo cual da 380 (6 trescientos ochenta),
se tendra el namero total de unidades de tercer orden (en ef
sistema de ocho cifras) que comprende el niimero propuesto.

Multiplicando ahora 380 por 8 y anadiendo 3 al producto,
se tiene 3043, que es el mimero total de unidades de segundo
orden que comprende en su sistema el mimero propuesto. Y fi-
nalmente , multiplicando 3043 por 8 y afiadiendo 6 al produc—
to, se tendra 24350, que sera el nimero total de unidades de
primer orden (espresadas en el sistema decimal) que en su sis—
tema comprendia el namero propuesto.

El céleulo puede disponerse asi :

5x8= 40 e
ATx8= 376 +4=—=380
380 % 8= 3040 +3—3043
3043 x 8 = 24344 +6—=24350

Reera ceserar.  Multipliquese la primer cifra de la
tzquierda del wmimero propuesto por la base B escrita en
el _sistema decimal , y anddase al producto la segunda ci-
fra (partiendo de izquierda & derecha); multipliquese la suma
ast obtenida por la base B, y aiiadase al producto la ter-
cera cifra; y asi sucesivamente.

Esta regla es precisamente la inversa de la establecida en
el n.° 119, como puede reconocerse comparando la tabla de
los céleulos que aqui acaban de ejecutarse y los ejecutados
al fin del nimero precedente. _

122. A las dos cuestiones de los ndmeros 119 y 120 se
enlaza otra mas general que tiene por objeto pasar de un sis—
tema cuya base es B d otro sistema cuya base es B'.

La regla que en este caso debe seguirse consiste en pasar
el nimero propuesto del sistema B al sistema decimal (n.° 120),
v despues pasarle de este sistema al B' (n.° 119).
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Propongamonos, por ejemplo, hacer pasar el nimero
(23104) del sistema quinario (6 de cineo cifras) al sistema
duodecimal.
Hé aqui. la tabla de los céleulos:

95 =="% 10 +3= 13
13 %5 —4 65 +1= 66
66 x5= 330 + 0= 330

330 x5 =1650 4+ A —1654n

1654 | 12
1375 s et o o
1 Hr s 5 (65a)
010908 LiRokee 010
Luego (23104, en el sist. quin.)= (654, en el sist. duodec.)

Se comprobaria el ealculo repitiendo las transformaciones
en orden inverso, es deeir, pasando del sistema duodecimal
al sistema quinario.

123. Los procedimientos para efectuar las cuatro opera—
ciones fundamentales de la Aritmética con numeros escritos
en un sistema cualquiera, no difieren esencialmente de los
establecidos para el sistema decimal. Solo es necesario tener
bien presente la ley que existe entre las unidades de varios
drdenes , 4 fin de poder convertir, cuando sea necesario, uni-
dades de un érden cualquiera en unidades de otro orden inme-
diatamente superior ¢ inferior.

Para familiarizar 4 los principiantes con los diferentes sis—
temas de numeracion , propondremos un ejemplo de cada una
de las operaciones, ejecutada en el sistema duodecimal, cuyos
guarismos son , segun se ha dicho, n.” 119,

100 e T el R A SR
1.° Swinar los nimeros
3704, 62056, 276x>, 48ab.

Empezando por las unidades simples, dire— 3704«
mos « y 6 son 14, y 5 son 19, y & son 28: pon- 62956
dremos 8 y llevamos 2 docenas para abadirfas 27625
4 lag unidades de segundo érden. A8 46

Diremos despues: 2y 4 son 6y 5 soné, vy ;
«son 19, y « son 27: eseribimos las 7 v Heva— 15678
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mos 2 que anadir 4 la columna de tercer orden, con la cual
operariamos como con las dos anteriores; y asi sueesivamente,
De este modo se obtiene que la suma pedida es 152678.

2.° Restar del mimero. . . « . . . . .. 50046
el eV 0 . s b e DA R e SR 47686
121577

Como no se puede sustraer 6 de 6, se recurre al medio def
n.° 14, y se dice: de 6 & 16 van 7. Pasando a la columna si-
guiente se aumenta al 8 una unidad , y se dice: de 9 a 14 van
7. Despues se dice: de 7410 van 5; de € 4 10 va 1; de 8 4
avan 2; y de 445 va 1. Luego el resultado pedido es 121577.

3.° Multiﬁh’mr. ST AU N 3407«
DTN e i R 9268
Sests s, e i 228528
[Se supone que se tiene 4 la vista una
bt B : 180360
tabla de la multiplicacion que alcance hasta 204661
los productos por la cifra 6, que es la ma— ]
; i 148332
yor del sistema. | gl i S
‘ 177608828

Multiplicando primero 3407« por 8, diremos: 8 veces «
hacen 68 ; pongo 8 y llevo 6: 8 veces 7 son 48 y 6 que llevo
son 22 ; pongo 2 y llevo 5: 8 veces 0 es 0y 5 que llevo son 5,
que escribo: 8 veces 4 son 28; pongo 8 y llevo 2: y finalmen-
te, 8 veces 3 son 20 y 2 que llevo son 223 pongo el 22, Lue-
go el primer producto parcial es 228528,

Respecto de los demas productos parciales del multiplican-
do por las otras cifras del multiplicador, se probaria por me-
dio de razonamientos andlogos a los hechos en el n.° 21 para
el sistema decimal, que todo se reduce & multiplicar sucesiva—
mente el multiplicando por cada una de dichas cifras conside-
radas como de unidades. simples , y escribir cada producto de-
hajo del precedente, corriéndole un lugar hicia la izquierda.

Sumando luego todos los productos parciales, se encuentra
el resultado final 177608828.

4.% Comprobemos esta operacion. por medio de la division,
para lo cual basta dividir el producto obtenido por uno de los
factores, por ejemplo, el 5268. :
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Para obtener la cifra de las
unidades superiores del cociente, 177608828 | 5268

pasta tomar los cinco primeros 16408 i
guarismos de la izquierda del di- 3082 o
videndo y dividir 17760 por 5468. 44968

Para esto se ve cuantas veces con- 0000

tiene el 17 al 5; se ve que son 3,

cuyo mimero se escribe en el cociente. Multiplicando el divisor
por 3, y restando el producto del primer dividendo parcial, se
obtiene el resto 1620, que seguido de la cifra 8, forma el se—
gundo dividendo parcial 16208, con el cual se opera como con
el anterior.

Dividiendo 16«08 por 5268, 6 mas bien 16 por 5, se tiene
por cociente 4, que se escribe 4 la derecha de la cifra anterior,
y por resto de la nueva division parcial 340.

Como bajando la cifra siguiente 8, no contiene al divisor el
nuevo dividendo parcial 3208, pondremos O en el cociente, y
hajaremos la otra cifra 2 del dividendo: con lo que tendremos
el nuevo dividendo parcial 32082.

- Operando con este ‘como con los anteriores, se encuentra
el cociente 7.y el residuo 4296. :

Bajando por. fin la ultima cifra del dividendo, y dividiendo
42968 por 5268, se obtiene = por cociente y 0 de residuo.

Luego, 34072 es el cociente pedido.

Encargamos a los estudiosos que se ejerciten en otros ejem-
plos y en varios sistemas, particularmente respecto de las dos
ultimas operaciones, por ser estos ejercicios muy propios para
adquirir el habito del calculo.

124. La cuestion del n.° 122, que tiene por objeto pasar
de un sistema cualquiera B & otro sistema B', puede resolverse
directamente, es decir, sin necesidad de pasar primero del sis—
tema B al sistema decimal y luego de este al B'- Para esto bas-
taria traducir la base B' al sistema B, y aplicar la regla del
n.° 119, haciendo las operaciones en el sistema B; 6 bien
traducir la base B al sistema B y aplicarle una de los re—
glas de los n.° 120 y 121, eféctuando las operaciones en el
sistema B'. :

No nos detendremos mas en estas operaciones, que no pre-
sentan dificultad alguna.

125.  Obsérvacion general. El sistema duodecimal ofre—
ce algunas ventajas sobre el decimal, en razon a que su base
doce comprende mayor nimero de factores que diez. En efec—
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to, doce es divisible por 2, 3, 4, 6, mientras que diez no tie-
ne mas factores que 2 y 5. Pero no se podria sustituir el sis—
tema duodecimal 1 otro cualquiera al decimal, sin modificar de
antemano la nomenclatura, acomodandola al sistema adoptado
de modo que pudieran enunciarse conforme al nuevo sistemg
los numeros eseritos en cifras.

Tendremos en adelante mas de una ocasion de conocer que
la mayor parte de las propiedades descubiertas en los nimeros
son independientes de todo sistema de numeracion que se adop-
te. Algunas parecen peculiares del sistema decimal, pero las
tienen analogas los demas sistemas. El empleo de las letras del
alfabeto para representar los nimeros, es muy propio para ha-
cer resaltar la generalidad de las propiedades, cuando son apli-
cables 4 todos los nimeros cualquiera que sea el sistema de nu-
meracion en que Se enuncien o escriban.

§. II. Divisibilidad de los nimeros.

126. La propiedad que tienen algunos numeros de ser
exactamente divisibles por otros y la investigacion de los divi-
sores exactos de un numero forman una de las teorias mas im-
portantes del Aritmética. Apoyase esta teoria en una série de
principios cuya esposicion exige mucho drden, vy que vamos 4
desenvolver sucesivamente. il

Definiciones preliminares. Se dice que un nimero ente—
ro es exactamente divisible por otro, cuando existe un tercer
niimero entero que, multiplicado por el segundo, reproduce
el primero. 1

Todo numero entero, que divide exactamente 4 otro, se
llama factor, divisor 6 submiltiplo del segundo; v este se
llama multiplo del primero.

Todo numero entero que no tiene mas divisores que 4 si
mismo y la unidad , se llama mimero primere absoluto, 6 sim-
plemente mitmero primo 6 primero.

Dos niimeros enteros se llaman premos entre si euando no
tienen mas divisor comun que la unidad (que es divisor de todo
nimero).

De aqui resuita que si un ntimero primo no divide exacta—
mente a un nimero entero cualquiera, son primos entre st los
dos ; pues entonces no pueden tener mas divisor eomun que la
unidad.

Ya se dieron estas definiciones en el n.° 51.
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127. Peiuer prixceio.  Todo nimero entero P que di-
pide exactamente ¢ wno de los factores del producto Ax B,
divide necesariamente a este producto; 6 lo que es igual,
todo miimero entero que divide exactamente d otro, divide
tambien a todos los miltiplos de este. (Véase el n.° 51.)

En efecto, sea Q el cociente supuesto exacto de la division
de A por P; tendremos A=PxQ, de donde multiplicando am-
bos miembros de esta igualdad por el mismo nimero B,

AxB=PxQxB=Px0QB n.” 26);

se've, pues, que P divide exactamente al producto A x B.

128. Secunpo princiero.  fodo niumero entero P que di-
vide exactamente & un producto AB, y que es primo con uno
de los dos factores, divide necesariamente al otvo factor.

Supongamos, por ejemplo, que P, divisor exacto del pro-
ducto AB, es primo con A; digo que P debe dividir & B.

En efecto, puesto que A y P son numeros primos enire
si, resulta que si se les aplica el procedimiento del méximo co-
mun divisor (n.® 52), al cabo de cierto nimero de operaciones
se llegara & un residuo final igual a 1.

Llamemos R, R, R", R"",.... 1 los residuos consecutivos
de la série de operaciones efectuadas en ese procedimiento (R,
R, R",... se enuncian R primera, R segunda, R tercera,...).

Esto supuesto, si, en lugar de operar con A y P, aplicira-
mos el procedimiento 4 los productos Ax B, Px B, es facil ver
que en esta nueva série de operaciones se obtendrian los mismos
cocientes que en la primera; pero los restos serfan respectiva—
mente Rx B, R xB, R"xB,.... 1 xB. Por consiguiente, como
el 'maximo comun divisor entre A y P es 1, el de los produc—
los AxB, PxB, es necesariamente 1 x B, 6 sea B.

Por otro lado, se infiere del tercer principio establecido en
el 1.° 51, que lodo miinero que divide d otros dos, divide ¢
Sw maximo comun divisor, puesto que en virtud de dicho
principio debe dividir el vesiduo de cada una de las divisiones
del procedimiento del n.® 52. Ahora bien, P divide & AX B por
hipotesis; divide tambien evidentemente & P x B; luego debe di-
vidie al maximo comun divisor de los dos, es deeir, 4 1xB, ¢
sea B; lo cudl debiamos demostrar.

Advertencia. Fs necesario suponer que P es primo con
uno de los factores; pues 56 x 15, 6 840, por ejemplo, es di—
visible por 40, y da por cociente exacto 21, sin ser divisibles
por 40 ninguno de los factores 56 y 15. Esto procede de que,
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siendo 40=8x 5, el primer factor, 8, se encuentra en ¢l 56,
que es ignal & 7x 8; y el segundo factor, 5, se encuentra ey
el 15, que es 5% 3: luego 56 x 15, 6 bien 7X 8 X 3% 5, & hiey
TX3x8x5, o finalmente, 21 x 40, debe ser divisible por 40,

129. Tercer erinceero.  Todo nimero primo absoluty
P que divide exactamente @ un producto AxB, debe dj-
ﬁic?z'r necesariamente a uno de los factores.

En efecto, si P no divide & A, por ejemplo, sera primo con
¢l (n.° 126)5 luego debe dividir 4 B (n.° 128).

De aqui resultan las consecuencias siguientes:

130. 1.° Todo nimero primo absoluto que divide g
A2, y en general @ una potencia cualquiera A™ de A, debe
dividir a A.

En efecto, A2, es lo mismo que Ax A; y todo ntimero pri-
mo que divida & este producto, ha de dividir 4 uno de sus fac-
tores (n.° 129). Del mismo modo, todo namero primo que di-
vida 4 A%, ha de dividir 4 uno de los factores del producto
A2xA; y como para dividir & A2, es menester dividir 4 A, re-
sulta que para dividir 4 A%, es menester dividir 4 A; y asi su-
cesivamente. ;

131. 2.* Todo numero P, primo con cada uno de los
factores de un producto AXB, es tambien primo con este
produclo.

En efecto, un nimero primo absoluto que dividiera & AB,
deberia dividir 4 A 6 4 B; y entonces P no seria primo ¢
con A 6 con B; lo cual seria contra el supuesto.

132. 3. Cuando se ha formado un nvmero N por la
multiplicacion de otros muchos A, B, C, D,.... no puede
tener mas factores PriMos que los existentes en A, B,
GieDiae

En efecto, todo ntmero primo que divida al producto
ABCD, si no divide & D, debe dividir a ABC (n.° 129);
igualmente todo numero primo que divida a4 ABC, si no di-
vide 4 C, debe dividir & AB, 6 por consiguiente 4 A 6 & B.

Asi, en otros términos, resullando wn wimero de la
multiplicacion de otros varios., no puede oblenerse de nue—
vo mulliplicando wimeros que comprendieran factores dis-
tintos de los que comprendian los primeros que se mul-
tiplicaron.

133. Cuarro v vrTivo princiero.  Todo mdmero N di-
visible por dos ¢ mas wimeros a, b, ¢,.... primos en—
tre si, es divisible por el producto de los mismos.
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En efecto, como @ divide @ N, tendremos N—=ayq, siendo
4 un NUmero entero; pero. por hipitesis b divide & N, luego
debe dividir 4 ag; pero @ y b son primos enlre st por el su~
puesto; luego no pudiendo b dividir 4 @, debera dividir & ¢
(n.° 128); tendremos, pues, %zbq';_(!e donde se deduce N—-
axbg=abxq. Asi, pues, N es divisible por ab.

Del mismo modo, dividiendo ¢ a4 N, debe dividir & abxq';
pero ¢ es primero con a y by por consiguiente con ab (n.” 131);
luego ¢ debe dividir a ¢', y se tendra ¢' :cr("; de donde sale
N—abxcq"=abex ¢": luego N es divisible por abe, y ast
sucesivamente.

134. Consecuencia. Si a, b, ¢,.... son numeros pri-
mos entre si, y cada uno entra como factor de N cierto ni-
mero de veces espresado por 2, p, ¢,.... el -numero N es
exactamente divisible por a®, b, ¢9,.... y por todos los
otros numeros que pueden obienerse multiplicando de dos en
dos, de tres en tres, ete...., las diversas potencias de a,
b, ¢,.... comprendidas desde la primera hasta la del gra-
do designado por n respeeto de a, por p respecto de b, por
¢ respecto de ¢, y asi de las demas.

Fn efecto, siendo @, b, ¢,.... nimeros primos entre si,
lo son tambien @, bP, ¢9,....; luego (n.° 133) sus pro—
ductos de dos en dos, de tres en tres, ete., deben ser tam-
bien divisores de N.

Este principio sirve de base & la investigacion de los
divisores de un numero, tanto simples como compuestos,
cuéstion de que nos ocuparemos bien pronto.

135. Caractéres de divisibilidad de un nmimero por otros.

Existen ciertas senales por las cuales se puede conocer
si un nimero es 6 no divisible por otros, lo cual es muy
il en la practica.

Los razonamientos que nos veremos precisados & hacer
para establecer estos caractéres s¢ apoyan en el principio si-
gulente: ;

Sea un nimero A descompuesto en dos partes B y C,
de modo que se tenga A=B+C.... (1).

1.° S5 olro nimero D divide al mismo tiempo & las
dos partes B y C, divide tambien @ su suma A.

2.° 8i el nimero D divide a una de las partes By no
divide d la otra C, tampoco dividird a As y el residuo de la
dwt%on de A por D serd iqual al que rvesulta de dividir G
por . :
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La primera parte de este principio es ficil de demostrar,
En efecto, dividamos por I los dos miembros de I igualdad (1),
y tendremos ;
AN YV >

ﬁI'D—+ﬁ (=)

Los dos términos del segundo miembro son niimeros ente—
ros, porque By C son por hipotesis divisibles por D; luego e
primer miembro tambien debe ser numero entero, de lo con-
trario tendriamos un numero fraccionario igual & un nimery
entero, lo cual es absurdo. Luego A es divisible por D.

Pasando & la segunda parte, es claro, en virtud de la igual-
dad (2), que si siendo B divisible por D, no lo fuera por (,
tampoco lo seria A; pues de lo contrario resultaria tambien un
numero entero ignal a un namero fraccionario. Pero ahora se
trata de probar que el residuo de la division de A por D es
tgual al de la division de C por D, .

Para esto obhservemos que, siendo B divisible por D, tene-
mos B=D() (Q es un numero entero); no siendo C divisible
por D, tenemos C=DQ'+R. ‘

Luego B+ C=DQ+DOQ' + R=D (Q4+Q')+R (n.® 112),

Donde se ve que A dividido por D da por cocienie Q+ (),
v por residuo R, que es el mismo residuo de la division de C
por D; lo cual debiamos demostrar (*).

Pasemos ahora & esponer los varios earactéres de la divisi-
hilidad. :

136. Propiepapes DE LoS NOMER0S 2y 5, 4y 25, 8y 125...
1.°  Todo numero terminado en una de las cifras 0, 2,
&, 6,8, es divisible por 2.

En efecto, dicho ntimero puede descomponerse en dos par-
tes; una & la izquierda de las unidades simples, considerada
con su valor relativo, v otra la cifra sola de unidades simples.
~ (Por ejemplo, 38576 equivale 4 385704 6.) Como la parte
primera acaba en 0, es divisible por 10; pero 10 es divisible
por 2, porque equivale & 2x5; lnego tambien la primera par-
te es divisible por 2. La segunda parte, que es una de las ci-
fras 0, 2, 4, 6, 8, es precisamente divisible por 2; luego (-
mero 135) el mimero total es divisible por 2.

(*) ' Todas las proposiciones demostradas desde el n.° 127 al
n.% 435 inclusive son verdaderas en todos los sistemas de nume-
racion.
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Gi el numero termina en una de las cifras 1; 3, 5,7, 9, no
es divisible por 2, porque no lo es una de sus partes.

Advertencia.  Todo mimero divisible por 2, 6 acabado en
una de las cifras 0, 2, 4, 6, 8, se llama mimero par. Los de-
mas se llaman impares. '

Todos los nameros pares estan comprendidos en la formu—
la 2n, siendo » un numero entero cualquiera; y los nimeros
impares en la formula (2n+ 1).

2.  Todo niumero terminado en 0 6 5 es divisible por 5.
—_La demostracion es andloga a la que acabamos de dar res-
pecto del divisor 2.

Si la ultima cifra es diferente de 0 6 de 5, el numero no
sera divisible por 5; y el residuo de la division de dicho ni-
mero por 5 es igual al residuo de la division de su iltima cifra
por 5 (n:° 135); de modo que el residuo es Ia misma cifra si
¢s menor que 5; ¥ en el caso contrario es su esceso sobre 5.

Asf, 1327 dividido por 5 dé de residuo 2, que es igual al
residuo de la division de 7 por 5, 6 al esceso de 7 sobre 5.

Asi tambien, 34789 y 71436, dan respectivamente los're—
siduos 4 y 1. :

3.° Todo mimero es divisible por 4 6 25 si el nimero
que forman sus dos ultimas ct /‘ms es duvisible por 4 625
respectivamente; y no lo es en el caso conirario.

En efecto, dicho nimero puede descomponerse en dos par-
tef; una 4 la izquierda de las decenas, considerada con su va—
lor relativo, y otra formada por las cifras de decenas y unida—
des. (Por ejemplo, 3548 y 27875, equivalen & 3500448 y
27800 +75.) Terminando en dos ceros la parte primera, ‘es
divisible por 100; 00 es divisible por 4 y por 25, pues es
100 — 4 x 25; luego la primera parte es divisible por 4 6 por

25; vy como la segunda parte es tambien divisible por 4 6 25,
s¢ infiere que el nimero total sera divisible por 4.6 25 respec—
tvamente. {

Asi, 3548 es divisible por 4, porque 48 es.multiplo de 4;
27875 es divisible por 25, porque 75 es multiplo de 25.

Pero 13758 no es divisible por 4, y da el residuo 2, que
daria la division de 58 por 4.

25659 no es divisible por 25, y da el residuo 9, que daria
la division de 59 por 25. ‘

Advertencia. Solo los niimeros aeabados en 00, 25y 75,
son divisibles por 25.

4."  Todo nitmero es divisible por 8 ¢ por 125, si el -
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mero que forman sus tres ullimas cifras es divisible poy 8
0125 respectivamente; y no lo es en el caso conlrario.

Ia demostracion es andloga 4 las precedentes, por lo eqg|
1o la desarrollaremos; contentdndonos con observar que. 100
es igual & 125 x 8; pero esta propiedad casi nunca se usa.

137. ProritpapEs pE Los NOMEROS 3 ¥ 9.  Todo nime-
ro es divisible por 3. ¢ por 9, si la suma de los valores
absolutos de sus cifras es divisible respectivamente por 3
¢ por 95 y no lo serd en el caso contrario.

Observemos primero que si-de una potencia cualquiera de
10 6 de la unidad seguida de uno 6 mas ceros se quita 1, el re~
sultado es divisible por 9, porque se compone de tantas cifras
9, escritas unas en pos de otras, como ceros habia; y como el
valor absoluto de cada cifra 9 es divisible por 9 y por 3, tam-
bien lo serd su valor relativo, que es multiplo del valor absolu-
10. Luego el resultado es divisible por 3 6 por 9.

Esto supuesto, para generalizar mas nuestros razonamien-
tos, llamaremos N al nlimero propuesto, y designaremos por a,
b, esd,.... las cifras de sus unidades, decenas, centenas, mi-
llares,....; de modo que tendremos N=.... gfdcba, 6 mas
bien, en virtud del principio fundamental de la numeracion de-
cimal,

N=a+10b+100c +1000d + 10000/ +....
N=a+10b+ (10)%c+ (10)*d + (10)'/ +....

Esta igualdad puede escribirse de este otro modo:

N { +(10-—1 )b+ (102—1 )+ (10*—1)d + (10i—1) [ +...
- lte +b +e +d i

(Porque, por ejemplo, 10°d=10%—d+d=(10°—1) d+d.) _
H &
Ahora bien, con arreglo & lo dicho antes, 10—1, 102—1,
10°—1,.... son divisibles por 3 ¢ por 9; luego la primera li-
nea horizontal consta de nimeros multiplos de 3 6 de 9; luego
esta primera parte del nimero N es divisible por 3 6 por 9. Por
consiguiente, si la segunda parte, que es la segunda linea ho-
rizontal, vy, segun se ve, es la-suma de los valores absolutos
de las cifras del mimero, es divisible por 3 6 por 9, todo el
nimero dado serd tambien divisible por 3 6 por 9. —Lo cual
debiamos demostrar.

138. Para obtener el residuo de la division de un  niimero
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enalquiera por 3 6 por 9, basta sumar los valores absolutos
de sus cz'};ﬂas y dividir la suma por 3 6 por 9. Sila di-
vision es exacta, el nimero dado sera divisible por 3 6 9
respectivamente; pero si queda residuo, el que se obtenga
sera el que daria la division del nimero total por 3 6 por 9.

Esta propiedad es una consecuencia de lo demostrado en
el n.° 135.

139. Proriepap peL noMERo 11.  Todo mimero es di-
disible por 11 si la diferencia entre la suma de los va—
lores absolutos de sus cifras de lugar impar, contando
desde la derecha, y la suma de los valores absolutos de
sus cifras de lugar par, es cero & miltiplo de 11.

Antes de demostrar esta propiedad , debemos observar:

1.° Que toda potencia de grado par, de 10, disminuida
en una unidad , da un resultado divisible por 11.

' En efecto, dicho resultado se compone necesariamente de
un numero par de cifras 9, escritas en hilera, y como cada dos
cifras de estas, consideradas de por si, forma 99 6 9x11, y
por tanto ‘es ‘divisible por 11, se infiere que tambien lo sera
cuando se considere con su valor relativo, por ser este valor
multiplo del absoluto. Luego en general, 10" —1 es divisible
por 11 (espresando 2n un nimero par entero cualquiera, se—
gun se ha dich?}.

2.° Que toda potencia de grado impar de 10, awmen—
tada en una unidad ; da un resultado divisible por 11, -

- En efecto; una potencia cualquiera de grado impar de 10,
puede representarse por 102 +1 (n,® 136); pero tenemos

1020+1=102"x10 (véase el n." 112),
6 bien tambien;,
103 +1=10"%10—10+10=(10"—1) 10 +10;
“aiadiendo 1 4 los dos miembros, se deduce
102 +141—=(102—1) 10+11.
Pero 102 —1 es divisible por 11, segun la observacion
primera; y 11 es tambien divisible por si mismo; luego

1020 +141 es divisible por 11.
Esto supuesto, seca N==hg/dcba el ntmero propuesto. En
11



162 ELEMENTOS
virtud del principio fundamental de la numeracion decimal, te~
nemos - . '
N=a410b4102c+10%d +10¢/+10%¢....,

igualdad que puede ponerse bajo la forma

O (104 )hH (102 —1)o+ (108 4+1)d A+ (1051 ) ...
N_{+a ( -Jb +c —d +/ 4 da

En virtud de las dos observaciones precedentes, la primera
linea se compone ‘de mimeros esencialmente divisibles por 11,
y forma por: consiguiente una parte divisible por 11. Luego el
numero total serd divisible por 11,.si es divisible por 11 la se-
gunda parte que se ve escrita en la segunda linea, y que es lg
diferencia entre la suma a+c+f.... de los valores absolutos
de las cifras de lugar impar, y la suma b+d + g.... de los' va-
lores absolutos de las cifras de lugar par. Lo cual debiamos de-
mostrar, 1 ‘ - :

. 140, Cuando la diferencia entre la suma de los valores ab-
solatos de las cifras;de lugar impar y la- suma de los valores
absolutos de las eifras de lugar par no es 0 6 multiplo de 11,
‘el mimero total-tampoco es divisible por 11, porque una de sus
partes es divisible por 11 y la otrano: entonces hay dos casos
que considerar para obtener el residuo de la division.

1.2 87 la suma de las cifras de lugar émpar es mayor
que la'suma de las cifras de lugar par, deberi anadirse Ia
diferencia @ la primera linea horizontal del valor de N.—De—
signando, pues, por B esta primera linea y por C la difereneia:
que debe anadirse, se tendra N=B+C; y si C no es divisi—
ble por 11, el residuo de la division de N por 11 es el mis-
mo que se ebtendria de dividir C por 11 (n.° 135).

2.° 8%, al contrario, la suma de las cifras de lugar
par es mayor que la de las cifras de lugar impar, la
diferencia ‘debera restarse de la primera linea, y se tendra
N=B—C, designando siempre C el valor numérico de la
diferencia. :

Siendo, pues, B multiplo de 11, y conteniendo C en gene-
ral un multiplo de 11 mas un residuo R, menor que 11, se in-
fiere que N 6 B— C puede ponerse hajo la forma

N=11xm—R,
0 bien N=11 (m—1)+11—R.
Donde se ve que en este caso el residuo de la division de
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N por 11 es iqual al resultado que se obliene restando
R de 11.

Sea, para fijar las ideas, el namero 47356708. Sumando
las cifras de lugar impar, empezando por la derecha, resulta
27; sumando las cifras de lugar par, resulta 13: la suma pri-
mera es mayer que la segunda; si se toma la diferencia entre
ambas, que es 14, el residuo 3 de la division de este nimero
por 11 es el mismo que daria la division del nimero total por
11, como puede comprobarse facilmente.

Pero si se tuviera el numero 370546345, como la suma de
las cifras de lugar impar es 15 y la de las cifras de lugar par
es 22, nimero mayor que 15, resulta que tomando la diferen-
cia 7 de las dos sumas, el residuo de la division del nimero to-
tal por 11 no es 7, sino 11—7, 6 4, como puede comprobar—
se facilmente.

141, Pruebas por 9 y por A1 de la multiplicacion y
division.—No podemos pasar en silencio un medio muy c6-
modo y sencillo de comprobar la multiplicacion y la division de
nimeros enteros, cuyo enunciado es el siguiente: .

Sumense separadamente los valores absolutos de las
cifras del multiplicando y multiplicador, cuidando de qui-
tar los-9 que contengan dichas swmas: asi se obtienen dos
residuos que &n." 138) no son mas que los residuos de la
division de cada uno de los factores por 9.

Multipliquense entre si los dos residuos, y bisquese
del mismo modo el residuo de la division por'9 del pro-
ducto obtenido. -

Por ltimo, siémense las cifras del producto que se ha-
bia sacado, y quitense los 9; asi se obtiene un nuevo re-
siduo, que dege ser igual al precedente para que la operacion
esté bien hecha.

Sea, por ejemplo, multiplicar entre 5786 8 | 2
si los nimeros 5786 y 475; efectuada 415 72
la multiplicacion en la forma sabida, se

suman los valores absolutos de las cifras 4?)2?)?,0
del multiplicando, quitando los 9, 6 3L

como se dice vulgarmente, fuera de iEan
los 9, en la forma siguiente: empe— 2748350

zando por la izquierda, 5y 7 son 12,

fuera de log nueves, 3; 3 y 8 son 11, fuera de los nueves,
son 2; 2 y 6 son 8, que es el residuo de la division del multi-
plicando por 9, y se escribe aparte.
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Del mismo modo se procede con el multiplicador, y se ol—
Liene el residuo 7, que se escribe debajo del 8, como se ve en
el ejemplo.

Se multiplica 8 por 7; resulta 56; y se dice: 5y 6 son 11;
fuera de los nueves, son 2, que se escribe a la derecha del 8.
Por tiltimo, se ejecuta con el producto total la misma operacion
que hemos ejecutado con cada uno de los factores, y se obtie—
ne un residuo 2, que, siendo igual al anterior; prueba que la
operacion estd bien hecha.

Para dar razon de la prueba por 9 de un modo general,
designemos por A y por B los dos factores propuestos, por
Q, ', Ry R, los cocientes y los residuos de la division del
multiplicando y multiplicador por 9; hechos estos supuestos,
tendremos las ignaldades

A=9xQ+R,
B=9xQ'+R'.

Multiplicando miembro & miembro estas dos igualdades, se
obtiene (n.* 112)

AB—92x QO + 9 x QR+ 9 x QR+ RR’.

Los tres primeros términos del segundo miembro de esta
igualdad son evidentemente muliiplos de 9; luego (n.° 135) el
residuo de la division del producto AB por 9 debe ser igual al
que di el producto RR' dividido por 9, lo cual debiamos de-
mostrar. .

Si uno de los dos factores de la multiplicacion es divisible
por 9, ‘el producto tambien debe serlo; entonces, 6 R, o R,
debe ser 0; v tambien sera por consiguiente cero el producto
RR'. Lo mismo sucede si el producto RR' es divisible por 9.

En la prueba de la division pueden ocurrir dos casos: ser
la division exacta, 6 ser ineracta, es decir, no quedar 6 que-
dar residuo. '

1.° Sino queda residuo, es el dividendo igual al producto
del divisor por el cociente obtenido, y se le puede aplicar la
regla anterior, considerando el divisor y el cociente como fae-
tores y al dividendo como producto.

2.°  Si queda residuo, llamando N al dividendo total, D al
divisor, Q al cociente, v R al residuo, se tiene la igualdad

N=DQ+R;
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de aqui puede ahora inferirse que el residuo de la division de
N por 9 debe ser igual 4 la suma (!el residuo de la division da
DQ por 9y el residuo de la division de R por 9 (cuya suma
debera disponerse, fueca de nueves, caso necesario).

Advertencia. Siempre que se apliea la prueba por 9 y el
residuo del producto total no es igual al otro, puede concluirse
que la multiplicacion. estd mal hecha: si dichos residuos son
iguales, es de presumir que esta bien hecha; pero, sin embar—
go, no se puede asegurar que lo es por dos razones principa—
les: primera, porque han podido escribirse, ¢ enlos produc—
tos parciales, 6 en el producto total, ceros en lugar de nueves,
y este error no podria conocerse por la especial naturaleza de
la prueba: segunda, porque dos cifras, 6 de los productos par-
ciales, 0 del producto total, pueden tener la wna de mas y la
otra de menos el mismo mimero de unidades, en cuyo caso,
compensindose los errores en la suma de los valores absolu—
tos, quedaria desapercibido el error.

Por comsiguiente, la prueba esplicada, aunque muy como-—
da en la prictica, no es rigorosa, y cuando sale bien, solo pue-
de considerarse como una semi-prueba, que se emplea tnica-
mente cuando falta tiempo: cuando no sale la prueba, es segu-
ro que esta mal hecha la operacion.

a prueba por 11, que no difiere de la prueba por 9 mas
que en la manera de obtener los residuos (véase el n.® 140),
es preferible, aunque sujeta & algunos errores, porque estos
OCUITen MUy rara vez. ’

Las dos pruebas que -acabamos de esponer pueden aplicar-
se lambien & la multiplicacion y a.la division de-las fracciones
decimales, porque son operaciones iguales en un todo al proce-
dimiento de los enteros. : )

142. Hay tambien caractéres que revelan si un nimero -¢s
~ 0 no divisible por los nimeros primos 7, 13, 17,....5 pero las
reglas para ello necesarias son en la practica mucho mas com-
plicadas que el ensayo directo de la division. Para estudiarlas
por mera curiosidad, se necesitan mas conocimientos de Alge—
bra que los espuestos aqui hasta ahora. ;

Solo encargaremos a los estudiosos que se ejerciten en la
cuestion signiente: Cudles son en tin sislema cualquiera de
numeracion, cuya base sea B, los nimeros que gozan de
propiedades andlogas @ las del 9 y del A1 en el sistema dc-
ctmal ; facilmente se conseguird, recordando que en todo sis—
tema.de numeracion una potencia cualquiera de la hase estd
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espresada por la unidad seguida de tantos ceros como unidades
tiene el grado de la potencia, es decir, por 10™, siendo n ¢}
grado de la potencia.

143.  Los caractéres de divisibilidad de un mimero pop
los multiplos 6, 12, 15, 18, 36, 45 de los nimeros primos 2,
3y 5, son bastante sencillos para poder esplicarlos sin esfuerzo,

1.° Un mimero es divisible por 6 ¢ por 18, cuando sien-
do par, es divisible por 3 6 por 9 la suma de los valores ah—
solutos de sus cifras. !

Porque entonces el niimero es 4 la vez divisible por 2 y por
3, 6por 2y por 9; pero 2y 3, 6 2y 9, son primos entre sf;
luego (n.° 133) el mimero dado debe ser divisible por sus pro-
ductos 6 6 18.

2.°  Un mimero es divisible por 12 ¢ por 36, cuando sus
dos ultimas cifras, consideradas con su valer relativo, forman
un miltiplo de 4, y ademds la suma de los valores absolutos
de sus cifras es divisible por 3 6 por 9, porque entonces, sien-
do el nimero divisible 4 la vez por 4y por 3, d por 4y por 9,
debe ser divisible por 3x4, 6 9x4, es decir, por 12 6 por 36,

3.° En fin, un mimero es divisible por 15 6 por 45,
cuando su ultima cifra es 0 6 5, y la suma de los valores abso-
lutos de sus cifras es divisible por 3 6 por 9, porque entonces,
el numero es 4 la vez divisible por 5 y por 3, 6 por 5y por 9,
Y por_econsiguiente por 5x 3, 6 por 5x9, es decir, por 15 6
por 45.

Pasemos ahora 4 investigar todos los divisores de un nime-
ro, tanto simples como compuestos; y como esta cuestion es
tan importante, vamos & esponérla del modo mas completo y
general. : ,

144. SeA N EL NOMERO CUYOS DIVISORES SIMPLES Y (OM~—
PUESTOS QUEREMOS AVERIGUAR. ‘

Designemos &or a el menor mimero primo, empezando por
2, que divide & N, y efectuemos la division de N por & cuan-
tas yeces sucesivas se pueda: sean el nimero de divisiones que
hayan podido hacerse; tendremos N=g»x N', no compren-
diendo ya N' al factor «. Puesto que todo niimero primo dife—
rente de a, que divide 4 N, debe dividir (n.® 129) a N, resul-
ta que la investigacion de los factores primos de N, diferentes
de a, se reduce 4 la investigacion de los factores primos de ',
numero mas simple que N. :

Designemos, pues, por b el menor mimero primo que di-
vide & N', y por p el nimero de veces que entra en él; tendremos
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N'=brxN";
de donde
N=a"xbex N",

no conteniendo ya N 4 los factores a y b.
Designemos por ¢ el menor mimero primo que divide a
N", y por ¢ el nimero de veces que entra en él: tendremos

N!l:chNrn;
de donde : s
Ne=g%XbPxcax N",

Continuando esta série de operaciones , se llegara a un co-
ciente que serd numero primo, ¢ potencia de nimero primo
(circunstancia que se reconoce en que tomando & dicho: name-
ro por divisor y efectuando la division cuantas veces se pueda,
se llega 'd obtemer un cociente igual d la unidad).. .

Supongamos ;- para fijar las ideas, que N'" es igual. & d~,
siendo ¢ un nimero primo : tendrémos % sosivih ale

N=abPcldr,

Eepgasemando @, by ¢, d, (n.° 132) los nicos factores primos
e N 260 ) £ 400 4
Entonces se dice que el nimero N estd descompuesto en
sus {actores simples. deirih
i-ahora se quieren formar los compuestos, deberan for-
md¥se todos los productos que puedan obtenerse multiplicando
de dos en dos, de tres en tres.... las diversas potencias de los
diferentes factores primos, desde la primera hasta la del grado
n para @, del grado p para b, del grado ¢ para ¢, y del grado
r para d, ete. : i
Para tener seguridad de que se han formado todos los pro-
ductos, conviene fijar y seguir un érden; para lo cual se for—
man las tablas siguientes.
Sea el mimero 5880, .
TapLa pRIMERA. Investigacion de los divisores simples.
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5880
2940
1470
735
245
49

7

1

= e QT N N

Despues de tirar 4 la derecha del 5880 una raya vertical,’
se escribe el 2, que es el menor divisor primo de 5880, al lado
de dicha raya y en la misma linea del nimero dado: despues
se efectiia la division, y se coloca el cociente 2940 debajo de
5880. ihslog. ¢

Siendo 2940 todavia divisible por 2, se eseribe otra vez
este divisor 4 la derecha debajo del anterior, y se repite la
division, escribiendo el cociente 1470 debajo del dividendo.

Tambien 1470 es divisible por 2: escribese, pues, otra vez
este divisor & la derecha debajo de los anteriores, y el nuevo
cociente 735 se escribe debajo de 1470.

Ya no es divisible por 2 el tltimo cociente 735, pero lo es
por 3, que es el mimero primo mas simple despues de 2. Se
escribe 3 debajo del ultimo divisor 2; se efectiia la division de
735 por 3, y el cociente 245 se escribe debajo del 735.

245 no es divisible por 3, pero lo'es por 5, que se escribe
debajo del divisor 3; se efectua la division de 245 por 5, yel |
cociente 49 se escribe debajo del 245, .

49 no es divisible por 5, pero lo es por 7, que se escribe
debajo del divisor 5: el cociente de 49 por 7 es 7, que se es—
cribe debajo del 49. e |

Finalmente, siendo 7 numero primo,  se eseribe de nuevo
como divisor en la columna de la derecha, y como ya se obtie-
ne 1 por cociente, csta terminada la operacion.

Luego el resultado es

5880—23x 3X3XT?, -

quedando el nimero descompuesto en sus factores simples.
SeeuNpA TABLA.  Formacion de todos los divisores simples
y compuestos de un nimero.
Sea ‘el mismo nimero 5880.



DE ARITMETICA, 169

g ifiin sdelie =8
3... 6. 42, 24=—93x3
Fihaodoh 200 040
15... 1 30... 60.. 120=—23x3Ix5
T VS B8UL . ob
21... 42... 8i... 168
35... T70... 140... 280
105... 210... 420... 840=23x3x5x7
49507981 496, 1392
147... 294... 588...1176
245... 490... 980...1960
735...1470...2940...5880=23x 3X 5x T

Se escriben primero en linea horizontal , como se ve en el
¢jemplo, los niimeros 1, 2, 4, 8, que son evidentemente divi—
sores de 5880, pues 1 es divisor de todo nimero, y en virtud
de la descomposicion ya opérada, son factores del nimero dado
los numeros 2, 22, 23.

Esto supuesto, se multiplican todos los términos de esta
primera linea por el factor 3, y se obtiene otra linea de diviso~
res 3, 6, 12, 24, que se colocan respectivamente debajo de los
precedentes. :

Pasando al factor 5, se multiplican todos los términos de las
dos lineas precedentes por ese factor, y se obtienen dos lineas
mas de factores, que se escriben debajo de los anteriores, y
son.... 5, 10.... 15, 30....

Como el factor 7 entra dos veces en el nimero propuesto,
se multiplican primero ‘por ¢l las cuatro lineas precedentes, y
se obtienen otras cuafro, y luego estas ultimas cuatro lineas se
vuelven 4 multiplicar por el mismo factor 7, obteniéndose tam-
bien otras cuatro lineas de divisores.

Por consiguiente, en total se obtienen doce lineas de &
cuatro divisores cada una, que hacen 48 divisores del nu-
mero 5880. ;

* Es ademis facil ver: 1.° que todos los numeros contenidos
en la tabla son divisores del nimero propuesto glo cual se de—
duce de la espresion 5880 =23x3x5x7?): 2.° que el nume—
ro propuesto no puede tener mas divisores que los alli obteni-
dos (véase el n.° 132).

Advertencia. - En la practica conviene, para la formacion
de la segunda tabla, escribir en la primera linea horizontal las
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potencias del factor primo que entra mas veces en el nimer
propuesto, siendo despues enteramente indiferente el orden de
los demas factores.
Propondremos por ejercicio hallar todos los divisores de log
nimeros
1764, 1665, 5670, 30527,

los cuales resultaran respectivamente iguales a
28.3%8.77%: 325637 ; 2.38465.7:20%.89.

145. Obtenida la descomposicion de un numero en sus fac-
tores simples , puede ohtenerse facilmente la espresion del ng-
mero fotal de sus divisores, sin necesidad de formar la tabla
segunda.

Volvamos para esto & la espresion general

Nea=a? 0Rue%.dr,
y consideremos la primera linea de divisores
1.8, 0208, 0. Gy

cuyo numero total esta espresado por (n+1).

Multiplicando todos los nimeros de esta primera linea: su=
cesivamente por los términos 6!, 42, b%,.... 5P, que son tantos
como unidades tiene p, se forman p lineas de divisores, que
cada una liene tantos como la primera, es decir, cada una
liene (n+1), luego habra (n+1)xp divisores en las nuevas
lineas, & los cuales deberan aiiadirse los (n+1) de la linea
primera: tendremos, pues (n-+1) p+(n+1) 6 (n+1) (p+1),
divisores. i

[Todos ellos son potencias de @ 6 de b tomadas de por
si 0 combinadas de dos en dos.]

Multiplicando ahora todos los términos de esas diferentes
lineas de divisores sucesivamente por ¢l, ¢2, ¢3,....¢9, que
son tantos como unidades tiene ¢, tendremos un ntimero de
nuevas lincas de divisores, espresado por n+1) (p+1)x ¢, al
cual serd necesario afiadir los (n+1) (p+ 1% divisores que an—
tes teniamos.

Asi, el numero total de divisores que tendremos estard es-
presado por
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(n+1) (p+1)xg+(n+1) (p+1j, )
bien “(n4+1) (p+1) (¢+1);

v asi sucesivamente.

*  De donde se deduce esta regla: anadase una unidad a
cada uno de los esponentes n, p, (,.... de los diferentes fac-
tores primos que entran en N, y mullipliquense despues en-
{re si; el producto espresa BL NUMERO TOTAL de divisores de
N, contando con la unidad y el mismo nimero dado, que
realmente son tambien divisores de este.

En el ejemplo primero, habiendo hallado

5880 =23 x 31 x5! x T2,
debemos tener :
(34+1) (1+1) (1+1) 2+1),

0 ; Ax2x2x3=A48,

que seré el namero total de divisores, y en efecto lo es, pues
tantos han resultado de la formacion de la segunda tabla.

146. Observacion. Sucede algunas veces que ensayando
la division del nimero dado N por los factores primos 2, 3, 5,
7,.... N0 se encuentra ninguno que le divida exactamente. En
este-caso, cuando se haya prolongado el ensayo hasta la par-
te entera de la rais cuadrada de N (véase el n.° 108, 7.°),
sin encontrar ningun divisor exacto, es inutil ensayar nuevos
divisores, y puede asegurarse que N es nilmero primo.

Asi, 73 es nlimero primo, porque su raiz_ cuadrada esta
entre 8 y 9, y ningun numero entero hasta 8 inclusive divide
exactamente a 73. :

Para demostrar esta proposicion séan dos. nimeros Ay B,
cuyo producto sea igual & Np, y designemos por R la raiz cua—
drada de N.

Tendremos AxB=RxR.

- Para que esta igualdad subsista, es evidentemente necesa—
rio que si-es A> R, sea por compensacion B<R; lo cual prue-
a que no puede existir un divisor de N que sea mayor que R,
por solo el hecho de no haber ninguno que sea menor que R. .
Luego el nimero en que sé verifique esa circunstancia es primo.
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Los jovenes que sepan ya estraer la raiz cuadrada conope
ran, en virtud de la observacion precedente,, que 113, 719
977, 3329, 8123,.... son numeros primeros (*). ;

147. Formacion de una tabla de mimeros primos.,

Propongamonos , por ejemplo, formar una tabla de todog
los nameros primos desde 1 hasta 1000.

Concibiendo escritos unos en pos. de otros los 1000 nijme—
ros primeros, se empieza por tachar: 1.” todos los niimeros pa-
res, escepto 2; 2.° todos los multiplos de 3, escepto 3 (ntime-
ro 137); 3.° todos los niimeros terminados en 5, escepto 5 (nii-
mero 136).

Hechas estas primeras supresiones, ya se puede asegurar
que todos los numeros desde 1 hasta 7x7, 6 49, que no se
hayan bhorrado, son niumeros primos (porque el menor miltiply
de 7 solo puede ser 7% 7).

Se conoceran, pues, asi todos los numeros primos desde 1
hasta 47 inclusive.

Borrando ahora todos los multiplos de 7 contando desde 49,
se puede asegurar que son primos todos los numeros que que-
den sin borrar desde 1 hasta 11x 11, 6 121 exclusive (porque
deben haberse borrado todos los miltiplos de 11 inferiores 4
11 % 11).

Luego, ya conocemos todos los nimeros primos desde 1
hasta 113 inclusive. '

Borrando en seguida todos los muiltiplos de 11, desde
11 x 11, podra concluirse que son primos todos los nimeros
no borrados , comprendidos desde 113 hasta 167, niimero pri-
mo inmediatamente inferior & 169, 6 13 x13; y asi - sucesiva—
mente. Con esto se ve cuan prontamente puede formarse wuna -
tabla bastante estensa de ntmeros primos (). . ik

148. . Reduccion de los quebrados aun comun denomina- .
dor. La regla general esplicada en el n.° 47 para redueir

—

(*) Los que no conozean la estraccion de la raiz cuadrada;
pueden seguir la regla siguiente : '
Cuando despues de haber ensayado sucesivamente en balde los
numeros primos-2, 3, 5, 7,.... se llega ¢ un cociente menor que
el ailtimo mimero ensayado, se puede asequrar que ‘el mimero
dado es PrIMO. ' ;
(**) Este procedimiento s¢ conoce con el nombre de Criba de
Erafdstenes.
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varios quebrados & un comun denominador, conduce general-
mente 4 quebrados de términos muy grandes. Sin embargo,
cuando los denominadores primitivos comprenden factores co—
munes, es posible obtener un nimero mucho menor que su pro-
ducto que sirva de denominador comun & todos los quebrados.
Es por consiguiente cuestion muy importante para simplificar
los calculos, el deferminar el menor multiplo comun de los
‘denominadores de varios quebrados.

Para esto se sigue la siguiente regla: descomponganse, se-
gun la regla del n.” 144, todos los denominadores en sus fac-
{ores primos; dformese luego el producto de las mayores po-
tencias de cada uno de los diferentes factores primos que
resulten, y ese producto sera el mimero pedido.

En efecto, ese numero es sin duda alguna mailtiplo de cada
denominador , porque contiene todos los factores primos eleva-
dos al menos & una potencia igual & la que entra en el denomi-
nador respectivo : y ademas es el menor multiplo posible co—
mun & todos, porque para que sea divisible exactamente por
todos, 4 lo menos ha de tener cada factor simple elevado & una
potencia igual & la que entra respectivamente en cada uno.

Sirva de ejemplo reducir & un comun denominador los seis
quebrados

157093 <1103 1Y a3

60 28° 2407 225° 490’ 720"

Los seis denominadores, descompuestos en sus factores simples
por la regla esplicada, equivalen 4

90 3x5; 92.7; 20.3.5; 32.52; 2.5.72; 2305,

Los tinicos factores primos que entran en estos denomina—
dores son 2, 3, 5, 7; y las potencias mas altas a que se hallan
elevados son 2%, 32, 52, 72, Formando, pues, el producto de
eslas polencias, se encuentra 176400, que es el miltiplo mas
simple de los denominadores, y el denominador comun & que
han de reducirse todos los quebrados. ;

Para ejecutar esta operacion, se divide aparte el denomina-
dor comun por cada uno de los denominadores, y ¢l cociente se
multiplica por el numerador respectivo.

Asi, en este ejemplo, consideremos primero el primer que-

13
brado ==
rado 60"
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Dividiendo 176400 por 60, resulta 2940, que multiplica—
do por el numerador 13, d4 38220: luego la fraccion transfop-

i . 38220
SRR
: 17
Pasando al segundo quebrado 557 Y dividiendo el denomj_

nador comun 176400 por 28, se obtiene el cociente 6300, ue,
multiplicado por el numerador 17, da 107100; luego el segun-
107100
176400 °

Del mismo modo se hallaria que los otros cuatro quebrados
se transforman en estos

do nuevo quebrado sera

16905 135632 114840 128135
176400 * 176400 * 176400 ° 176400

Estas operaciones son bastante complicadas; pero sin em-
bargo lo serian mucho mas y se llegaria & un denominador my-
cho mayor, si se siguiera la regla del n.° 47. (El denominador
seria 32006016000000.)

Muchas veces la descomposicion de los denominadores en
sus factores primos se hace a la simple vista, sobre todo cuan-
do solo contienen 4 los divisores 2, 3, 5, que tan facilmente se
conocen, lo mismo que sus malliplos 4, 6, 8, 9, 12, 15, 18,
24, 25, 36, 75,....

Propondremos para ejercicio los quebrados siguientes:

13 17 113 527 1211 3613 5237
920 487 280’ 960 > 1800 > 5040 > 6860 °

[El miltiplo mas simple de los denominadores es 26.32.5%.7*
=14939200.]

149.  Observacion sobre el mdrimo comun divisor. En
el n.° 52 esplicamos un método para obtener el niimero mayor
que puede 4 la vez dividir & dos nimeros propuestos: el méto-
do era sencillo y la demostracion que dimos rigorosa y comple-
ta. Sin embargo, ahora vamos & esplicar algunas propiedades
importantes del mdximo divisor comun, por cuyo medio con—
seguiremos simplificar la practica.

Supuesto que un numero entero cualquiera no puede tener



DE ARITMETICA. 175
mas divisores (n.° 132) que los ghtenidos en su tabla de facto—
res simples y compuestos, se infiere que dos nimeros ente-
ros no tendrdn mas divisores comunes que los factores pri-
mos 6 las combinaciones de ellos que tengan comunes.

Luego el mdximo comun divisor de dos 6 mas nimeros
es el producto de los factores primos que lengan comunes
con el menor esponente a que entre todos se encuentren ele-
vados.

Consecuencia. Todo divisor comun & varios nimeros
divide @ su mdzximo comun divisor: esta proposicion se anun-
cio ya en el n.® 52, respecto de dos niimeros solos.

150. La proposicion esplicada suministra otro medio de de-
_terminar el maximo comun divisor de dos nimeros A y B: ave-
rigiiense todos los divisores de A por el método del n.° 144,
y ?uego todos los de B ; véase entre unos y otros cudl es. el
mayor comun & ambos, y ese serd el mdazximo comun divi-
sor pedido.

/O bien tambien , lo que es mas breve, despues de haber
descompuesto los mimeros en sus factores simples, formese
un producto de los factores simples comunes a los mimeros
datfos, elevados respectivamente @ la menor potencia que
haya resultado. :

Sea, por ejemplo, averiguar el mdzimo comun divisor
de los mimeros 2150 y 3612. '

250 | 2 3612 | 2
1075 | 5 1806 | 2
215 | 5 903 | 3 2 x 43 — 86.
43 | 43 301 | 7
At 43 | 43
- 1

Se ve que los divisores simples de 2150 son 2.5%.43, y los
de 3612.... 22.3.7.43.

Luego los tnicos factores comunes que tienen son 2 y 43:
luego 2x 43, 6 86, es el maximo comun divisor pedido. (Los
demas factores 5.5 y 2.3.7, representan los cocientes res—
pectivos de la division de cada nimero por 86).

151.  Este procedimiento es en general menos simple que
el ordinario, principalmente si en la prictica de este se ha-
cen las modificaciones siguientes: .

Como el miximo comun divisor de dos numeros solo se
compone de los factores primos comunes & ambos, se pue—
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de suprimir sin inconveniente en wuno de ellos cualquiey
factor primo que evidentemente no exista en el otro.

Tambien se puede , si se quiere, suprimir un factor co-
mun @ ambos , con tal que hallado despues el mdaximo diyi—
sor comun, se cutde de multiplicarle por el factor suprimid,,

Observemos ademés, que siendo el maximo comun divisop
de dos numeros el mismo que existe entre el menor y el resj-
duo de su division (n.° 52), ¢ entre el primer residuo y el se-
gundo...., pueden hacerse esas supresiones en cualquiera de
las operaciones que exige el procedimiento.

Volvamos ahora & los numeros 2150 y 3612.

Vemos que 2150 contiene al factor 5 y 4 mas al factor
25, que no entra en el 3612 ; le suprimo, pues, y me que-
da 86.

Vemos igualmente que 3612 tiene el factor 3, que no en-
tra en 2150: le suprimo, y me queda 1204.

Los des mimeros 86 y 1204 tienen evidentemente comun
el factor 2, que conservo aparte, quitandoselo 4 ellos; y la
cuestion me queda reducida & hallar el maximo comun divi-
sor entre 43 y 602.

Dividiendo 602 por 43, encuentro el cociente exacto 14:
luego 43 es el divisor mayor comun entre 43 y 602: ana-
diendo el 2 que suprimi, resulta ser 43x2 el maximo comun
divisor de 86 y 1204, y por consiguiente de los dos nimeros
dados.

Propongdmonos ahora los mimeros 377 y 249.

Empiezo por suprimir el factor 3, que entra en 249 y no
en el 377, quedando con esio la cuestion reducida 4 hallar el
maximo comun divisor entre 377 y 83.

Apliquemos el procedimiento: dividiendo 377 por 83, ob-
tenemos el cociente 4 y por residuo 45: en lugar de dividir
ahora 83 por 45, observo que 45 es ignal & 32.5, y comoniel
3 ni el 5 son factores del 83, puedo suprimirlos, y como ob-
tengo de cociente la unidad , deduzeo que los numeros 377 ¥
249 son primos entre si.

Cuando se adquiere un poco de costumbre abrevian muchi-
simo los calculos esas simplificaciones. Aqui las hemos espues—
to ademas, porque son luego indispensables en la investigacion
del maximo comun divisor algébrico (%).

L

) MM. Lamé y Binet, miembros de la Academia de las Cien=
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152. Si hubiera necesidad de determinar el méximo comun
divisor de mas de dos numeros, se seguird la regla siguiente:

(Para abreviar, designaremos las tres palabras mazimo co-
mun divisor por sus iniciales m. ¢. d.)

Para hallar el m. ¢. d. de varios numeros se halla primero
ol de los dos menores; despues se halla el m. c. d. entre el ha-
Jlado y otro numero; despues se vuelve a hallar €] m. c. d. en-
tre el ultimo hallado y el cuarto nimero....; y asi hasta llegar
al dltimo numero.

Sean A, B, C, E, F,.... los numeros propuestos: llame-
mos Dalm. c. d. entre Ay B, y D' el m. ¢. d. entre D yC:
digo que por el pronto I es el m. ¢. d. entre A, By C. En
efecto, el m. ¢. d. entre A, By G, como debe dividir 4 A y
4 B, dividira tambien 4 D, que es su m. ¢. d. (véase el n.® 52);
vy como divide ademas & C, dividira tambien & IV, que por hi-
potesis es el m. c. d. entre D y C. Por otro lado, como D' di-
vide 4 D, dividira & A y 4 B; luego D' divide 4 A, a By a C,
y por consiguiente divide 4 su m. c. 4.: donde se ve que I
divide al m. c. d. entre A, By C; y que este m. ¢. d. divide
4 D': luego son iguales.

Del mismo modo, como el m. ¢. d. entre A, B, Cy Edebe
dividir 4 A, B y G, debe tambien dividir 4 D', que es su m. c.
d.; pero ademds divide 4 E, luego dividira & D", m. c. d. en-
tre ' y E. Por otro lado, como D" divide & I, dividird & A,
aBy 4 C: luego D divide 4 A, B, C y E, y por consiguiente
4 su . ¢. d. Siendo, pues, este m. ¢. d. y D" reciprocamen—
te divisibles nno por otro, son precisamente iguales. ‘

Y asi iriamos diciendo sucesivamente.

Advertencia. Es claro que lo mejor es comenzar por los
nimeros menores, porque el maximo comun divisor buscado
no puede ser mayor que ¢l que exista entre ellos.

Por este medio se verd que es 42 el méximo comun divisor
entre los nimeros 504, 756, 1260 y 2058.

Tambien podrian descomponerse los nimeros en sus facto—

cias, han presentado & esta corporacion, cada uno por su parte,
una Nota que tiene por objeto determinar el limife del numero
de operaciones que pueden necesitarse en cada investigacion de
méximo comun divisor. (Véase Les Comples rendus des séances
de 1*Académie des Sciences. Tomo XIX , paginas 867 y 937, se-
siones de 28 de Octubre y & de Noviembre de 184%4.)

12
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res simples y proeeder como se hizo con dos solos en el n.” 15¢,
153. Observaciones sobre las fracciones irreducibles,
[ limase fraccion irreducible (n.° 54) la fraccion que no pue—
de simplificarse.

De esta definicion se infiere evidentemente que los dos tér—
minos de una fraccion irreducible son rimos entre si; por-
que si tuvieran un factor comun distinto de la unidad, se po—
dria, suprimiéndolo, simplificar la fraccion, lo cval es contra—
rio a la definicion. ;

Reciprocamente, toda fraccion cugos términos son primos
enire st es irreducible. ; '

$ ' a
En efecto, designemos por 7 el quebrado propuesto, cuyos

términos son, por hipotesis, primos entre si; y sea otro que-

brado 5 igual al primero.
Tendremos %zg, de donde se deduce c=%‘—i :
ad '

Pero ¢ es un numero entero: luego i debe tambien ser ni-

mero entero; pero por hipotesis @ y b son primo.s, lnego (nu-
mero 128) b debe dividir & d, y se tendrd d =bq.
Sustituyendo este valor de d en la espresion de ¢, se ob—

b
tiene ¢ =£59— =ay.

. : - c
Esto prueba evidentemente que para que una fraccion 7 e

; ; a Gaacy . ,
equivalente a otra 7 cuyos términos sean primos entre si, es pre-

ciso que los términos de aquella sean equimiltiplos de los
de esta.

L b : A
Luego la fraccion Al puede ser equivalente & ninguna otra

fraceion mas simple.

De esto resulta que cuando se han dividido los dos térmi—
nos de un quebrado por su méximo comun divisor, el quebra-
do resultante es irreducible; proposicion que enunciamos
sin demostracion en el n.° 54. ‘

154. Tambien puede concluirse de lo ltimamente dicho,
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que dos [racciones jryvdum'bles no pueden ser iguales, a
no ser que sean idénticos los mumeradores enlre st y tam-
hien los denominadores entre si. '

En efecto, siendo irreducible el primer quebrado , debe te-
jer sus términos primos entre si; luego para que el segundo
o sea igual, serd necesario que sus términos sean equimulti—
plos de los del otro; lo cual los reduce a serles iguales, porque
“tambien ellos son primos entre si, por el supuesto.

§. TIL De las fracciones decimales periddicas.

155. La valuacion de un quebrado comun en fraccion de—
cimal, es decir, en décimas , centésimas,.... de la unidad
principal , da lugar & circunstancias que merecen particular
exdmen ; pero antes de ocuparnos de ellas, debemos detener-
nos un poco en el procedimiento que sirve para convertir un
gquebrado ordinario en fraccion decimal.

Vimos en el n.° 91, que para hacer esa conversion se colo-
¢a un cero en el cociente con una coma a su lado, y luego:
1.2 se coloca un cero & la derecha del numerador, y el
mimero resultante se divide por el denominador, con lo
que se ohtiene la cifra de déeimas del cociente ¥ un residuo:
9.2 se eseribe wn cero G la derecha de este vesiduo y se di-
vide por el denominador el mimero vesultanie, con lo cual
se obtiene la cifra de centdsimas del cociente y un nuevo re—
siduo: 3.2 se eseribe ¢ su derecha obro cero y se_divide por
ol denominador el wimero resultante, continuando esta série
de operaciones hasta obtener el grado de aproximacion que se
desea.

Ahora bien, es evidente que el ir escribiendo sucesivamen-
{e eoros 4 la derecha de los residuos, equivale & escribir al
principio & la derecha del numerador el mismo niimero de ¢
ros, cs decir, d multiplicarle por la unidad seguida de tan-
los ceros como cifras dectmales se quieren sacar, dividien—
do el producto por el denomi nador, y separando @ la dere-
cha del cociente el nimero de ¢ifras decimales pedido: por-
que en virtud del procedimiento ordinario de la division de nii-
meros enteros, se van bhajando sucesivamente 4 la derecha de
los residuos los ceros que se han escrito de una vez & fa dere—
cha del dividendo. -

Ista observacion nos sivve para demostrar las dos propie-
dades signientes
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156. 1.° Todo quebrado comun cuyo denominador o
coniiene Mas FACTORES PRIMOS que 2 ¥ D, es exaclamenie
reducible @ fraccton decimal de un nimero LIMITADO de
cifras; es decir, que al cabo de un numero determinado de
operaciones se llega & un residuo cero, y entonces la fraccion
decimal obtenida espresa exactamente el valor del quebrado co-
mun propuesto. :

Ademés , si el quebrado comun es irreducible (como siem—
pre podemos suponerle), el nimero total de operaciones ne-
cesarias para llegar al residuo cero es igual al mayor de
los esponentes de 2y 5 que entran en el denominador.

iR R e
8725’ 40° 1250
dentemente ponerse bajo la forma

Asi, los ﬁuehrados , que pueden evi-

£ N M

98 MiKeREaRY  9LRL

son reducibles 4 fracciones decimales de limifado nimero de
cifras.

La primera y la tercera exigen tres operaciones parciales,
la segunda dos y la cuarta cuatro.

Hechas las necesarias, se encuentra exactamente

0,875; 0,52; 0,275; 0,2536;

lo que facilmente puede comprobarse. ;

Para esplicar esta propiedad, observemos que 10, 100,
1000,.... son iguales respectivamente & 2.5, 22.5%, 28.5%,....
y como para hacer la reduccion en fracciones decimales se mul-
tiplica el numerador (n.° 155) por 10, 100, 1000,.... es claro
que el producto resultante” serd divisible por 2.5, 22.5%
23.5%,....; luego si se multiplica el numerador por la unidad
seguida de tantos ceros como unidades tiene el mayor de los
esponentes de 2 6 5 que contiene el denominador, el producto
resultante serd necesariamente miltiplo del mismo denominador.

Luego el ntmero de divisiones parciales sera limitado €
igual al mayor de los esponentes del 2 6 el 5, que entran en el
denominador.

157. Todo quebrado ordinario cuyo denominador con-
tiene uno ¢ mas rACTORES PRIMOS diferentes de 2 y 5, que
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no entran al mismo tiempo en el numerador, da, cuan—
do se convierte en decimales, una fraccion de un nime—
ro ILIMITADO ¢ INFINITO de cifras; y que ademds es pErio—
pica , es decir, que en ella se repiten constantemente y en el
mismo orden las mismas cifras al cabo de cierto nimero de di-
visiones parciales. '

En efecto, en este caso la multiplicacion del numerador por
10, 100, 1000,.... no hace mas que introducir los factores 2
y 5 elevados & cierta potencia; por consiguiente , el factor
primo que se supone existir en el denominador sin entrar en
el numerador, tampoco entrara en este (n.° 129) despues: de
multiplicado por una potencia cualquiera de 10. Luego cual-
quiera que sea el nimero de ceros que se afada al numerador,
no se podré obtener un producto exactamente divisible por el
denominador; por consiguiente las operaciones se continuaran
al infinito. :

Digo ademas que la fraccion serd periddica. En efecto,
como, segun el procedimiento del n.° 155, cada residuo es
menor que el divisor, que es siempre el mismo, resulta que
cuando se hayan hecho ¢ lo mas tantas divisiones parciales
como unidades tiene el divisor menos una, se volvera a obte—
ner precisamente alguno de los residuos anteriores ya obtenidos.

Entonces escribiendo un cero @ su derecha, se tendrd un
dividendo parcial fgual & uno de los anteriores; y como el di-
visor es el mismo, el cociente y el residuo resultaran tambien
iguales & los que procedieron del dividendo andlogo anterior.

seribiendo ahora un cero al lado del nuevo residuo, se tendra
otro dividendo parcial igual, que seguia inmediatamente detrds
del primero que se renovo; y por consiguiente se repetira la
cifra analoga del cociente y el correspondiente residuo; conti-
nudndose de este modo al infinito.

Luego algunas ¢ todas las cifras del cociente deben re—
producirse periodicamente y en el mismo orden.

Hagamos algunas aplicaciones.

158. Primer ejemplo. Propongamonos reducir & deci-

males el quebrado comun 7
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Basta para esto aplicar
la regla del n.” 91. Ll pe- 60 7

riodo comienza aqui des— 40 70 85T142(85T142.
pues de la sesta division 50 e
parcial , es decir, al cabo 50

de tantas divisiones parcia— 30

les como unidades, menos 20

una, tiene el divisor. 6

¥ it i 3
Segundo ejemplo.  Sca el quebrado 37

En este ¢jemplo ¢l periodo se 130 37
manifiesta al cabo de tres divisio— 130 l"O 351351....
nes, es decir, mucho antes de lo Ul
indicado por el divisor 37. ‘ 13

7 ol 147

Tercer ejemplo. <=

Aqui la fraccion decimal es exacta 1470 875
aunque el denominador contiene el fac- 5950 |\ "o 168
tor 7, siendo 875=7x125, porque 7000 |7
el mismo factor entra tambien en el 0000

numerador 1 47: suprimiéndole en am-
..)1

r

JEs 2 2
bos términos, resulta el quebrado o5 0 5 el cual (n.° 156)
E ,

puede convertirse exactamente en decimal.

; 29

Cuarto ejemplo. i

En este caso el periodo 290 84
aparece despues de la oc— 380 |70 34593809/523800
tava operacion. Pero es de ARG i T
notar que no forman parte 200 - *
del periodo las dos prime- 320
ras cifras decimales, cuan- 680
do en los dos ejemplos pri- 800
meros empieza el perfodo 44

en la primera cifra decimal.
Las fracciones decimales periodicas cuyo periodo principia
desde la primera cifra decimal , se llaman fracciones periodi=
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cas simples 6 puras; y periddicas mistas aquellas cuyo. pe-
riodo no principia desde la primera cifra decimal.

159. Acabamos de ver que algunos quebrados comunes re-
ducidos 4 fraccion decimal producen fracciones decimales pe—
riodicas. ; 4

Reciprocamente,, toda fraccion decimal periddica, sim—
ple 6 masta, progede de un quebrado comun, que facilmen—
te puede volver & ericontrarse.

FEsta cuestion comprende dos casos distintos: 6 la fraccion
periodica es simple 6 es mista.

(onsideremos el primer caso, y supongamos, para fijar las
ideas, una fraccion periodica simple cuyo periodo tenga cinco
cifras. { J

~ Gea 0,abede abede abede.... la fraccion propuesta, y de-
signemos por z su valor incognito. Tendremos

z="0,abede abede abede.... (1)

Multipliquemos los dos miembros de esta ecuacion por 108, o
por la unidad seguida de tantos ceros como cifras tiene el pe—
viodo, lo cual se hace (n.° 86) corriendo la coma cinco luga—
res hacia la derecha: asi resulta,

100000 = abede, abede, abede....

0 100000 x 2= abede + 0,abede abede.... (2)

Si ahora se resta la ecuacion (1) de la (2), observando que
100000 z—x=99999 =,

tendremos 99999 z—abede;
% : T abede
€80 T=99999"

Lo cual prueba que una fraccion decimal periodica pura
es equivalente a un quebrado comun cuyo numerador es el
conjunto de cifras del periodo, y por denomi nador un ni-
mero compuesto de tantas cifras 9 como quarismos tiene
el periodo.

Ast, la fraccion 0,351351351...., en virtud de esta regla,

3 351 4
es equivalente al quebrado commm 999 ; el cual puede aliora
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simplificarse observando que sus dos términos son divisibles por

9. Suprimido este factor, resulta el quebrado 11 > due aunes

13
divisible por 3, y da, suprimido este factor, 37> que ya mo

puede simplificarse. Este quebrado es el que se redujo a deci-
mal en el n.° 158. :

Sea ahora la fraccion 0,03960396.... :

El periodo es aqui 0396: luego la fraccion equivale al que-

brad 03963 g AYO ime como inuatil el
rado comun 500", 0 000 (se suprim util el cerp

del numerador, pero se le ha tenido en cuenta para saber cuan-
tas cifras tiene el periodo, y por consiguiente cuintos 9 ha de
tener el denominador).

Siendo comun el factor 9 & los dos términos de este resul—

tado, se suprimird y se ohtendra , quebrado cuyos tér-

A4
1111
minos son aun divisibles por 11, obteniéndose finalmente

que va no tiene simplificacion.
Jitaremos como notables los ejemplos siguientes:

4
101”

9
0,;9999.... i 1.
1
0’012345679012345679”":81' :
: 2 i 80
0,987654320987654320.... =3

Advertencia. Si la fraccion periddica tiene enteros, se
prescindira de ellos por el pronto; pero se aiiadiran al quebra—
do comun egnivalente despues de reducido 4 sus menores tér-
minos.

Propongamonos hallar el valor de 4,162162....

o : 162 18 6
N Q N 1 <) it a0 S LB et e
Tenemos primero 0,162162....— 999 — 111 — 37
154
luego 4,162162.... =4+ g

L T A
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160. Pasemos al caso de las fracciones decimales perii—
dicas mistas.

Para fijar aqui las ideas, supondremos que hay-cuatro ci-
fras delante del periodo y cinco en el periodo; pero no por eso
serd menos general la forma del razonamiento.

Sea, pues, 0,pgrs abede abede.... la fraccion propuesta.

Observemos que multiplicandola y dividiéndola al mismo
tiempo por 10000, puede ponerse bajo la forma

1
10000 (pqrs, abede abede....)

La cantidad comprendida en el paréntesis equivale, en vir-
tud de la regla precedente, &

abede

TS+ 9999
6 bien reduciendo el entero 4 la especie del quebrado

pyrs 99999 + abede
99999

Luego si se designa por « el quebrado que se busca ten-
dremos

pgrs x 99999 + abede

10000 & —

99999 :
¥ por consiguiente
 pgrs x 99999 + abede
#="""7999990000

Pero este resultado es susceptible de una modificacion que
le hace mas cémodo para las aplicaciones.
Como tenemos

99999 — 100000 —1,
resulta

pqrs X 99999 =pgrs 00000 —pgrs;
de donde :

- pqrsx 99999 +abede=pqrsabede—pqrs:
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luego finalmente la fraccion propuesta equivale a

_ pgrsabede—pqrs
4= """999990000

Lo cual prueba que para hallar el quebrado comun equi-
valente & una fraccion periddica misia se pone por NUMERA-
por el conjunto de cifras de la parte no periddica sequida
del periodo; de esto se resta la parte no periddica, y por
DENOMINADOR Se pone un nitmero compuesto de tanfos 9 como
cifras tiene el periodo sequidos de tantos ceros como ¢ifras
tiene la parte no periédica.

Sirva de ejemplo la fraccion

£ =0,3193069306....
Aplicando la formula precedente, tendremos

319306 —31 319275
999900 999900 °

0, dividiendo sucesivamente ambos términos por 9, 25y 11,
_ factores que les son comunes (véanse los caractéres de divi-
sibilidad arriba puestos para estos nimeros),

129
T 4047

Proponemos para ejercicio las fracciones siguientes :
16,285714285714...; 4,9428571428571...; 5,52027027...
En la aplicacion de las reglas precedentes se cuidard de hacer
al pronto abstraccion de la parte entera, que se anadira des-
pues & cada resultado reducido 4 su menor espresion.

161.  La formula

__ pgrsabede—pqrs
o 999990000 W

conduce 4 resultados muy dignos de estudiarse.

Desde Iuego es evidente que, hechos los caleulos que in-
dica el numerador; no puede el résultado terminar en uno 0
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as Ceros; porque para ser asi, era preciso que alguna de las
dltimas cifras de pgrs fueran idénticas 4 las ultimas de abede,
v en este caso el periodo no comenzaria en la 5.° cifra deci-
mal, como se ha supuesto. (Por ejemplo, si tuviéramos s=e,

r—d, la fraccion primitiva seria 0,pgdeabcdeabede...., y el
periodo comenzaria en la 3. cifra ¥ seria deabe.) Se ve pues
que hecha la reduccion de la espresion de 2 a sus menores tér-
minos, debe el resultado ser un quebrado, cuyo denominador
contenga los factores 2 y 5 6 al menos uno de los dos elevado
4 la 4.% potencia, es decir, elevado & una potencia cuyo grado
marca el nimero de cifras decimales de la parte no periodica.
De aqui podemos concluir las dos proposiciones siguientes:

1.2 Todo quebrado comun cuyo denominador no contiene
al factor 2, ni al factor 5, reducido & decimales, da una
[raccion periddica pura.

= En efecto, sise pudiera llegar & una fraccion periodica
mista, el quebrado ordinario equivalente que se obtuviera por
la regla del n.” 160, seria necesariamente igual al quebrado
propuesto. Pero esto es imposible, porque hemos visto (n.” 153)
que un quebrado cuyos términes sean primos entre si, no puede
ser igual 4 otro quebrado, sino cuando los términos de este son
equinuiltiplos de los de aquel; y entonces resultaria que el de-
nominador de la fraccion propuesta tendria los factores 2 6 5,
lo cual es contra el supnesto.

2% Todo quebrado TRREDUCIBLE cuyo denominador con—
tiene al factor 2 6 al factor 5, 6 d ambos, y ademas algun
olro factor primo diferente, reducida & decimal, dd una
fraccion periddica mista, siendo el nimero de cifras de la
parte no periddica igual al mayor delos esponentes de 2 65
que contenga el denominador.

Por ¢l pronto, la fraccion deeimal periodica no puede ser

abede. ..
9999...

ciones, es imposible (n.° 154) que esta fraccion que no con-
tiene en su denominador ni al factor 2, ni al factor 5, sea igual
despues de simplificada, 4 la fraccion propuesta cuyo denomi-
nador conliene 4 esos factores.

En segundo lugar, si n designa el mayor de los esponentes
de 2 6.5, que entran en el denominador, el periodo debe co-
menzar despues de 2 cifras: porque supongamos, por ejemplo,
que empiece despues de (n—1) cifras: el quebrado comun equi-

pura, pues siendo Ja formula de esta clase de frac—



188 ELEMENTOS
valente 4 la fraccion periodica tendria un denominador que solg
contendria los factores 2 y 5 6 uno de ellos elevado & la po-
tencia del grado (n—1), y no podria ser igual al quebrado
propuesto , que, como el obtenido, se supone irreducible.

6 13
Por ejemplo, los quebrados 7> 37 (n.° 158) han producide

fracciones periddicas puras, porque 7y 37 no contienen ni al
29
factor 2, ni al factor 5; pero el quebrado 3L ha producido una

fraccion periodica mista, cuyo periodo empieza en la fercera
cifra, porque 84 es igual & 22 x21.

-

bl uede ponerse bajo la forma 4o
1B s : 2511
produciria una fraccion decimal periddica mista, cuyo periodo
empezaria despues de la cuarfa cifra.

En efecto, hecha la operacion, se obtiene

El quebrado

0,8238636363....

162. Aqui terminaremos el examen de las propiedades de
las fracciones decimales periddicas. Observaremos unicamen—
te que en un sistema cualquiera de numeracion, cuya base
fuera B, se verificarian propiedades andlogas 4 las precedentes.

Asi, para reducir un quebrado comun de un sistema a otro
cuyas subdivisiones fueran de B en B veces menores que la
unidad, se deberia, segun la regla del n.° 91, multiplicar el
numerador por B 6 10; es decir, eseribir un 0 ¢ su dere-
cha, y dividir el producto por el denominador, lo cual da-
ria en el cociente unidades B veces menores que la unidad prin-
cipal, y dejaria ademas un residuo; escribir ¢ la derecha de
este residuo otro cero y dividir la cantidad resultante por
el mismo denominador, lo cual daria en el cociente unida—
des B veces menores que las precedentes, 6 B? veces menores
que la unidad principal; y asi sucesivamente. Esto supuesto:

Todo quebrado comun cuyo denominador mo confenga
mas faclores primos que los contenidos en la base B, redu-
cido d ofra fraccion de subdivisiones que vayan menguando
de B en B, producird una fraccion de nimero limitado de
cifras. Pero todo quebrado yrrepvciBLE cuyo denominador
contenga factores primos distintos de los contenidos en la
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base, produce una f'raccfon de un numero INDEFINIDO de ci—
ras, y PERIODICA ademds; etc.
Lo mismo diriamos de las otras propiedades; pero dejamos
4 Tos estudiosos el cuidado de buscar sus enunciados y sus de-
mostraciones.

§. IV. De las fracciones continuas.

163. Las fracciones continuas deben su origen & la yalua-
cion aproximada de quebrados cuyos términos son crecidos y
primos entre Si. ]

Para esplicarnos mejor, nos propondremos el quebrado
159 WL : : e
193 cuyos dos lérminos son primos entre si, como es faeil
com%robar, ¥y que por consiguiente (n.’ 153) es irreducible.

ejando al quebrado como estd, nos formariamos dificil-
mente de él una idea clara; pero si en virtud de un principio
muy conocido, se dividen sus dos términos por el numera—

dor 159, lo cual no altera su valor, tendremos VTR )
(5

efectuando la division indicada en el denominador, —1—16
3+ 159

Esto supuesto, despreciemos por un instante el quebrado
T5‘9: el quebrado 5 que asi resulta, es mayor que el propues-
to, pordque se ha dismil}uido el denominador.

Por otro lado, sien vez de despreciar el quebrado —1}55,

anadimos en su lugar wna unidad al denominador 3, se con-

vierte el s 0=
quebrado en %W .
propuesto, porque se ha aumentado su denominador.

que & su vez es menor que el

2 159
Ya con esto podemos conocer que el quebrado 793 esta

1ol ;
comprendido enfre 3Y 5 lo cual nos di ya de él una idea

bastante aqroximada.
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Si queremos aun mayor grado de aproximacion, operape—

159 493"

Hecho asi, hallaremos

16 i 1

0 150 o e
-(16) ST

y sustituido este valor en el quebrado propuesto, tendremos
1

3+——1 |
; 15
B 16

15 1 16
Despreciando el — 16 fenemos o, que es mayor que = 507 de
s menor (ue —— iy -Pmo ChMh
3+ 1 20 3+ 1
9 9

donde se infiere que

equivale 4 (28) % luego el quebrado propuesto estd en—
9

; i gt 1)
"3 58 .
92897

3 x28

ol 160 1
0 95 Luego el error cometido en tomar 3 por valor del que-

La diferencia entre estos dos tiltimos quebrados es ————

brado propuesto es m nor (que -
prop enor (u 8 3

R e T (i
Procediendo con —6’ como con los quebrados anteriores,

tendremoq T ( 6 1 5 ¥ el quebrado propuesto se
5

convierte en
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i
3 1
S
P
1 +1—5
D iando el = 1 ng e 1 o
espreciando el 7z, el nimero 7,61, €5 Mayor que &3
. 0 == es me 10
luego 1 0 7 © menor que g
9+
1 ¢
I 1 : 1 ;e , 10
megq_———1 0 70 Ty & gy s e
3+ AU s s 10 10
b
1 N
159
yor que m—.
Dond o ta rendido entr e
onde s ve que oo estd comprendido entre 5o ¥ 7,
siendo mayor que el primero y menor que el segundo: la dife-
(e 1

. g o8 — —-—=——* luego el error come-
rencia entre estos dos es 31 98 863’ 8

tido en tomar cualquiera de ellos por valor del quebrado pro-

puesto es menor que "8—‘6—8—.

Con esto se ve ya, como por medio de una série analoga
de operaciones se pueden obtener valores mas y mas aproxi-
mados de un quebrado de términos demasiado grandes para es-
timar su valor & primera vista. : \ :

1
A L
g Eme

1+1—5

La espresion

es lo que se llama una fraceion continua.
'n general, se entiende por fraccion continua un quebrado
que tiene por numerador la unidad, y por denominador un
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entero aas otro quebrado, que a sw ves tiene por numera-
dor la unidad y por denominador un entero mas otro que—
brado; y asi sucesivamente. g1
A veces el nimero dado es un quebrado impropio, es de-
cir, mayor que la unidad. Por eso, & fin de generalizar mas la
_ definicion, diremos, cque fraccion continua es una espresion
compuesta de un entero mas un guebmd’o que tiene por my—
merador la unidad y por denommafor, etc.

Tal es la espresion a+
ey
R o
dit ...

siendo a, b, ¢, d, .... numeros enteros.
164. Reflexionando sobre la marcha que acabamos de se-

: ; 9 :
guir para reducir el quebrado 793 a fraccion continua, vemos

que lo primero hemos dividido 493 por 159, v hemos obte-
nido el cociente 3 y el residuo 16. Despues hemos dividido
159 por 16, y hemos obtenido el cociente 9 y el residuo 15.
En seguida hemos dividido 16 por 15 y hemos obtenido el co-
ciente 1 y el residuo 1. De aqui se deduce facilmente el si-
guiente procedimiento para reducir un nimero cualquiera frac-
cionario & fraccion continua. :

Opérese con los dos términos de la fraccion propuesta
como si se tratara de buscar su mdzimo divisor comun
(véase el n.® 52). Prolonguese la operacion hasta obtener un
residuo igual @ cero. Los cocientes que se hayan ido obte-
ntendo serdn por su drden los denominadores de los quebra—
dos propios que consitluyen la fraceion continua.

En el supuesto de ser el nimero dado mayor que la uni-
dad , el primer cocienle representa la parte entera que pre-
cede & la fraccion continua.

Por esta regla, pueden reducirse & fraceion continua los

: 65 = 829
numerosﬁgym—.
Hé aqui las operaciones:
1:° L RE A e e
149 | 65 | 19 8‘3 2'1’
19 "8if 3o ian e
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_ 65 bios 5
Luego T T R |
3+——1—: ;
3+ 1
o o=
d+0 1
_-{—1 i
9.0 P T 0 VR I [ e [ B

820 |347|135| 778 58 | 19| 1
135 | 77| 58 198 1| O

Luego

e
3+E‘

Las fraceiones continuas gozan de una porcion de propie—
dades euya investigacion ha ocupado a los mas célebres geome—
was. Aqui solo espondremos las propiedades mas elementales y
mas usadas, cyyas demostraciones se fundan en las primeras
nociones de Algebra. Podran verse mas estensamente en'las
Adiciones de Lagrange al Algebra de Euler.

DEFINICIONES.

165. Volvamos 4 la fraceion continua general

-+
" :

b+

e
1
dt=

eeeih
ue supondremos representar el valor de un numero fraceiona—

®vio designado por z.

T 1
Se llaman fracciones inlegrantes las fraceiones —, —, ...
a f J {4 l_f), (,,7 {! ]
13



