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RESUMEN

La modelizacion matematica del crecimiento tumoral bajo quimioterapia usando
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) es un procedimiento que se ha convertido en
habitual, a la par de préctico y relativamente simple.

En este trabajo se revisardn los usos y restricciones de algunos de los modelos
matematicos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias utilizados en el tratamiento
matematico de tumores con quimioterapia.

Para ello se comenzara explicando lo que es el cancer, sus tratamientos, focalizando en el
tratamiento por quimioterapia, tanto en tratamiento Unico como junto a otros tratamientos
complementarios, para finalizar viendo algunos de los modelos matematicos basicos que
se utilizan en esta terapia, con sus principales aplicaciones y limitaciones.

Estos modelos més basicos nos permiten entender otros mas complicados que derivan de

ellos, més realistas pero, por su complejidad, menos practicos.

Palabras clave: cancer, quimioterapia, modelos matematicos, ecuaciones diferenciales
ordinarias, EDO.

ABSTRACT

The mathematical modeling of tumor growth under chemotherapy using ordinary
differential equations (ODE) is a procedure that has become common, as well as practical
and relatively simple.

In this paper we describe the uses and restrictions of some of the mathematical models
based on ordinary differential equations used in the mathematical treatment of tumors
with chemotherapy.

We discuss what cancer is as well as its treatments, focusing on treatment by
chemotherapy, either in single or complementary treatments. We finish by describing
some of the basic mathematical models used in these therapies, with their main
applications and limitations.

These more basic models allow us to understand the more complicated ones that derive
from them. More complicated models are more realistic but, due to their complexity, less

practical.
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Key words: cancer, chemotherapy, mathematical models, ordinary differential equations,
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INTRODUCCION

Lo que se busca en el tratamiento del cancer con farmacos es, debido a la toxicidad
inherente de las drogas utilizadas también para las células sanas, minimizar los dafios y
maximizar los efectos en las células tumorales, reduciendo con ello su nimero. Para
lograrlo, la modelizacién matematica, es un recurso que se usa en la quimioterapia para

disefiar estrategias contra el cancer y para hacerlas mas efectivas.

Cancer

Actualmente se define como cancer a las enfermedades procedentes de una unica célula
que presenta una anormalidad genética, debida a mutaciones por causas fisicas o
quimicas, bioldgicas o hereditarias, o por fallo en la reparacion del ADN [1,2].

La vida promedio de una célula cualquiera (tiempo entre que se forma hasta que se
destruye) es muy variable segun el tipo de célula que sea y, salvo las de las neuronas ,
todas las células proliferan de manera mas o menos constante dando lugar a otras
renovadas que las sustituyen, en lo que se conoce como reemplazo celular [1,3]. Este
reemplazo se debe mantener en un equilibrio homeostatico conveniente segun sea el tipo
de necesidad del tejido del que forma parte la célula. Se consigue mantener mediante un
equilibrio entre proliferacion y apoptosis, o lo que es lo mismo la tasa de células nuevas
que se crean y las que se destruyen, mediante una eliminacion programada de su ciclo
vital. Es cuando se rompe este equilibrio cuando se produce el tumor (tumorigénesis o
carcinogeénesis), momento en el cual esa célula o células producen proteinas que perturban
el equilibrio entre division, inactividad y muerte celular resultando en una continua
division de células (neoplasia o tumor [1]) sin mas limite que el espacio y la energia
disponible, con capacidad de extenderse y migrar, dando lugar a un conjunto de
enfermedades caracteristicas segun su localizacion y estadio, o en una reduccién de

apoptosis [3].
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Figura 1 Evolucion del cancer. Fuente:[3]

Las neoplasias pueden ser benignas si su extension es local o malignas (cancer) si
comprimen tejidos cercanos y se diseminan a distancia [3]. Los tumores consisten en
células proliferantes y otras que son el sostén en forma de vasos sanguineos Yy tejido

conjuntivo, siendo cualquier célula susceptible de formar un tumor.

El tumor, una vez que aparece, se manifiesta de muchas formas distintas segin donde
surja y las caracteristicas propias del paciente, aunque su desarrollo suele agruparse en
estadios. El estadio nos indica la evolucién del cancer, pudiéndose tomar los siguientes
estadios de forma general [1]:
e Estadio inicial: Tumor inicial. Células tumorales presentes, pero no se han
diseminado a tejido cercano
e Estadio de cancer: Céancer propiamente dicho. Proliferacion celular hasta llegar a
una concentracion critica con vascularizacion.
e Estadio de metéstasis: Migracion de células cancerosas a otros tejidos

anteriormente sanos (metastasis) para formar un tumor secundario.

El 85% aproximadamente de los canceres se da en las células epiteliales y se denominan
carcinomas, el resto lo constituyen los canceres de hueso y musculo que se denominan
sarcomas, la leucemia que se origina en células de la médula dsea, los linfomas que se
dan en las células del sistema inmune, los mielomas que comienzan en las células

plasmaticas y los de tejido glandular que se denominan adenocarcinomas [4].

Una de cada tres personas ha sufrido, sufre o sufrird algun tipo de cancer a lo largo de su
vida, convirtiéndose en una de las principales causas de muerte en el mundo [5]. Estados
Unidos lidera en la deteccion de cancer en adultos a los paises desarrollados seguido por
Europa occidental y Australia [5]. Diversos estudios realizados sefialan que casi 20% de
las muertes hoy en dia en Europa son debidas al cancer [6], porcentaje solamente por
detras de las muertes debidas a enfermedades cardiovasculares. En Espafia, en particular

y segun datos del INE (Instituto Nacional de Estadistica) de 2014, es la segunda causa
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de muerte en ambos sexos, por detras de las enfermedades respiratorias. EI cancer tiene
una incidencia (numero de casos nuevos en un periodo de tiempo largo sobre un nimero
determinado de habitantes [1]) en Espafia un poco por encima de la media del resto del
mundo, aunque similar al resto de paises desarrollados.

Segun datos publicados por REDECAN (Red Espafiola de Registros de Cancer) en 2017,
el nimero total de casos nuevos de cancer en 2015 en Espafia fue de 247.771 (148.827
en hombres y 98.944 en mujeres) [7]. Los tipos de cancer que con mas frecuencia fueron
diagnosticados en 2015 en Esparia, sin distinguir sexos, fueron el colorrectal (con 41.441
casos), el de prostata (33.370 casos), de pulmén (28.347 casos), mama (27.747 casos) y
de vejiga (21.093 casos). En las siguiente Figura 2 se puede observar graficamente las
localizaciones de cancer mas habituales en Espafia en ese afio 2015 [8] junto con los datos

incidencia de cada tipo en ambos sexos.
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Figura 2 Incidencia estimada de los principales tumores en Espafia en 2015 para ambos sexos. Fuente: [7]

Por sexos, los cinco tumores més diagnosticados en varones en Espafia en 2015 fueron
prostata (con 33.370 casos), colorrectal (24.764 casos), pulmon (22.430), vejiga (17.439)
y estomago (5.150 casos), y en mujeres los cinco diagnosticados con mayor frecuencia
en Espafia en el mismo periodo fueron el cancer de mama (27.747), colorrectal (16.677),
utero (6.160), pulmon (5.917) y vejiga (3.654) [7]. Esto se puede observar graficamente

en las siguientes ilustraciones 3y 4:
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Figura 3 Incidencia de los principales tumores en Espafia en 2015 en hombres. Fuente: [7]

Figura 4 Incidencia de los principales tumores en Espafia en 2015 en mujeres. Fuente: [7]

Los datos mas recientes (de 2014) que se disponen hasta la fecha sefialan una mortalidad
en Esparfia que se recoge en la siguiente Figura (del Centro Nacional de Epidemiologia
del Instituto de Salud Carlos I11):

30.000
20.000

10.000

Figura 5 Mortalidad sin distincion de sexos en los 10 tipos de cancer mas comunes en Espafia. Fuente [7]

En los ultimos afios se viene observando un aumento de canceres detectados [8] , esto
puede ser debido no solamente al aumento de la poblacién sino también a una mejora en
las técnicas de deteccion, asi como a un aumento en la esperanza de vida que incrementa

la probabilidad de sufrir algun tipo de cancer a lo largo de la misma.
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Para luchar contra el cancer se proponen unas medidas a tomar [8]:

e Prevencion: Actualmente se podrian evitar cerca del 40% de los canceres, la
mayor parte de ellos estan vinculados a hébitos de vida y dietas no saludables,
exposicion a agentes externos, tabaco y alcohol.

e Deteccion temprana: Deteccion del cancer cuando se puede tratar de manera que
exista una alta probabilidad de curacion.

e Tratamiento: Para curar el cancer o, si no se puede, aumentar la calidad de vida
y/o aumentar la esperanza de vida.

e Cuidados paliativos: Satisfaciendo las necesidades de los pacientes y sus familias
en cuanto a apoyo psicolégico o social, mejorando con ello la calidad de vida no

solamente durante sino también después del cancer.

Existen canceres asintomaticos, otros, los que si presentan sintomas, pueden mostrarlos
de forma muy distinta dando lugar a muchos tipos de enfermedades con gran variabilidad
entre pacientes, y con una evolucién de la enfermedad muy cambiante y dependiente del
tratamiento. Todo esto convierte al cancer en un fendmeno muy complejo, con muchos
procesos Yy subprocesos involucrados a diferentes escalas, debido a multiples causas aun
no muy bien conocidas. Entre ellas estan las mutaciones de los genes, la influencia del
medioambiente, factores hormonales, existencia de lesiones precancerosas, los virus o la
propia alimentacion [1].

En cuanto a su diagnosis, generalmente un tumor no es detectable hasta que alcanza un
tamafio minimo de aproximadamente 1cm, con una masa en torno a 1g y conteniendo
unas 10° células [9], progresando desde que se detecta de una manera muy rapida hasta
un tamafio que puede causar la muerte si no se realiza algun tratamiento clinico adecuado.
Una vez diagnosticado el cancer, el siguiente paso es buscar la terapia correspondiente al
tipo de tumor para combatirlo. Para hacerlo existen diferentes tratamientos que se
aplican al paciente, tratamientos que se administran tanto de forma individual como
simultaneamente segun la necesidad, estos pueden ser [9]:

e Cirugia: si el tumor estd muy localizado y no se sitGa en un 6rgano vital muy
vascularizado se elimina mediante cirugia. Existen varios tipos segun lo que se
pretenda con ella: Cirugia curativa si lo que se pretende es extirpar el tumor (o
bien extirpacion local si se elimina el tumor y un poco del tejido sano que le rodea,

0 bien extirpacion radical si se elimina también los ganglios, tejidos y estructuras
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que le rodean), cirugia profilactica si se eliminan lesiones premalignas o cirugia
paliativa si se pretende mejorar la calidad de vida sin llegar a eliminar totalmente
el tumor.

Radioterapia: cuando el tumor esté localizado, aunque no tanto como para poder
eliminarlo con cirugia o no tiene un facil acceso se eliminan las células tumorales
con radiacion. Para ello se utiliza radiacion ionizante en dosis altas para destruir
las células cancerosas o reducir su velocidad de crecimiento. La interaccion de
esta radiacion ionizante con las células siempre es lesiva incluso para las sanas, lo
que produce es una alteracion de la sintesis del ADN ocasionando cambios fisicos
y quimicos que llevan a la muerte celular o bien impide a la célula entrar en
mitosis y replicarse por lo tanto. Las células mas afectadas por la radiacion (son
mas radiosensibles [2]) son las que estan duplicandose rapidamente, como sucede
en las tumorales. Segun lo que se pretenda con esta terapia encontramos
radioterapia curativa si se pretende eliminar el tumor, o radioterapia
complementaria si complementa a otro tratamiento médico o quirurgico, o
también radioterapia paliativa si se pretende unicamente reducir la sintomatologia
del cancer. Esta radiacién se puede suministrar desde fuera del paciente
(radioterapia externa), generalmente mediante haces de particulas de electrones,
protones o mediante haces de fotones muy energéticos (como los rayos X de alta
energia), haces que son producidos por aceleradores lineales de electrones
(LINAC) [10] o de protones (ciclotron) [11] , o se puede suministrar internamente
mediante fuentes solidas o liquidas desde dentro del paciente es la radioterapia
interna, que da lugar asi a dos tipos: braquiterapia o radioterapia metabolica. La
radioterapia se puede usar para terapia Unica (radioterapia radical o exclusiva),
para aliviar sintomas si el cancer no es curable (radioterapia paliativa), también se
puede usar habitualmente como complemento posterior de la cirugia (radioterapia
adyuvante) o simultanea a ella (radioterapia concomitante).

Quimioterapia: es el uso de farmacos cuando existe metastasis o cuando se quiere
evitar que vuelva a aparecer cancer, o bien disminuir el tamafio del tumor antes
de cirugia o reducir la velocidad de crecimiento del cancer. Puede producir
resistencia y mutaciones en genes. Este trabajo versa sobre este tipo de terapia con
lo que sera definida méas adelante con mayor profundidad.

Inmunoterapia: es una terapia en la cual se utilizan sustancias que ayudan al

sistema inmunitario, restaurandolo o reforzandolo, para luchar contra el cancer
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de varias maneras, bien marcando las células cancerosas para que el sistema
inmunitario las identifique mejor, bien suministrando proteinas reguladoras de la
respuesta inmunitaria [12] o suministrando factores estimulantes de colonias.
Para mejorar la respuesta inmunitaria se usa habitualmente como regulador el
anticuerpo monoclonal ipilimumab que se une a la proteina reguladora CTLA-4
presente en las células T bloqueandola y aumentando con ello la respuesta
inmunitaria después de identificar a las células cancerosas, también se suelen
usar citocinas (interferones que mejoran la reaccion del sistema inmunitario
impidiendo la multiplicacion de las células cancerosas o interleucinas que
aumentan el crecimiento y actividad de las células inmunitarias). Los factores
estimulantes de colonias actan en la médula 6sea produciendo méas leucocitos

ayudando en la quimioterapia.

Como se ha visto, el tratamiento con quimio y/o radioterapia afecta a todas las células
que crecen o se duplican rapidamente, por lo tanto, afecta tanto a las células cancerosas
como a las células sanas [13] (como por ejemplo las células de los foliculos pilosos, de
la médula dsea y del epitelio gastrointestinal [14]), por lo tanto no son tratamientos
selectivos. Sin embargo y a diferencia de estas terapias, la inmunoterapia si es selectiva,
busca ayudar al propio cuerpo del paciente a acabar con las células tumorales sin afectar

a las sanas.

Quimioterapia

Uno de los tratamientos existentes fundamentales en oncologia es la quimioterapia. Fue
el médico y bacteridlogo polaco Paul Ehrilich (1854-1915) quien acufi6 el término de
quimioterapia [9], que se puede definir como la administracion de farmacos que
interfieren en el ciclo celular. Esta terapia puede actuar tanto de forma local como en todo
el organismo [13] y persigue curar totalmente del cancer al paciente o, si no se puede

esto, prolongar su supervivencia y aliviar los sintomas asociados a la enfermedad.
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Figura 6 Linea del tiempo del desarrollo de la quimioterapia. Fuente: [9]

Para lograrlo se administran al paciente farmacos que pueden ser agrupados en dos
categorias segun si buscan destruir las células cancerosas (citotoxicos) o en reducir la
velocidad de duplicacion (citostaticos) deteniendo asi su crecimiento [13]:

e Farmacos citostaticos: Como los farmacos inhibidores de la angiogénesis, los
dirigidos a reducir la resistencia farmacoldgica a la quimioterapia o los
inhibidores del factor de crecimiento celular.

e Farmacos citotoxicos: Como los agentes alquilantes que se unen al ADN para
evitar su copiado, los antimetabolitos que impiden la elaboracién de enzimas por
parte de las células tumorales, los antibidticos antitumorales que detienen la
accion de las enzimas cambiando el ambiente extracelular, las hormonas que
pueden bloquear la sintesis proteica del tumor, los inhibidores mitéticos que
también interfieren en la creacion de las proteinas necesarias para dividir la célula
tumoral o los esteroides que reducen la inflamacion alrededor del tumor y que

también tienen un efecto citotdxico, al menos en los linfomas a corto plazo.
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Hay farmacos quimioterapicos que actuan en partes especificas del ciclo celular, son

especificos de ese ciclo celular, otros son eficaces en cualquier momento en que se

encuentre la célula tumoral dentro del ciclo celular, son no especificos del ciclo [13],

pudiendo combinarse unos u otros indistintamente en el tratamiento quimioterapéutico.

Existen las siguientes modalidades de quimioterapia [9]:

Quimioterapia neoadyuvante: Precede al tratamiento local, disminuye el volumen
del tumor y controla la posible diseminacion de un namero lo suficientemente
pequefio de células cancerosas que no se podrian detectar (micrometastasis [2]).
Quimioterapia adyuvante: Posterior al tratamiento local, se utiliza también para
controlar la micrometastasis.

Quimioterapia concomitante: Simultanea a la radioterapia.

Quimioterapia paliativa: alivia sintomas o alarga el periodo libre de estos.

Segun la respuesta que se obtenga a la quimioterapia se pueden establecer dos tipos de

tumores [15]:

Quimiosensibles: si se consigue respuesta al tratamiento en al menos un 50% de
los casos y respuestas completas al menos en un 15% de los pacientes.
Quimiorresistentes: si no se cumple lo anterior y ademas la terapia no mejora la

supervivencia.

La aplicacion estandar de quimioterapia establece la administracién de farmacos por

ciclos (periodos de administracion y posteriormente descanso de la terapia) inicialmente

mas intensos reduciendo la dosis al decrecer el tumor, requiriendo habitualmente varios

ciclos de quimioterapia para reducir progresivamente un tumor. Clinicamente se usan tres

factores a tener en cuenta en los tratamientos [15]:

Intensidad de dosis, es la cantidad de farmaco que se suministra en por unidad de
tiempo (definida por Hryniuk W. como mg/m2/(unidad de tiempo) [9])
Densidad de dosis, es el maximo acortamiento entre ciclos o frecuencia
Duracion total del tratamiento, como el tiempo durante el cual se realizada la

terapia.
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Se busca siempre en quimioterapia suministrar la maxima dosis que tolere el paciente
para conseguir un tratamiento eficaz y seguro, variando para conseguirlo esos tres factores
anteriores. La principal caracteristica de los farmacos utilizados en quimioterapia es su
poca especificidad, no son selectivos, su accion también afecta a las células sanas, sobre
todo si se encuentran en division activa como se ha comentado anteriormente. Esto da
lugar al problema de buscar los fa&rmacos adecuados, a las dosis y secuencias correctas y
con la intensidad conveniente para maximizar el efecto y minimizar el dafio, que por otra
parte siempre se produce, en las células sanas [9]. Ese es el principal problema que
encuentra la quimioterapia, pero se conocen otros [15], como pueden ser la dificultad
para que los farmacos usados atraviesen la barrera hematoencefalica, las dificultades
relacionadas con el paciente para cumplir el tratamiento debido a los efectos secundarios,
el propio acceso a los farmacos en determinados paises (tanto por logistica como por

temas administrativos) o la aparicion de resistencia de las células objetivo a los farmacos.

Asi como la radioterapia y la cirugia eliminan el tumor de forma local, la quimioterapia
actla en todas las partes del organismo, teniendo la capacidad de destruccion de células
tumorales a distancia [15]. Para ello existen mas de 50 tipos de farmacos distintos que se
pueden utilizar individualmente o combinados (poliquimioterapia) y tanto
secuencialmente como simultdneamente [15]. Lo que logran es inhibir el crecimiento
celular actuando sobre [15]:

e Lasintesis y funcion de las macromoléculas para que muera la célula tumoral.

e Laorganizacion citoplasmatica, para quitar el sustento a las células cancerosas.

e Lasintesis de la membrana celular, desestabilizando a la célula tumoral.

e El entorno de la célula tumoral en crecimiento.

Los agentes clasicos mas utilizados en quimioterapia se centran en dafiar el ADN de las
células tumorales, o bien interfiriendo en la sintesis de sus acidos nucleicos o inhibiendo

de alguna manera la division celular para conseguir finalmente destruirlas [16,17].
Algunos de los agentes usados en quimioterapia son las Antraciclinas (Doxorrubicina y

Epirrubicina), los Taxanos (Paclitaxel y el Docetaxel), los Platinos (Cisplatino y

Carboplatino) y el Irinotecan entre otros [2,13].
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Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

Cada uno de estos agentes tiene distintos efectos en el paciente, desde caida de cabello a
vomitos, pasando por fatiga, diarrea, leucopenia como efectos mas habituales. Estas
drogas se pueden suministrar al paciente bajo diferentes vias de administracion, desde
inyecciones (tanto intravenosas, la mas comun, como musculares o subcutaneas) o en

forma de pastillas por via oral, y tanto en aplicaciones continuas como discretas [1].

Como se apuntd anteriormente, se pueden utilizar solos o en combinacion
(poliquimioterapia) de varios agentes simultanea o secuencialmente. Fue en 1965 cuando
Holland, Freireich y Frei formularon la hipotesis sobre la que se basa el uso combinado
de varios agentes quimicos para evitar la resistencia a los farmacos [18]. Esto permite, en
comparacion con el uso de un solo agente quimioterapico, maximizar la destruccion de
células cancerosas minimizando la toxicidad del farmaco, combatir la heterogeneidad
tumoral y prevenir nuevas resistencias y fue un hecho crucial en el estudio de la

quimioterapia [19].

En las dltimas décadas la aplicacion de técnicas moleculares de andlisis de ADN ha
permitido localizar los genes y los mecanismos en los que la quimioterapia produce
muerte celular y como es la sensibilidad de las células tumorales a estos farmacos,
mejorando con ello todos estos tratamientos. También se estan haciendo esfuerzos por
desarrollar farmacos anticancer que solo acttan en el objetivo, siendo por lo tanto mas
especificos [16].

El uso de estos farmacos tiene también una parte negativa, ya que casi todos estos agentes
quimioterapicos son potencialmente mutagénicos, carcinogénicos y teratogénicos con lo

que se necesita prepararlos con las medidas de seguridad adecuadas [17].
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Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

Cinética del ciclo celular en el cancer

El proceso del cancer o carcinogenesis consta de 10 caracteristicas (conocidos como

“sellos distintivos del cancer”, segun Hanahan D. y Weinberg R., 2011) que sirven de

dianas en la lucha contra el cancer [20]:

Las células cancerosas mantienen sefales proliferativas.

No responden a inhibidores de crecimiento.

No son destruidas facilmente por el sistema inmunitario.

Tienen un potencial de replicacion sin limites.

Producen inflamacion de células no cancerosas presentes en un tumor (hasta el
80% de las células de un tumor no tienen dafios genéticos).

Activan invasion de tejidos y metastasis.

Inducen angiogénesis mantenida para poder crecer mas alla de unos pocos mm.
Producen mutaciones genéticas en las divisiones.

No sufren apoptosis.

Producen alteraciones en el metabolismo energético.

Todas ellas recogidas en la Figura 7, donde el autor sefiala también los grupos de agentes

terapéuticos que interfieren en esos sellos distintivos y producen un efecto en el cancer:

EGFR Cyclin-dependent
Inhibitors kinase inhibitors

Sustainng Evading
Aerobic glycolysis proliferative growth Immune activating
inhibitors signasng SUPIBESOrS anti-CTLA4 MAD

Pro-apoptotic Telomerase
BH3 mimetics Inhibitors

PARP Inducing Activating Selective anti-
inhibitors anglogenesis nvasion & inflammatory drugs

metastass

Inhibitors of Inhibitors of
VEGF signaling HGF/c-Met

Figura 7 Los sellos distintivos del cancer como objetivos terapéuticos. Fuente: [20]
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Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

Para que una célula se divida en dos células a través del procedimiento Ilamado mitosis

[14], debe realizar una serie de tareas en un orden determinado, son las diferentes fases

celulares, e incluye tareas como elaborar las enzimas y proteinas necesarias, duplicar el

ADN vy separar el ADN en dos grupos uno para cada la célula que se divide y otro para

la nueva creada [14].

Las células tumorales poseen las mismas fases celulares que las sanas somaticas (no

germinales), donde una Unica célula sufre una serie de sucesos que le lleva a crecer y

dividirse resultando finalmente dos células idénticas, siendo las siguientes [14,20]:

Fase G1: Fase de crecimiento celular, sintesis proteica y ARN, preparandose
para la sintesis del ADN. La celula es activa metabdlicamente, replica la
mayoria de sus organulos y componentes del citosol pero ain no su ADN.
Fase S: Duplicacion del ADN. Una vez que la célula pasa a este estado esta
destinada a dividirse. La estructura helicoidal del ADN se desenrolla
parcialmente para facilitar la copia y se produce el proceso de copia obteniendo
el doble de cromatidas.

Fase G2: Crecimiento celular tardio, sintesis de proteinas, enzimas y ARN.
Comienza a condensarse la cromatina.

Fase M: Divisidn por mitosis. La célula en esta fase mitotica sufre division
nuclear y citoplasmatica dando origen a dos células idénticas, en el caso del
cancer la célula réplica no es idéntica a la original.

Fase GO: Estado reposo, estado insensible a algunos farmacos usados en
quimioterapia. Las células que estan en G1 durante mucho tiempo o que no se
dividan més se dice que estan en este estado. La mayoria de las células de una

neoplasia se encuentran en este estado [21].

La célula tumoral pasa un tiempo determinado en cada fase que se puede observar en la

Figura 8:
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Figura 8 Porcentaje del tiempo en el que una célula tumoral
tipica se encuentra en cada fase celular. Fuente: [23]

Como se ha comentado anteriormente algunos farmacos citotoxicos actdan en una fase
determinada y otros en cualquier fase, siendo esto un factor decisivo en el modo de actuar
de estos agentes usados en quimioterapia.

La dinamica de cualquier poblacion de células, incluidas las tumorales, viene determinada
por tres indices, que estan alterados en las células tumorales. Son los siguientes [20,22]:

e Laduracién del ciclo celular: varia mucho entre diferentes tejidos y tumores, asi
en la médula 6sea dura unas 18h y en los carcinomas epidermoides unas 68h.

e El nimero de células de un grupo que esta pasando activamente en un momento
dado por el ciclo celular con respecto al numero de células totales se denomina
fraccion de crecimiento [20].Varia mucho entre los distintos tumores y en los
distintos periodos de un mismo tumor, siendo més elevado en las etapas primeras
del mismo.

e Destruccion celular: Todos los tumores pierden células por divisiones
improductivas, muerte celular, metastasis y migracion a tejidos adyacentes. En los
tumores malignos la tasa de destruccion celular es menor que la de produccion
celular [21].

La relacion entre el namero de células producidas y las destruidas es lo verdaderamente
significativo en el proceso tumoral. Para reflejar esto se define el tiempo de duplicacion
como una variable que recoge esos tres indices anteriores para definir la velocidad de
crecimiento tumoral[16], es el tiempo que tarda un tumor en duplicar su volumen. Este
tiempo de doblamiento tumoral es muy variable y suele estar en torno a los 2-3 meses
para la mayoria de tumores sélidos, aunque puede variar desde menos de un mes hasta
varios afios. Como ejemplos, un sarcoma 0seo tiene un tiempo de duplicacion de 20 dias,
un carcinoma de mama 100 dias, un carcinoma epidermoide de cabeza y cuello unos 57
dias [22].
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Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

A mayor fraccion de crecimiento en un tumor menor sera su tiempo de duplicacién y méas
probable serd un mayor efecto de la quimioterapia sobre ese tumor [20,22]. Esto supone
una caracteristica crucial: la respuesta a la quimioterapia depende mucho de cual es la
situacion del tumor en su propia curva de crecimiento, siendo la respuesta al tratamiento
mas efectiva cuando hay pocas células tumorales y estas se reproducen rapidamente y
esto se da al inicio de la curva de crecimiento [16], aunque este suele ser un momento en
el que el tumor todavia no se puede detectar debido a su pequefio tamafio. Asi las
leucemias, los linfomas y los tumores testiculares responden mejor a la quimioterapia que

el tumor de colon o de pancreas [20].

Para estudiar la respuesta al tratamiento por quimioterapia se trabaja inicialmente con la
hipotesis de muerte logaritmica o fraccional de las células tumorales (“log-kill cell”)
de Skipper-Schabel-Wilcox (conocido simplemente como el Modelo de Skipper) [27],
quienes enunciaron los fundamentos bésicos en cuanto a la accién de la quimioterapia a
principios de los afios 60 del pasado siglo [9,21], estableciendo que la magnitud de la
eliminacién de células tumorales de un tumor solido que sigue un crecimiento
exponencial y homogéneo (en cuanto a su sensibilidad al fa&rmaco) por la quimioterapia
es una funcién logaritmica [15]. Por ejemplo si una droga tiene un efecto de 2-log kill,
esto significa que la fraccidn de células que elimina en cada ciclo de uso reduce las que

habia en 100 veces menos.
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Figura 9 Modelo de Skipper: Evolucion del nimero de células tumorales suponiendo un crecimiento exponencial
(lineal en escala logaritmica) y destruccion de una fraccion constante en cada ciclo de quimioterapia. Fuente: [28]

Esta hipotesis sirve para modelizar de forma sencilla la accion de los farmacos usados en
quimioterapia , haciendo la suposicion de que en cada ciclo de tratamiento se elimina una
fraccion constante de células tumorales, no el mismo nimero , sino un porcentaje o
fraccion igual del inicial, siendo por tanto independiente de la carga tumoral. Se supone
inicialmente asi que la muerte celular sigue una cinética de primer orden o logaritmica:
una dosis determinada de un agente farmacoldgico destruye una fraccion constante de
células, asumiendo en principio que la sensibilidad de las células tumorales es
homogénea, lo cual como se ha dicho es una primera aproximacién al estudio segun el
Moledo de Skipper. En el mejor de los casos un farmaco quimioterapico produce una
muerte celular logaritmica de factor 2 a 5. Esto es, si en el momento de la diagnosis hay
unas 10° células tumorales, un tratamiento de 2-log kill destruye el 99% de las células
cancerosas pero atn quedan 107 por lo tanto el tratamiento se debe repetir varias veces
(en ciclos) para controlar o curar la neoplasia disminuyendo el namero de células
cancerosas hasta que desaparezcan o el propio sistema inmunitario acabe con ellas [21].

Esa primera aproximacion mediante el Modelo de Skipper llevo posteriormente a Norton
y Simon en la década de los 70 del siglo pasado a ampliarlo para tumores sélidos con una

tasa de crecimiento especifico tumoral no constante, como se observa en la clinica [9].

En el siguiente grafico se muestra esta eliminacion de células tumorales mediante

quimioterapia aplicada en ciclos [23].
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en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.
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Figura 10 Evolucion del namero de células tumorales durante
terapias de cirugia y quimioterapia en rojo, y sin terapia en azul.
Fuente: [23]

Entre cada ciclo que forma la quimioterapia se deja tiempo para que el cuerpo se recupere
ya que como se ha comentado anteriormente no es una terapia selectiva, sino que afecta
también a las células sanas. Durante el tiempo entre ciclos aumenta el nimero de células
tumorales hasta el inicio del siguiente ciclo. Se persigue disminuir al maximo las células

tumorales hasta que haya tan pocas que el propio sistema inmunitario acabe con ellas.

Existe una relacion dosis-respuesta distinta para cada farmaco utilizado y para cada
tumor. La intensidad de dosis se ajusta a una curva sigmoidea, mejorando la respuesta al
incrementar la dosis pero existiendo una dosis umbral determinada para cada tipo de
cancer, y amenudo desconocida, a partir de la cual no se observa mejora en el tratamiento,
esto se puede tener en cuenta para afinar los modelos. Ademas los farmacos poseen una
relacion entre la maxima dosis tolerable por el paciente y la minima dosis efectiva muy
estrecha, lo que lleva a observar una variabilidad muy grande del farmaco usado entre

distintos pacientes [21].
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en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

MODELOS MATEMATICOS PARA CRECIMIENTO TUMORAL BAJO QUIMIOTERAPIA

Para establecer los planes terapéuticos en quimioterapia se utilizan ensayos clinicos, pero
estos ademas de costosos tienen un largo tiempo de espera para evaluarlos y presentan
gran dificultad para realizar test multiples. Por ello se ve necesario utilizar modelos
matematicos que simulen la realidad biol6gica y que permitan acortar plazos, reducir
costes, sin que légicamente suponga una reduccion de la calidad en los tratamientos y que

permitan comprender mejor cual es el proceso de carcinogénesis.

La modelizacién matematica de un fendGmeno consiste en un proceso que trate de imitar
a la realidad en términos matematicos, con el objetivo de explicar y comprender el
fendmeno para resolver algun problema e incluso poder llegar a realizar predicciones. El
modelo matematico se construye idealizando y por consiguiente simplificando la realidad

pero sin que se pierda la correspondencia con la misma.

La historia de la modelizacion matematica de fendmenos viene de lejos, podemos decir
gue comienza con la geometria de Euclides en la antigua Grecia, continuando en los siglos
posteriores en la aplicacion sobre diversos fendmenos fisicos y sociales. Fueron parte de
estudios extensos en la década de los 80 y 90 del pasado siglo, pero es en el actual siglo
XXI cuando se comienza a aplicar sisteméaticamente en la biologia y la medicina,
constituyéndose en una herramienta muy importante para encontrar nuevas estrategias
en el tratamiento del cancer u optimizar las que hay. Se ha conseguido desarrollar
modelos que logran describir, bajo ciertas condiciones, como es la evolucién de un tumor
permitiendo asi entender mejor los mecanismos del proceso tumoral, pudiendo usar estos
conocimientos para observar la eficacia de un tratamiento y validandolo antes de llegar
a realizarlos en el paciente, logrando con ello reducir los costes de experimentacién

obteniendo resultados médicamente aceptables [24].

Las tres grandes fases en la modelizacion matematica son [25]:

e Definicidén del modelo basado en suposiciones de la biologia, seleccionado los
objetos a estudiar, las relaciones, realizando una traduccién al lenguaje
matematico con idealizaciones que lleven a predicciones validas.

e Comprobacion del modelo con datos experimentales para evaluar el mismo.

e Aceptacion del modelo o reajuste de suposiciones.
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Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

Para modelizar la evolucion de los tumores se puede tener en cuenta tanto la dinamica
tumoral, como el intercambio energético entre células sanas y cancerosas o la accion de
farmacos, debiendo describir, lo mejor y mas precisamente posible, la evolucién tumoral
bajo la accion de todas esas variables. Esta complejidad del cancer da lugar a un dificil,
pero ya se ha dicho que necesario modelizado matematico.

Es dificil agrupar los diferentes modelos matematicos usados en quimioterapia. Existen
diferentes modelos en los que se utiliza una aproximacion distinta al problema:
dependiendo si son in vivo o in vitro, o teniendo en cuenta la escala desde nivel subcelular
hasta el nivel de todo el organismo, la se tiene en cuenta la accion de farmacos o no, si
existe o0 no difusion de células tumorales, modelos que tienen o no en cuenta el ciclo

celular, si suponen o no la angiogeénesis, si existen restricciones espaciales o no, etc. [25].

Asi dependiendo de la escala se puede aproximar al estudio mediante dos enfoques [3]:
e Enfoque microscopico: si tratan a las células tumorales individualmente,
averiguando como las propiedades de cada una hacen evolucionar el tumor.
e Enfogue macroscopico: si tratas al tumor como un conjunto y se estudia su

interaccion con lo que le rodea.

O bien sabiendo que existen tres diferentes estados en el proceso canceroso como se Vio
con anterioridad:

e Existencia de un tumor que crece avascular, localizado y controlable.

e Tumor vascularizado con posibilidad de invasion de tejidos.

e Tumor que ha sufrido metastasis.

Los diferentes modelos también hacen una aproximacion al problema desde diversas
areas de la ciencia (fisica de fluidos, estadistica, fisica de materiales, hasta teoria del
juego), vy utilizando diferentes herramientas matematicas. De esta manera se pueden
agrupar segun se basen en ecuaciones en diferencias (ED) o bien en ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) o ecuaciones en derivadas parciales (EDP) o en
probabilidades (Estocastica), apareciendo entonces los siguientes tipos de modelos

segun la herramienta matematica que utiliza [26]:
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Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

Los modelos que utilizan EDO: En estas ecuaciones intervienen las funciones
solucion y sus derivadas temporales, trabajando con varios parametros como es el
namero de células, los agentes quimioterapicos y el tiempo entre otras muchas
variables dependiendo de su complejidad. Son modelos matematicos
deterministas, los hay con ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, llamados
modelos compartimentales, usados cuando se tienen en cuenta alguna
heterogeneidad en el tumor, como pueden ser considerar los ciclos celulares,
siendo cada compartimento un grupo de células tumorales en un ciclo
determinado. Son de la forma dx/dt=f(x,u,t) con f() funcion lineal. También los
hay con ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales que se usan para estudiar
el crecimiento tumoral, tienen la forma dx/dt=f(x,u,t) con f() funcién de varias
formas segun los distintos autores pero siempre siendo una funcion no lineal, se
utilizan para describir el crecimiento tumoral de uno o varios tipos de células
presentes con lo que dan lugar a una o varias EDO.

Los modelos basados en EDP: también son modelos matematicos deterministas y
se usan para estudiar el crecimiento de tumores y su difusion en los tejidos.
Suponen un sistema formado por un solido (tejido) y un fluido (nutrientes), bajo
acciones mecanicas y fendémenos de difusion y transporte. Estos modelos explican
la invasion de tejidos y la metastasis, con lo que explican su evolucion espacio-
temporal. Tienen la forma siguiente: ox/ot=f(x,u,t)+dAx, se afiade un término AX,
el laplaciano del nimero de células tumorales, que posee las propiedades difusivas
de las células en un espacio, y del coeficiente de difusion.

Modelos estocasticos: se utilizan para comprender como las mutaciones genéticas
llevan al cancer, la metastasis y a la resistencia a los farmacos citotoxicos. Los
ciclos celulares no son deterministas y es por eso que cuando se quieren estudiar
se hace con una aproximacién probabilistica. Hay de varios tipos, como el modelo
de Moran (suponiendo dos tipos de células presentes en el tumor, sanas y mutadas)
0 de procesos de Markov (donde se consideran las células tumorales de varios
tipos, desde sanas a otras mutadas por varias causas) considerando que es en la
replicacion donde pueden mutar.

Modelos hibridos: se afiaden a las EDO un término p que varia segin una ley
probabilistica, a modo de ruido, que refleje el comportamiento cadtico del

crecimiento tumoral. Tienen la forma dx/dt=f(x,u,t,p)
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Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

e Modelos de autématas celulares: Son modelos discretos basados en un espacio
bidimensional o tridimensional donde cohabitan varias especies celulares con
reglas de interaccion entre ellas, tanto deterministas como estocasticas, que

regulan la dindmica de crecimiento tumoral.

En todos estos modelos se trabaja con un sistema de ecuaciones que modelizan las
interacciones entre célula y célula, asi como entre célula y farmaco administrados o entre
células y entorno, que poseen unos parametros que hay que ajustar ya que son distintos
para cada paciente y patologia. Estos parametros se calculan experimentalmente para que
los modelos tengan un ajuste a la realidad lo mejor posible. Las ecuaciones con las que
trabajan los modelos matematicos se pueden resolver analiticamente algunas de ellas, las
mas sencillas, otras se necesitan métodos numéricos para encontrar las soluciones,

utilizando la potencia de los ordenadores actuales para llevar a cabo esa labor.

Como se ha comentado anteriormente los modelos se pueden y deben personalizar para
cada paciente, con ello se mejora la planificacion de la terapia. Esto supone uno de los
grandes retos en el tratamiento del cancer, ya que es muy dificil conocer todas las
variables bioldgicas antes y durante el tratamiento, asi como la propia concentracién del
farmaco utilizado en el tejido canceroso [21]. Deben tener en cuenta los factores de los
que dependen ciertamente y ser sensibles a los parametros importantes y poco o nada
sensibles a los no relevantes en el proceso tumoral. Para ello se debe conocer muy bien
la dindmica del proceso tumoral, las caracteristicas de los pacientes y su relacion con la
evolucion tumoral, asi como la cinética de los farmacos y las posibles interacciones con

otros farmacos.

En los modelos matematicos usados la variable a estudiar suele ser el volumen tumoral,
que es proporcional al nimero de células tumorales, o directamente el nimero de células
tumorales. Primeramente se supone que el tumor es una masa viscosa, homogénea,
incompresible de células en crecimiento segun el ritmo de mitosis y decrece segun el
ritmo de apoptosis, que puede evolucionar en sus fases de crecimiento, vascularizacion,
infiltracion en tejido y metastasis. Se debe incluir en los modelos la condicién inicial del
numero de células tumorales iniciales para reducir los grados de libertad en el trabajo con
las ecuaciones matematicas (un valor que puede ser por ejemplo de Xo=X(t=0)=108, valor

que equivale a un volumen de 1mm? de tumor) [29].
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en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

A destacar que a dia de hoy no hay un solo modelo que explique por él mismo todos los
tipos de cancer en sus distintas formas, asi mismo ninguno de los modelos que se utilizan
aproximan perfectamente el problema a la realidad, llegando a existir centenares de
modelos tumorales distintos, cada uno adecuado a un tipo de tumor y a un determinado

estadio tumoral.

Modelos basicos que utilizan ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

Los modelos mateméaticos basados en EDO, tanto lineales como no lineales, se utilizan
para estudiar el comportamiento del nimero de células cancerosas bajo algln tipo de
tratamiento, como la quimioterapia. Para ello se utiliza una o varias EDO para simular
la evolucion bajo quimioterapia del tumor. EI nimero de EDO utilizadas dependera de la
heterogeneidad considerada (del nimero de clases de células estudiadas, del nimero de
fases en las que se encuentren las células, etc.). Estas ecuaciones a su vez pueden
considerar o no diferentes variables, con la inclusion de unos parametros dependientes
del tipo de tumor y paciente, ajustando con ello mejor el modelo a la realidad del proceso
tumoral, pero a costa de aumentar con ellos su complejidad.

Matematicamente los modelos basados en EDO son mas sencillos que los demas tipos
(EDP, estocasticos, etc...). Son los que se utilizan mas asiduamente y sirven de base para
los mas complejos. El calculo de los parametros de los modelos matematicos es una parte
fundamental en la modelizacion matematica, con ello se pretende ajustar los datos
calculados por el modelo a los datos reales observados, mediante la consideracion del
menor nimero de parametros, que sean de facil calculo para cada tumor y paciente, pero
sin perder la eficacia en cuanto a predicciones de la evolucién tumoral que pueda hacer
el modelo [27].

Los modelos mas complejos que utilizan muchos parametros y términos derivan de los
modelos mas sencillos, con lo que parece importante entender estos modelos més basicos.
En todos los modelos utilizados se suele considerar que el nimero de células cancerosas
es proporcional al volumen del tumor, con lo que se puede trabajar indistintamente con
cualquiera de estas dos variables y considerarla como variable de estado X(t). Las

ecuaciones EDO tienen la forma:

ax(t) _

0 =f(x®) @
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X(t) es la variable a considerar en el estudio, como el nimero de células o la dosis de un
farmaco segln qué represente la ecuacion, y la funcion f describe la evolucién. Esta
f(X(t)) puede tomar distintas formas, segun los diferentes autores, todas pretenden
ajustar el modelo a los datos clinicos y lograr predecir la evolucién tumoral. Para ello
también se introducen en la ecuacion otros términos aditivos o sustractivos dependiendo
de si se tiene en cuenta o no distintas situaciones, que seran tratadas a lo largo de este
trabajo.

Esta es una aproximacion matematica completamente determinista y continua, mucho
mas sencilla que la realizada por otro tipos de tratamientos matematicos. Estas otras
aproximaciones usando otras herramientas matematicas seran citadas brevemente a lo

largo de este trabajo.

A. Modelos que explican la evolucion de un tumor libre de tratamiento farmaco-
terapéutico

Primero se introdujeron los modelos en donde ni la quimioterapia ni cualquier otro
tratamiento estaban considerados, solo explicaban la evolucion de un tumor libre de
terapia quimica y primeramente de condicionantes fisicos. Son los méas basicos y sirven
como primer acercamiento al problema del crecimiento tumoral. Se supone inicialmente
y para simplificarlo al méximo un solo tipo de células tumorales, con lo que se trabaja
con una sola EDO, y se modeliza su evolucién temporal:

e El primer modelo de ellos fue el Modelo de Crecimiento Exponencial (basado
en el modelo de poblaciones de Malthus, 1798 [30, 31]) en el cual todas las células

d N(t)/dt

proliferan al mismo tiempo, con una tasa de crecimiento especifica constante e
Fue desarrollado y aplicado al estudio de tumores por Skipper y sus colaboradores [32].
Para ello se establece la siguiente tasa de crecimiento tumoral proporcional al nimero de

células tumorales:

TR = AN 2)
siendo N(t) el nimero de células tumorales (o el volumen) y A que es la tasa de
crecimiento exponencial, constante que representa el balance entre células nuevas y las
que mueren, o sea la tasa neta de células tumorales. Si A<0 , las células tumorales
decrecen, si A =0 su namero se mantiene constante y si A >0 habrd un aumento en su

ndmero neto como sucede en el cancer. La solucion analitica de esa EDO lineal es:
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N(t) = NoeM (3)
con No el ndmero inicial de células tumorales. N(t) es un nimero tan grande de células
que se puede considerar la fluctuacién en su valor es despreciable, esto la convierte en

una funcién en el tiempo continua y determinista.

107 T 1 3
-

10° ¢

107}

tiempo

Figura 11 Representacion grafica de N(t), lineal cuando se toma el eje OY
(numero de células tumorales) en escala logaritmica. Fuente: [32].

Aungue en un principio parecia valido, se observo que este modelo no se ajustaba
suficientemente bien al crecimiento tumoral “in vivo”, trataba el problema de manera
demasiado simplificada, ya que no tenia en cuenta la limitacion al crecimiento del tumor

debido a restricciones de espacio o de nutrientes como se observa en la realidad clinica.
d N(t)
En la realidad la tasa de crecimiento especifica de un tumor Tft no se mantiene
invariable, sino que disminuye al crecer el tamafio del tumor [27] con lo que se necesita
otro modelo distinto que ajuste mejor y que incorpore esta caracteristica que este no hace,
o también se puede restringir su uso a estadios iniciales del cancer, aceptable solo en
estudios in vitro ya que in vivo no se suele detectar el tumor en estadios iniciales. Para
incorporar esta deceleracion en la tasa de crecimiento especifica se ha de suponer que la
tasa de crecimiento ya no serd constante, sino funcion no lineal del nimero de células

tumorales:
dN(t)

— = f(V) (4)
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Segun se suponga una forma u otra de f(N) dara lugar a los distintos modelos matematicos
de crecimiento libre tumoral, como el Logistico o el de Gompertz que se veran a
continuacion.

e Para resolver esta cuestion de deceleracion en la tasa de crecimiento tumoral se
desarroll6 posteriormente el Modelo Logistico (basado en el de poblaciéon de Verhults
de 1838 [30, 31]), en el cual la tasa de crecimiento ya no es constante, sino que el
crecimiento es més lento al final llegando a una zona de “plateau”, en la que el
crecimiento del tumor esté limitado, tanto por suministro sanguineo, de nutrientes asi
como por espacio. El crecimiento ya no es exponencial, sino que se frena al incrementarse
el tamafio del tumor. La tasa de variacion de células tumorales estara en funcion del
namero de células tumorales presentes, dN(t) /dt=f(N), siendo ahora la funcion f() no

lineal, con la forma particular siguiente :

BO=fn=N®-F(3) =28 -[1- (5] (5)
Con el parametro A positivo, como la diferencia entre proliferacion y apoptosis, y K=Nmax
la capacidad de carga del tumor o nimero maximo de células tumorales, con valor
dependiente de la localizacion del tumor y del suministro energético y de nutrientes. Esta
ecuacion (5) es similar a la ecuacion (2) pero con un término de freno cuadratico en N(t)
en el crecimiento. Parte de una tasa de crecimiento no solo proporcional al nimero de
células tumorales existentes sino también a los recursos disponibles. Este modelo se
puede ver como una competencia de nutrientes y espacio entre células, con la célula
tumoral teniendo una probabilidad de proliferar igual al término entre corchetes de la

anterior EDO.

Esa EDO (5) tiene como soluciéon [29]:

K-Ngy-et
K+N,-(eAt—1)

N(t) = (6)

Esta solucion se llama Logistica y tiene forma sigmoidea (la velocidad de crecimiento al
inicio y al final es pequefia para aumentar en zonas centrales), es simétrica alrededor del
punto de inflexion, y a partir de un punto la tasa de crecimiento disminuye como sucede

en la clinica, el tumor llega a un limite de crecimiento [29].
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tiempo

Figura 12 Forma de la curva logistica. Fuente:[30]

Otros autores, como Spratt et al. en estudios del cancer de mama [29], han generalizado
la EDO anterior Logistica resultando asi el Modelo Logistico Generalizado que toma la
forma [29]:

an@® f(N)=N()-F (%) =AN(t)- [1 — (%)v] (7)

ac

con los pardmetros reales 2 y v >0 . Obteniendo la solucién analitica [29]:

E 8)

N(t) =

1
(N5 +(K~Ng)ye )

e El siguiente modelo desarrollado fue el Modelo de Gompertz, modelo aplicado
atumores en 1960 y que esta basado en el modelo de Benjamin Gompertz para estudios
demograficos de mortalidad de 1825 [26, 31]. No es mas que una variante del Logistico
pero con otra funcion f() distinta, que refleje también la disminucion en la velocidad de

crecimiento tumoral final. La EDO no lineal toma ahora la forma:

dN(¢) N K
= =N F () =uN@ - in(55) =
=uN(t) LnK — u N(t) - LnN(t) 9)

El pardmetro p tiene unidades de la inversa del tiempo supone el factor de deceleracion y
esta relacionado con la tasa intrinseca de crecimiento u - LnK, y K=Nmax €S una constante

que representa el tamafio maximo del tumor o el nimero méaximo de células tumorales
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que pueden darse con los nutrientes disponibles, al igual que en el logistico. Esta EDO da
lugar a una curva, que a diferencia de la logistica, no es simétrica alrededor del punto de
inflexion, sino que se produce en N=K/e y que tiene como ecuacion solucion:

No
_eltIn(g)

N° de células
tumorales
1 kg
1012
Limite de
- deteccion
o le & clinica
Fase
106 10 duplicaciopes clinica
30 duplicaciones * >
103 Fase pre-
clinica
" ; Tiempo
0 1 2 3 4 o 6 7 8 9

Figura 13 Forma de la curva de Gompertz y las
diferentes fases en las que se encuentra un tumor. Fuente: [16]

Este modelo se ajusta correctamente a los datos experimentales y es perfectamente
aplicable durante la fase clinica, que es cuando se ha detectado el tumor y la velocidad de
crecimiento es alta, con lo que se puede tratar por quimioterapia. Se puede ver la
Ecuacion de Gompertz como un caso particular de la Logistica Generalizada haciendo

v —0.

Estos tres modelos se han venido utilizando ampliamente en los estudios de crecimiento
tumoral, mas el de Gompertz y el Logistico, aunque no son los Unicos que existen. Sirven
de base para otros modelos donde la quimioterapia se tiene en cuenta que seran tratados

posteriormente en este mismo trabajo.

Todas las ecuaciones anteriores rigen, exclusivamente, el crecimiento tumoral sin ningln
tipo de terapia farmacoldgica anticancer. Ahora bien, para tener en cuenta el tratamiento
del tumor con farmacos quimioterapicos se pueden seguir principalmente dos estrategias
no excluyentes:

e Reducir el numero de células tumorales por medio de algun agente citotoxico.

e Minimizar el suministro de nutrientes al tumor.
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Esto da lugar a diferentes modelos matematicos como modificacion de los anteriormente

expuestos, y se trataran a continuacion.

B. Modelos que consideran tratamiento de quimioterapia

El siguiente paso es considerar la accion de farmacos en la cinética del tumor
(famacodinadmica). Se hace la suposicion de que el tumor tiene una sensibilidad al
farmaco homogénea antes y durante el tratamiento y la misma para todas las células
tumorales [33]. Esto se sabe que no es cierto ya que un tumor es sumamente heterogéneo,
pero es una primera y necesaria aproximacion al problema [33]. Se supone también una
poblacién de células tumorales todas con igual tasa de crecimiento en ausencia de
migracion ni interaccion entre ellas [33]. Esto da lugar a modelos que tienen en cuenta

la accidn de la quimioterapia:

e Durante la quimioterapia se asume que los farmacos utilizados indicen en la
cinética de crecimiento propia del tumor que estd modelizada por una ecuacion de las
vistas en el apartado A. Para tener esto en cuenta es necesario modificar esa ecuacion de
crecimiento tumoral, habitualmente la de Gompertz, con un término sustractivo que
depende de la cantidad de células tumorales presentes [33] y de la concentracion del
farmaco, con una dependencia tal que a mas células tumorales y a mas concentracién del
farmaco mas influye el activo farmacoldgico en la destruccién de células tumorales. Asi
la EDO modificada y que gobierna el nimero de células tumorales basada en la de

Gompertz sera:
K
N(t)

AN

= )—K-C(®)-N(®) (11)

W N(t) - Ln (
siendo C(t) la concentracién de farmaco en el tumor en cada instante en el sitio donde

actua.

Se podria suponer una dependencia no lineal con respecto a la concentracion del farmaco
a diferencia de lo que se ha considerado, mejorando el modelo pero aumentado la

complejidad.

A este modelo con quimioterapia anterior (y a todos los que posteriormente se trataran en

el presente trabajo) se le puede afiadir también unas modificaciones segun se tengan en
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cuenta o no determinadas caracteristicas biolégicas y farmacodinamicas,

haciéndolos asi méas aproximados a la situacion clinica. Algunas son [33]:

Considerar la accion gatillo de los farmacos (poseen un umbral de concentracién minima
Cmin a partir del cual actian y si no se llega a él no); para tenerlo en cuenta se puede
transformar la ecuacion anterior con una funcion escalon de Heaviside como primera

modificacion al modelo:

AN(t) _
el N(t) Ln(

X
N(D)

)= K - [C() = Couin] - N(O) - HIC() = Cpin] ~ (12)

Considerar la cinética del farmaco; aungue la mayoria de los modelos asumen que la
llegada del farmaco es instantanea desde que se administra, se puede establecer otra
modificacion como mejora, la que considera farmacocinética, o lo que igual, suponiendo
que la llegada de la concentraciéon del farmaco también varia con el tiempo y no es
instantanea. Asi se puede tener varios tipos de administracion del farmaco, o bien
administracion continua o bien en forma de bolo (administracion de una gran cantidad
en un tiempo relativamente corto, de menos de 30 min) lo que hace que el f&rmaco no
llegue instantdneamente al tumor sino con una dependencia temporal. Como primera
aproximacion a esta cinética se puede modelizar esta situacion con 2 compartimentos,
con una EDO cada uno; uno seria el plasma desde donde la droga pasaria al segundo
compartimento que seria el tumor después de ser suministrada, dando lugar esta
modificacion al Modelo de Dinamica-farmacocinética propuesto por Borbolosi y
colaboradores (2001) [33]. En él, el plasma tiene una concentracion propia C,(t) de
farmaco y el tumor otra concentracion C,(t) con una ecuacion de evolucion EDO para

cada concentracion:

290 _ _(Kyy + Kyp) - € (1) +22 (13)
dt Vi

Podemos expresar la concentracion del farmaco en el tumor:

dac,(t) V.
—;t = Ki; V_l Ci(t) — Kz - Co(0) (14)
2

El modelo que considera la farmaco-cinética resulta asi haciendo C,(t)=C(t) en la
ecuacion (12) para usarla junto con las ecuaciones (13) y (14). Ademas con C,(0) =0

y con u(t) como la administracién intravenosa del farmaco, que puede ser de manera
continua (lineal o no, incluso dependiente del tamafio del tumor cosa que este modelo

tampoco tiene en cuenta) o discreta, y con V; y V, el volumen del compartimento 1 y 2
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respectivamente, siendo k tasas de eliminaciéon de farmaco: kei es la eliminacion del
farmaco cuando esté en el plasma, ke2 cuando esté en el tumor y K2 la tasa de transmision

del farmaco del plasma al tumor.

uft) ¥y ki Vs

cuft) ' [

v v
Figura 14 Modelo compartimental de Dindmica
Farmaco-cinética. Fuente: [33]

De esta manera el modelo consta de 3 EDO, las ecuaciones (12), (13) y (14) que rigen el

crecimiento tumoral considerando la cinética de los farmacos terapicos.

Considerar el dafio a las células sanas [33]. Finalmente todo esto tiene que estar limitado
a una concentracion maxima de farmaco en cada suministro de la mismay en el total del
tratamiento, para minimizar los dafios que se producen también en las células sanas, ya
que las drogas anticancer no solo actian en las células tumorales sino en todas, con lo
que lo siguiente a considerar es esta limitacion a la concentracion en cada instante en lo
que no es el tumor, C1(t)<=Cmax , y que para facilitar el trabajo de calculo se puede escribir
de manera discreta:
C1(ti)<=Cmax (15)

y en la exposicion al farmaco, que también debe estar limitada. Eso se tiene en cuenta con

la siguiente ecuacion que no es mas que limitar el area bajo la curva Ca(t):

J; CL(D)At < Apgy (16)

Con T el tiempo total en el que se trata al paciente. Barbosoli apuntan mas [33], no limitan
Unicamente la concentracion méxima (exposicion al farmaco) durante el tiempo en el cual
se realiza el tratamiento, sino a mucho tiempo después, ya que la droga permanece activa

tiempo después del tratamiento, con lo que la ecuacion (16) pasa a tomar la forma [33]:

[7C(0dt < Apas (17)

Otra opcion no estudiada por Barbolosi y colegas para completar el modelo seria
considerar la posibilidad de suministrar oralmente el farmaco, pero entonces apareceria

otra variable a tener en cuenta que seria la absorcion del farmaco.
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Considerar el descenso en glébulos blancos [33]. Como durante el tratamiento las células
sanas también son dafiadas, en particular las que se dividen rapidamente como ocurre en
los globulos blancos (leucocitos) [14]. Las células sanguineas como son los leucocitos se
crean en el interior esponjoso de los huesos mayores del cuerpo, en la médula 6sea, donde
se crean a partir de las células madre [14]. Estas células madre no se reproducen
rdpidamente con lo que la quimioterapia no les afecta en demasia, pero cuando maduran
en alguna de las clases de células sanguineas estas se pueden encontrar en determinadas
fases en las que se dividen con mayor rapidez, es entonces cuando el tratamiento puede
afectarles haciendo bajar su nimero a niveles peligrosos para la salud del paciente en
quimioterapia (punto de nadir [34]), con lo que ese tratamiento se reparte en ciclos, entre
los cuales se deja tiempo para que el cuerpo del paciente se recupere (salga de ese estado
de nadir), aunque también lo hace el tumor que sigue con el crecimiento. Se introduce asi
en el modelo esta limitacion del nivel de globulos blancos dando lugar a otra nueva EDO
con la que trabajar si la tenemos en cuenta. La variacion de la cantidad de leucocitos (en
leucocitos por unidad de volumen y unidad de tiempo) durante el tratamiento se

representa con la siguiente ecuacion que se resuelve numéricamente:

r@)—v-w()—u-w) C(t—1) (18)

Los dos primeros términos de la ecuacion (18) modelizan la tasa de creacion de leucocitos

dw(t) _
ac

r(t) que se supone constante (r(t) =cte) a lo largo del tiempo de tratamiento (se puede
suponer también de primer orden, linealmente dependiente de w(t) ) y de eliminacién
natural (suponiéndola en este caso de primer orden, aungque se pude suponer con otra
dependencia) de los mismos v-w(t), pero con un término u-w(t) - C;(t —1)
sustractivo que explica la eliminaciéon debida al farmaco citotdxico. En ese término
aparece T como el tiempo de retraso entre la entrada del farmaco citotoxico debido al
tiempo de maduracion de los leucocitos producidos en la médula 6sea, junto con las
constantes de linealidad v y p. El paciente siempre debe encontrarse con unos niveles de
leucocitos por encima de un minimo compatible con la vida. Esto conlleva otra
modificacion al modelo que se puede expresar de la siguiente forma w(t)>=wmin, que para
términos facilidad de computacion es mejor escribirlo de manera discreta:
W(ti) > Wmin , ti=T+iAt (19)
O lo que es lo mismo, la concentracion de globulos blancos siempre debe ser mayor que

un valor minimo para asegurarnos que el paciente no se vea dafiado en demasia por el
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tratamiento. Para ello se muestrea la cantidad de globulos blancos presentes en el paciente
durante el tratamiento, teniendo en cuenta que la frecuencia de muestreo siempre debe
cumplir el Teorema del muestreo de Nyquist-Shannon con un tiempo de muestreo At al

menos mayor al doble de la frecuencia en w(t):
1

At —L (20)

T 2(+ i Cmax)
Todas estas consideraciones sobre la cantidad de globulos blancos nos llevan a la
conclusién de que si se tienen en cuenta los globulos blancos en el estudio, existird un
limite minimo en su nimero Y sera este el que determine como sera el tratamiento. Para
valores bajos de wmin el tratamiento serda de una cantidad inicial de farmaco y
posteriormente una dosis continua del mismo solo restringida por la Cmax, de esta manera
nunca se llega al limite de wmin. Para valores altos de wmin lo 6ptimo es utilizar una dosis
inicial maxima de farmaco que asegure un minimo de glébulos blancos para después
suministrar una dosis que mantenga el nivel de glébulos blancos en este minimo
necesario, siendo la Cmax a tener en cuenta los primeros dias y en los restantes solo es

importante la wmin [30], con lo que estos marcan las caracteristicas del tratamiento.

La farmacocinética y el recuento de glébulos blancos tratados se puede aplicar a cualquier
modelo ya que en todos existen estas limitaciones clinicas, pero no se explicitara para
cada uno en el presente trabajo, los mismos razonamientos se pueden aplicar a cada

modelo matematico.

Estos modelos vistos en el apartado, con sus correspondientes modificaciones que dan
lugar a las distintas EDO dependientes de las células que se tengan en consideracion, no
tienen en cuenta la dependencia del ciclo celular de los agentes utilizados en
quimioterapia. Suponen a todas las células del tumor consideradas en el mismo ciclo y
eso no se cumple realmente, sino gque estas se encuentran en distintos ciclos y por ello no
se obtiene una respuesta homogénea al farmaco si este fuera sensible a una fase celular
en concreto, no existiendo este problema si el farmaco actuase en cualquier fase celular.
Tampoco tiene en cuenta la resistencia a los farmacos que se observa clinicamente en las
terapias del cancer. Para tener en cuenta estas limitaciones se debe introducir en el

modelo las EDO que reflejen estas caracteristicas.

Aparecen asi los siguientes modelos tratados a continuacion.
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C. Modelos que consideran la resistencia a los farmacos debida a las mutaciones

La resistencia a la quimioterapia es conocida desde que se inicio este tipo de terapia
anticancer y supone un obstaculo muy significativo en su lucha. La resistencia a estos
farmacos surge por dos motivos: es debida a factores propios del organismo, como pobre
absorcion o un rapido metabolismo que reduzca rapidamente la presencia de la droga, o
puede ser debida a las mutaciones que en el proceso de division celular del tumor conlleva
una diferente respuesta al farmaco anticancer, apareciendo finalmente por cualquiera de
las dos opciones resistencia a una o varias drogas [9]. Gran parte de los tumores sélidos
presentan un crecimiento Gompertziano; cuando adquieren un tamafio grande tienen una
gran cantidad de células que son menos sensibles a los farmacos citotdxicos [9]. Goldie
y Coldman supusieron que la resistencia a un agente quimioterapico sin exposicion previa
al mismo aumenta a medida que el tumor crece debido a mutaciones en las replicaciones
[9]. Dicha hipotesis condujo a la mejora de los tratamientos con varios farmacos
(poliquimioterapia), llevando finalmente a Roger Day en 1986 a proponer un tratamiento
secuencial para combinar farmacos [9]. El tratamiento con varios agentes citotoxicos
tiene las siguientes ventajas: una disminucion de la resistencia propia de las células
tumorales, mejora en la eficiencia ya que maximiza la destruccion de células tumorales y

previene o retrasa la resistencia a los farmacos [9].

Algunas resistencias en determinados canceres ya se han podido explicar

convenientemente [35], sin embargo en la mayoria ain se debe continuar con los estudios.

Actualmente se sabe que la resistencia a los farmacos quimioterapicos puede ser debida
a mutaciones genéticas espontaneas preexistentes al tratamiento o puede surgir durante
el tratamiento inducida por el mismo. Puede ser absoluta o relativa (dependiente de la

concentracion del farmaco) y permanente o temporal [38].

Para explicar esta resistencia es habitual utilizar una aproximacion estocastica al
fenomeno, involucrando procesos al azar. Fueron los estudios sobre resistencia de
bacterias en 1943 de Luria and Delbriick quienes dieron con la idea clave sobre la relacion
entre resistencia y mutaciones [21]. Mas adelante ya en la década de los 80 del siglo

pasado, Goldie y Coldman comenzaron estudios relativos a los tumores desde esta

36|58



Aproximacién a los modelos matemdticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias usados
en quimioterapia. Aplicaciones y limitaciones.

aproximacion [21]. Para ello establecieron un modelo donde las células tumorales se
reproducian pero apareciendo mutaciones con una probabilidad en cada duplicacion.
Estudios posteriores, primero considerando una droga citotoxica y después con varias,
les llevaron a concluir que la resistencia a un farmaco citotdxico era proporcional al
numero de células tumorales y a la tasa de mutacion y que el tratamiento deberia empezar
lo antes posible utilizando varias drogas desde que se diagnostica. A principios del siglo
XXI1 varios investigadores desarrollaron también trabajos sobre modelos estocésticos
como lwasa y colegas en 2006 que desarrollaron un modelo que permitia calcular la
probabilidad de que se tenga resistencia previa al tratamiento [36], 0 como Komarova,
también en ese mismo afio, estudiando estocasticamente la resistencia del cancer durante
el tratamiento con varios farmacos [37]. Mediantes todos estos estudios se ha podido
comprobar cuantas drogas son necesarias utilizar y como aplicarlas en la quimioterapia
de algunos canceres (como leucemia mieloide crénica) desde un punto de vista

probabilistico.

No obstante también existen modelos deterministas basados en EDO para explicar la
resistencia a las drogas. Para ello se trabaja con un nimero determinado de EDO segun
los tipos de células considerados, dejando de lado una de las primeras premisas en el
estudio de los tumores y suponiendo asi el tumor heterogéneo. Como el primer modelo,
el desarrollado por Birkhead y colegas en 1987 que trabajaron con 4 EDO, una ecuacién
para las células sensibles al farmaco, otra para las resistentes, otra para las que estan
proliferando y otra finalmente para las que no. Con este modelo pudieron comparar
distintos tratamientos para el cancer de mama [39].

A destacar el modelo de Panetta en 1996 que trabaja con solo dos EDO no acopladas [38],
una EDO para las células sensibles en un compartimento basadas en el crecimiento

exponencial frenado por los farmacos citotoxicos:

O = Iy — i ()] - x (21)

y para el otro compartimento, el de células resistentes inducidas otra:

DO = by dy (O x+ [~ do(®] -y (22)

Siendo r; y r, las tasas de crecimiento, d,(t) y d,(t) unas funciones periddicas que
representan la tasa de células eliminadas por los farmacosy 0 < b; < 1 un parametro que
explica la tasa de mutacion que lleva a una célula sensible a hacerse resistente a la

quimioterapia y que depende del tipo de cancer.
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Al no estar las ecuaciones acopladas se puede resolver primero el compartimento de
células sensibles y con él conseguir resolver el de células resistentes inducidas. Es un
modelo simple, en el que la principal dificultad esta en medir los pardametros dosis,
periodicidad, tasa de induccion de resistencia a farmacos y tasa de crecimiento celular.
Panetta consigue con este modelo estudiar distintos tipos de terapias de administracion
de farmacos, desde la terapia pulsada (efectos de las drogas instantaneos) a la continua
que le llevo al mejor conocimiento de la cinética de la quimioterapia y con ello determinar
las mejores combinaciones para optimizar los tratamientos de quimioterapia reduciendo

asi el nimero de analisis clinicos de ensayo-error [38].

También posteriormente Tomasetti y Levy en 2009 [39] se han aproximado al problema
de una forma similar para estudiar la accién de varias drogas conjuntas, entre otros
diferentes estudios de autores que utilizan EDO que consiguen modelizar la resistencia a
la quimioterapia, obteniendo resultados similares a los mas complejos modelos

estocasticos.

Las limitaciones a estos modelos en lo referente a su forma estructural (dependencias de
orden superior al primero) son que no tienen en cuenta la resistencia cruzada a los
farmacos (la resistencia a uno puede llevar a la resistencia parcial a otro). Ni tienen en
cuenta las retromutaciones, o lo que es lo mismo la posibilidad de volver a mutar a un
tipo de célula en un estado que ya habia pasado, ni que las tasas de muerte inducida
pueden ser variables en el tiempo. Se centran en las resistencias inducidas Unicamente.
No consideran tampoco suficientemente el microambiente alrededor del cancer, como es
la heterogeneidad de la concentracion de la droga o incluso que las células del tumor
pueden presentar diferentes tasas metabdlicas del farmaco.

Aunque la gran limitacion es la dificultad de conseguir valores adecuados para los

coeficientes que entran en juego en las ecuaciones utilizadas en el modelo.

D. Modelos que consideran la quimioterapia, la inmunoterapia y la inmunorrespuesta.

Los primeros modelos desarrollados solo tenian en cuenta la accion de los farmacos, mas
adelante aparecieron modelos que tenian en cuenta también la accion del propio sistema
inmunitario del paciente. Este sistema juega un importante papel en el cancer [40] y se

ha demostrado, tanto en laboratorio como clinicamente, mediante diversos experimentos.
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La inclusion del sistema inmunitario en los modelos explica fendmenos clinicos
observados como son las oscilaciones en el tamarfio del tumor [40] y la latencia del tumor,
entre otros [41]. Algunos autores como Sotolongo et al. han estudiado la influencia del

sistema inmunitario en la modelizacion de crecimiento tumoral [42].

Para modelizar esta situacion se trabaja con una ecuacion diferencial ordinaria EDO
acoplada para cada tipo de célula considerada (las tumorales y las inmunitarias) asi como
para la concentracion de la droga (o drogas si se utilizan varios farmacos combinados).
Se suele suponer un crecimiento tumoral Logistico o de Gompertz en ausencia de
inmunorrespuesta ademas de un decaimiento exponencial de la droga en el paciente, asi
mismo se supone que las células inmunoldgicas destruyen las células tumorales hasta que
se inactivan. Se establecen los parametros de las ecuaciones segun el tipo de cancer y el
paciente como en los demas modelos [43].

Varios modelos matematicos han venido considerado la inmunoterapia, empezando por
el de Kirnschner y Panetta [44] en 1998, trabajando con 3 EDO.

Para ello supusieron un escenario en el que la quimioterapia actla conjuntamente con la
inmunoterapia y con la inmunorrespuesta del propio cuerpo, utilizando la proteina factor
de crecimiento de las células-T, componente de las citoquinas del sistema inmune 1L-2

(interleucina 2), que lucha naturalmente contra las células tumorales.

dE 1 E
Z=cT—yy E+2L
dt g1ty

+5 (23)

La ecuacion (23) da cuenta de la tasa de variacion de células efectoras (que acttian contra
el tumor en respuesta al estimulo que este crea, células activas del sistema inmunitario
que son citotdxicas para el tumor ) con el primer sumando, que es proporcional a la
cantidad de células tumorales, siendo ¢ un parametro que regula el efecto antigénico del
tumor (la propia presencia del tumor genera inmunorrespuesta natural para destruirlo), el
tercero que da cuenta a la estimulacién por parte de las IL-2 y el Gltimo término el que da
cuenta de la administracion externa de células efectoras por inmunoterapia (como
administracion de células inmunitarias) y el término sustractivo explica la vida activa que
tienen las células efectoras (vida media de 1/u, dias).

La EDO de la tasa de variacion del namero de células tumorales representada en la
ecuacion (24) consta de dos términos, uno aditivo con r,(T) = k una constante si el
modelo se basa en el de crecimiento exponencial o una funcion que por ejemplo tomaria

la forma r,(T) = r, - (1 — b - T) si se basase en el crecimiento Logistico, y otro término
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sustractivo que da cuenta de la interaccion con las células efectoras con una velocidad a

dr
E=r2(T)'T—

aT-E
gz +T

(24)

La EDO de la tasa de variacion del numero de células IL-2 representada en la ecuacion
(25) consta de 3 términos , el primero aditivo el tercero también aditivo que representa la
entrada externa por administracion de IL-2, y otro sustractivo que da cuenta de como se

degradan las proteinas IL-2, resultando asi :

% = z;;f —p3 I+ 5 (25)
Siendo I, la concentracion de IL-2, T la concentracion de células tumorales, E el
namero de células efectoras (como las células T o las macréfagas) y los demas parametros
que regulan las interacciones entre las variables de estado. Con las condiciones iniciales

E(0)=Eo, T(0)=Toy IL(0)=I0 .

Estudios posteriores de De Pillis y colegas en 2006 [45], de Isaeva y colegas en 2007
[41] y més tarde Mamat y colegas [43] que modificaron en 2013 los anteriores modelos
de De Pillis e Isaeva lograron trabajar con mas variables, afiadiendo cada vez mas a
medida que se iba conociendo mejor el proceso de inmunorrespuesta frente al cancer,
pudiendo considerar por ello cada vez mas tipos de células inmunitarias que entran en
juego en el proceso y no solamente IL-2 como el modelo tratado por Kirnschner y Panetta,

aumentando asi la complejidad para un mejor ajuste a la clinica.

Con todos estos modelos se han podido reproducir observaciones clinicas como estado
latente del tumor, oscilaciones en su tamafio y regresion espontanea del tamafio tumoral
que no se podian explicar sin considerar la inmunorrespuesta. Las restricciones a este tipo
de modelo es que suelen incluir alguno de los tipos de células inmunitarias Gnicamente
y no todas (Células T, Células NK...), ademas de los valores de los pardmetros usados
que no se conocen con la suficiente precision. Tampoco consideran estos modelos células
tumorales en fase quiescente (GO o de reposo). A destacar que la complejidad de los
modelos aumenta cuanto mas situaciones se consideren en ellos. De esta manera méas
parametros entran en juego, con la dificultad que implica su determinacion para incluirlos

en las ecuaciones.
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E. Modelos que consideran la fases celulares y la inmunorrespuesta en la quimioterapia

Muchos de los farmacos que se utilizan en quimioterapia son especificos de una fase del
ciclo celular (como el Paclitaxel entre otros), estos solamente acttan si la célula se
encuentra en esa parte del ciclo determinada. La manera de proceder con ellos es la
siguiente: se administra un farmaco que sincroniza todas las células para que se
encuentren en el misma fase celular, se bloquea el ciclo interfiriendo la mitosis, con lo
que se detiene la proliferacion, dejando al sistema inmunitario actuar ya que este es capaz
de reconocer a las células tumorales para posteriormente introducir otro farmaco en este
caso citotdxico que actle en esa parte del ciclo determinada [46].

Se puede utilizar para la aproximacion matematica al problema un modelo
compartimental que logre modelizar la quimioterapia describiendo las diferentes fases
del ciclo celular tumoral y la inmunorrespuesta. Los modelos comienzan teniendo en
cuenta solo dos compartimentos (fases GO, G1y S en uno, y G2 y M en otro, por ejemplo)
bajo un solo tipo de droga citotdxica y primeramente sin considerar la inmunorrespuesta,
para pasar a aumentar su complejidad considerando varios compartimentos, uso de
multidrogas, teniendo en cuenta la respuesta del sistema inmunitario o incluso
subdividiendo los compartimentos en otros que tengan los dos grupos de células que

pueden existir (resistentes al farmaco o sensibles a él).

El modelo presentado en este trabajo, desarrollado por Liu y colegas [46], consiste en una
serie de ecuaciones diferenciales ordinarias EDO acopladas para las células tumorales en
cada fase celular tenida en cuenta (x para el namero de células en interfase (fases G1,Sy
G2), y para el numero de células en fase mitética M, z para el nimero de células en fase
quiescente GO0), para la cantidad de linfocitos (L) y para el farmaco citotéxico (u)
trabajando asi con 5 compartimentos. Suponen en este modelo que las células
inmunitarias actuan en cualquier fase celular considerada y que la droga solamente actla
en la fase mitdtica y decayendo exponencialmente en el tiempo.

La primera ecuacion (26) para el namero de células tumorales x(t) en la interfase consta
de un término aditivo a5 - z(t) que son las células tumorales que entran desde la fase
quiescente en la interfase, otro sustractivo a; - x(t) que da cuenta de las células que pasan

a la fase mitotica, otro también sustractivo &, - x(t) que refleja la muerte espontanea de
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las células tumorales en esta interfase y por ultimo el término k; - L(t) - x(t) que muestra

la destruccion debida a los linfocitos y que es proporcional a su nimero:

BO g 2(6) — oy x() = 82O —ky L 2©  (26)

De igual forma para las células tumorales en fase mitdtica resulta una ecuacion (27) con
un término aditivo con un tiempo de retardo 7 que es el tiempo en el que las células
tumorales se encuentran en la interfase (unos 2 dias [46]) y que refleja la llegada de células
tumorales desde la interfase a la fase mitética, otros sustractivos similares a los de la
ecuacion (26) anterior pero ahora con otro sustractivo que da cuenta de la disminucion

exponencial de celulas tumorales en fase mitotica debido a la quimioterapia:

Bl =ax(t—1) —a y(©) = 8 y(O) —ky L(©) ¥ (®) — kg + (1 - eTH5HO) -

dc
y(®) (27)

La ecuacion (28) para las celulas tumorales en fase quiescente GO consta también de
varios términos, uno aditivo que refleja las células que llegan después de sufrir mitosis, y
otros sustractivos, el primero a5 - z(t) que da cuenta de las células que abandonan la fase

quiescente para entrar la fase activa, y los demas similares a los de la ecuacion (26):

EO =20, y(6) —az - 2(t) = 85 - 2(t) — ks - L(E) - (t) (28)
Para los linfocitos resulta la ecuacion (29) que posee dos términos aditivos, uno constante
K que es la tasa a la que se crean linfocitos en ausencia de células tumorales y otro que
refleja la creacion no lineal de linfocitos debido al estimulo de las células tumorales en
cualquier fase suponiéndolo que sigue la ley de Michael-Menten. Ademéas de otros
términos sustractivos debido a la muerte natural de linfocitos &, - L(t) , a disminucién
de linfocitos por combinarse con las células tumorales en cualquier fase (c1 x(t) +cye

y(t) +c3- z(t)) - L(t) y el Gltimo debido a la destruccidn de linfocitos por la droga usada

en la quimioterapia que como hemos sefialado anteriormente también los destruye:

dLt) p(x(®+y®)+z(E)" s _ . . . .
2 = Kt o oney KO =8 L) = (e x(0) + ¢ y () + ¢ 2(1))

L(t) — kg (1 —e*7®) . (1) (29)
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Por altimo la ecuacion (39) del farmaco utilizado en la quimioterapia suponiendolo que

disminuye su concentracion de forma exponencial:

du(t) _ .
— = v u®) (30)

con los parametros compartimentales oj que son las tasas con las que las células tumorales
entran y salen desde y hacia cada fase, &; las tasas de destruccion natural de células
tumorales en cada fase, ki la tasa de destruccion por linfocitos y por las drogas citotdxicas
de la quimioterapia, y con y como la constante de decaimiento de la droga citotdxica. Con
todos los pardmetros constantes positivos, y una dependencia de los pardmetros a, p y n
con el tipo de cancer considerado. Estos 23 parametros de los que consta el modelo deben
ser ajustados comparando el modelo con la realidad.

Se demuestra que el numero de parametros utilizados va en aumento conforme va
aumentando la complejidad de los modelos, creciendo con ello la dificultad para

determinar los valores que mejor ajusten cada modelo.

Este modelo en particular les sirvio también para comprobar las condiciones en las que

el sistema inmunitario puede acabar con el cancer sin ayuda de quimioterapia.

Las limitaciones a este tipo de modelo son que los tiempos de transicion entre fases
realmente son dependientes también de la droga presente, que los tiempos de las fases
no son deterministas sino estocasticos, con lo que no son fijos. EI modelo solo considera
ademas farmacos que actlan en la fase mitética con lo que no es aplicable para cualquier
tipo de farmaco utilizado en quimioterapia. Tampoco el modelo presentado considera la
resistencia a los farmacos, a diferencia de otros estudios como los de Ledzewicz y
Schattler en 2002 [47], que se tendria que representar como unos compartimentos extra
que subdividan los ciclos para tener en cuenta a las células resistentes a los farmacos,

como si hicieron posteriormente en 2003 ellos mismos junto con Swierniak [48].

Se puede, por lo tanto, seguir completando el modelo hasta considerar n compartimentos,
con la administracion de m drogas. Es lo que hicieron Kimmel, Swierniak y
colaboradores [49], que han llegado a considerar un nimero de compartimentos solo
limitado por la potencia de calculo de las computadoras, dentro del estudio de resistencia
de los tumores a los farmacos anticancer. Para ello trabajan con una EDO para cada

enésimo compartimento considerado, con una ecuacién de la forma:
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ax(t) _
dat

Siendo n el nimero de compartimentos a considerar, m el nimero de farmacos usados en

(A+2XZ,w B) X(8) (31)

la quimioterapia y con X(0)=Xo, el nimero de células cancerosas iniciales, Xj en nimero
de ellas en un determinado compartimento y u; la dosis administrada. A y Bi son matrices
de tamafio nxn con valores que modelizan el tiempo de transito entre compartimentos.
Con esta aproximacion han podido estudiar el papel de la amplificacion de genes
(aumento del nimero de copias de un gen, situacién muy comun en el proceso canceroso
[2]) en la resistencia del cancer a los farmacos logrando resultados que no se pueden
conseguir con modelos  con compartimentos finitos. Con estos modelos n-
compartimentales se han conseguido establecer protocolos més eficaces para tratamiento
oncoldgico.

Posteriormente incluso se puede mejorar el modelo considerando que en cada
compartimento haya varios tipos de células, unas resistentes a los farmacos y otras
sensibles, junto con la accion del sistema inmunitario y/o considerando quimioterapia

multifarmacoldgica podria ajustar mejor a la realidad [49].

F. Modelos que consideran el proceso de angiogénesis para su tratamiento con
farmacos antiangiogénicos

Inicialmente los tumores sélidos son avasculares, inicamente cuando tienen entre 1-3mm
de diametro generan vasos sanguineos nuevos que les aportan nutrientes y oxigeno,
necesarios cuando por tamafio del tumor, este necesite mayor suministro energético y
mejores vias de eliminacion de productos de desecho [50]. Este proceso se denomina
angiogeénesis y es el siguiente paso a considerar en la modelizacion de tumores [51]. Los
nuevos vasos son generados por proteinas inductoras (principalmente factor del
crecimiento endotelial vascular VEGF vy factor del crecimiento de fibroblastos basico
FGF-2) [50] que se producen cuando las células tumorales sufren hipoxia, difundiéndose
desde el tumor hacia los vasos sanguineos existentes cercanos, iniciando asi un proceso
de proliferacion y migracion de células endoteliales desde los vasos primarios hasta el
tumor ,y que termina dando lugar a vascularizacion nueva muy irregular e interconectada,
que dificulta enormemente la llegada al tumor de los farmacos utilizados en la
quimioterapia. Esto supone la adquisicion de la capacidad de invasion de tejidos por parte

del tumor, momento clave en los estadios tumorales.
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Un tumor que no ha llegado al proceso de angiogénesis se supone controlable y su
completa cura se puede hacer extirpandolo, si ya se ha producido y se ha diseminado su
tratamiento deber ser generalmente por quimioterapia.

La asociacion entre el crecimiento de tumores solidos y la angiogénesis se ha venido
estudiando desde principio de los afios 70 del siglo XX (Folkman, 1971) [50] siendo
actualmente un fuerte campo de estudio, donde la angiogénesis y el flujo de nutrientes
por las redes vasculares toman una importancia clave.

La creacion de vasos sanguineos nuevos se puede inhibir mediantes farmacos
antiangiogénicos, que se deben tener en consideracion en las EDO que modelicen el

proceso.

Los modelos que tienen en cuenta la angiogénesis se pueden agrupar en dos distintas
aproximaciones al estudio [52]: por una parte los modelos celulares que se basan en los
procesos bioldgicos basados en EDP que consiguen modelizar el sistema puramente
mecénico junto con los fendbmenos de difusion y transporte de nutrientes, y por otra los
modelos poblacionales basados en EDO donde se estudia el tumor como un conjunto de
células en crecimiento, como sucede en el modelo de Folkman que simularon el proceso

de angiogénesis de esta manera.

Para modelizar el efecto en el crecimiento tumoral del tratamiento antiangiogénico en
ausencia de quimioterapia mediante EDO se pueden definir dos compartimentos, como
hizo Hahnfeldt el al. y mas tarde Folkman et al. [51], uno que representa al volumen
tumoral p(t) que se consigue modificando la expresion de Gompertz sustituyendo la
disponibilidad de nutrientes fija (constante K) por otra variable g(t) dependiente del
sistema vascular, y otro compartimento que representa la variacion temporal de esa
capacidad de suministro del sistema vascular q(t). Se establece la hipdtesis de que el
crecimiento tumoral es directamente proporcional a la vascularizacion y que el tamafio
del tumor esté limitado por la disponibilidad maxima de nutrientes que pueda el entorno
aportar (capacidad de suministro del entorno).

En general las distintas aproximaciones al problema modelizan la evolucién temporal de

las celulas tumorales mediante una expresion de la siguiente forma:

dp _ M
ik p(t)F (q(t)) (32)
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con F: (0,+ «0)-->R funcion decreciente, suave, continua, derivable y que cumpla F(1)=0
, y donde p(t) es el volumen tumoral en el instante t y q(t) es la capacidad de suministro
de nutrientes del sistema vascular (tamafio maximo del tumor potencialmente sostenible
por la vascularizacion en el tiempo t)[52].

Una de las funciones F que se puede utilizar para representar el crecimiento tumoral en

el primer compartimento segun autores es:

dp _ ) p®)
L= —ep(t)-Ln (q (t)) (33)

con la que trabaja d"Onofrio [52]. Pero ésta no es la Unica forma de la funcion F existente
para modelizar el problema, sino que existen otras ecuaciones propuestas alternativas a

la anterior segun otros autores, como la siguiente Logistica [52]:

% =ep(t)- [1 — (%)v] (34)
conv € (0,1).
El segundo compartimento se modeliza la capacidad de suministro de nutrientes, ahora
ya no es constante sino gque es dependiente del tiempo. Se representa con otra EDO que
tenga los términos necesarios para incorporar las principales caracteristicas del proceso
angiogénico. En ella se modeliza mediante distintos factores, uno estimulador (aditivo) y

otros inhibidores (sustractivos) de vasos sanguineos:

L=b-p(t) = I(p®) - q(t) — - q(®) =y -u(t) - q(¢) (35)

Siendo b, d, u yy parametros positivos, con I() funcidn positiva, continua y creciente
que satisface 1(0)=0. El término aditivo b - p(t) da cuenta del aumento de vasos debidos
a la estimulacion del tumor, y los sustractivos, 1(p(t)) - q(t) explica la reduccion debida
al efecto antiangiogénico enddgeno, u - q(t) es el término de pérdida de vasos espontanea

y el término y - u(t) - q(t) es el debido al efecto del farmaco antiangiogénico u(t).

Folkman et al. proponen una forma concreta para explicar el efecto enddgeno

2
antiangiogénico I(p(t))= d - p(t)z [51]. El tumor después de abandonar el estado

avascular logra crear vasos sanguineos estimulando el endotelio, consiguiendo crecer

2
rapidamente, cuando tiene un tamafio grande el término d - p(t)3 - q(t) comienzaatomar
mas importancia y la velocidad de neovascularizacion disminuye. Al final la capacidad

de suministro via vasos sanguineos q(t) llega a un limite impidiendo crecer al tumor
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eternamente consiguiendo explicar el tamafio maximo tumoral que se observa

clinicamente sin tratamiento ajustando el modelo a la clinica [27].

La dltima EDO se puede modificar para incorporar la accion de drogas citostaticas con
una funcién moduladora, decreciente, positiva y continua 6 (), de crecimiento de vasos
nuevos que regule ese crecimiento dependiente de la concentracion de la droga citostatica

w(t). Con ello la anterior ecuacion toma la forma general:

% =b-0(w®) pt) —I(P®) q®) —u-qt) —y-u(t) - q(t) (36)
donde w(t) es la concentracion del farmaco citostatico inhibidor. Con este modelo se ha
podido comprobar que, a diferencia de las drogas citoxicas, las antiangiogénicas

funcionan mejor cuando se utilizan en bajas dosis y con mayor frecuencia [53].

Se observa asi que en ausencia de quimioterapia y usando una modelizacion con dos
compartimentos con una EDO por cada para considerar el tumor y los vasos sanguineos
creados, se consigue explicar mejor el descenso en la velocidad de crecimiento tumoral
y el menor limite de crecimiento que usando Unicamente una EDO sin tener en cuenta la
angiogeénesis. Se pueden mejorar estos modelos afiadiendo un término sustractivo que
explique la apoptosis de las células endoteliales que dependa de q(t) o modificando la
forma de los términos sustractivos (por ejemplo considerando otra forma para la funcion

I(p(t)) que mejoren los resultados cuando se contrastan con la realidad clinica.

Mediante estos modelos se pueden comparar los resultados a diversos tratamientos
antiangiogénicos y elegir el mas conveniente para el paciente. La parte negativa de
utilizar antiangiogénicos como se ha sefialado es que también se reduce la via de entrada

del agente citotdxico en el tumor.

Estos estudios conducen a los trabajos mas completos en los que se tiene en consideracion

ademas de la angiogénesis la quimioterapia. Se vera a continuacion.
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G. Modelos que consideran el tratamiento antiangiogénico junto con quimioterapia

Normalmente la terapia antiangiogénica se utiliza combinada con la quimioterapia. Para
tener en cuenta el tratamiento quimioterapéutico ademas de los procesos
antiangiogénicos anteriormente considerados, se debe modificar la ecuacion (32) que
modeliza el tamafio del tumor, con un término sustractivo ¢ - v(t) - p(t) que represente
las destruccion de células cancerosas debidas al efecto citotoxico del farmaco usado en
quimioterapia v(t), y la ecuacion (36) con otro igualmente sustractivo n - v(t) - p(t) que
represente también la destruccidén de vasos sanguineos por la droga citostatica (como
sucede con la ciclofosfamida [52]), quedando de esta manera las siguientes EDO para

cada compartimento que constituyen el Modelo de d’Onofrio [52]:

L =epF (B2) -0 v(®)-p® (37)

% =b-0(w(®) p@®) —I(P®)-q®) —u-q@®) —y-ul) - q@) —n-v() - p(t)
(38)

Siendo v(t) la concentracion de la droga utilizada en el tratamiento de quimioterapia y

los parametros O<n<¢ reflejando que esa accién de la droga es menor en el

compartimento q(t) . F (%) es una funcion que refleja el crecimiento tumoral como las

tratadas de ejemplo en las ecuaciones (33) y (34).

Podemos suponer para simplificar que u(t)=v(t), con lo que transformamos la
combinacién de quimioterapia y antiangiogénicos en solamente quimioterapia que tiene
efectos en la creacién de vasos nuevos, como se observa en la clinica, pero trabajando
con dos compartimentos, teniendo en cuenta ademas del tumor a los vasos sanguineos
que le suministran energia y nutrientes [52].

En estos modelos todavia no se tiene en cuenta las posibles influencias (sinergias) que
pueden tener entre si los farmacos citotoxicos con los antiangiogénicos. Esto se
conseguiria transformando los parametros en funciones dependientes de q(t),
aumentando la complejidad del estudio al convertirse en dependencias no lineales.
Tampoco se tiene en cuenta que cuando la droga antiangiogénica actua reduciendo los

vasos sanguineos que nutren al tumor, también reduce la entrada de droga citotoxica.
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H. Modelos que consideran el caracter cadtico del proceso tumoral

Aunque la aproximacion determinista, bien discreta o bien continua, representada por
EDO o0 EDP, es relativamente simple y predice varios fendmenos bioldgicos, no consigue
predecir todos. Parece ser necesario tener en cuenta el caracter aleatorio del crecimiento
tumoral para explicarlos.

Entre otros Ferrante en 2000 [54] y mas tarde Lo [55] propusieron una aproximacion
hibrida al crecimiento tumoral basado en la ley de Gompertz, suponiendo que las
condiciones ambientales inducen fluctuaciones en la tasa de crecimiento intrinseco
tumoral oo (ver ecuacion (39)), de forma similar a lo que ocurre en un proceso de ruido
Gaussiano.

La ecuacion determinista para el crecimiento sin tratamiento de quimioterapia segin la

ecuacion (9) que es la que corresponde al crecimiento tumoral segun Gompertz es:

dzgt) — uN() - Ln (%) — uN(t) - LnK — u N(t) - LnN(£) =
— - N(t) = B~ N(t) - In N(£) (39)

Que afadiendo un componente estocastico considerando que hay una fluctuacion en los

pardmetros se transforma la ecuacion anterior (39) en:

PO = (@+6-£()-N() — f-N(®) -InN(®) =8(t) - N(t) — B - N(t) - In N()
(40)

convirtiéndola asi en una ecuacion hibrida (40) (determinista pero con componentes

estocésticos), con o el valor promedio de 6(t) y con 6>0 como un coeficiente de difusion

y &(t) un ruido gaussiano.

También existen otras aproximaciones al problema suponiendo la beta siguiendo una

distribucion normal o siguiendo una distribucion uniforme.

Posteriormente se le afiade a la ecuacion (40) el tratamiento de quimioterapia con el

término u(t) correspondiente siguiendo el mismo razonamiento expuesto en el apartados

anteriores.
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DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Se ha visto en el trabajo cdmo se consigue modelizar matematicamente el tratamiento de
quimioterapia para un tumor sélido mediante una aproximacion con ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO), dando lugar a modelos completamente deterministas,
mecénicos y poblacionales, salvo cuando se toma una aproximacion al problema hibrida

en los que la probabilidad se introduce en las ecuaciones.

Estas diferentes ecuaciones con las que se trabaja tratan de simular lo mas precisamente
posible los complejos procesos que suceden en un tumor cuando se le trata un tumor con
quimioterapia, debiendo haber una correspondencia entre lo que las ecuaciones

matematicas reflejan y los datos clinicos para que estas sean validas.

Todas las EDO tratadas tienen una forma similar, se basan en alguna ecuacion que refleje
el crecimiento tumoral libre de tratamientos, estas son los modelos mas basicos de
crecimiento tumoral sin quimioterapia (el exponencial, el de Gompertz o el Logistico),
pero afiadiendo en ellas términos sustractivos y aditivos que tengan en cuenta los
diferentes procesos estudiados y sus relaciones fundamentales. En ellas aparecen
pardmetros que modulan estos términos, teniendo estos unos valores que se calculan
ajustandolos con datos clinicos y son distintos segun tipo de cancer y paciente.

Estos modelos matematicos fundamentalmente forman un sistema de EDO de la forma
dx/dt=f(x(t)), con x la variable de estado compuesta por los fendmenos mas importantes

que describan ese proceso tumoral a estudiar junto con sus interacciones mas relevantes.

Si el tumor se considera homogéneo se utilizan EDO no lineales, basadas en el
crecimiento de Gompertz o en el Logistico modificadas con estos términos afiadidos. En
cambio si se quiere tener en cuenta la heterogeneidad del tumor en cuanto a que esté
formado por distintos tipos de células, segln se tenga en cuenta las diferentes fases en las
que las células tumorales se encuentran, o segin la resistencia o sensibilidad a los
farmacos utilizados en el tratamiento, o segun se considere 0 no en el proceso tumoral la
creacion de vasos sanguineos, se utilizan EDO lineales, basadas en el crecimiento
exponencial pero con algunos términos modulados por parametros que se les afiade por

el razonamiento anteriormente expuesto.
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No tienen en cuenta ninguno de los modelos expuestos en este trabajo la
poliquimioterapia, la planificacion de la temporalizacion de farmacos (si es mejor
primero la droga A y luego el B o al revés), ni la manera de administrar el farmaco
(continua, bolo...), ni las posibles sinergias entre los farmacos usados en los diferentes

tratamientos expuestos en el trabajo.

Todos los modelos basados en EDO poseen ecuaciones con una serie de parametros, unos
con mayor efecto que otros en cada modelo [56]. Algunos de ellos se conocen por estudios
clinicos in vitro o in vivo, otros se deben estimar para establecer y validar el modelo. El
conjunto de valores iniciales de las variables de las EDO y de estos parametros forman
de esta manera un vector que hay que determinar por medio de la observacion parcial del
sistema que modelan, ajustando el modelo a los datos experimentales mediante alguna
técnica matematica de las que se conoce (minimos cuadrados, splines cubicos, métodos
numéricos basados en Runge-Kutta, inferencia Bayesiana, etc) [57][58]. Esto tiene una
gran dificultad ya que los modelos mas completos poseen un gran numero de parametros

de los que dependen.

Mediante estos modelos se ha logrado explicar la accién de los farmacos utilizados en la
quimioterapia, el proceso angiogénico y la resistencia a los farmacos, pero ninguno de los
tratados en el presente trabajo considera la migracion de células a tejidos ya que no se
puede modelizar esto con EDO, con lo que no dan explicacion a la metéstasis. Tampoco
dan explicacién a la forma que adquiere el tumor en su crecimiento, importante al crecer
dentro de un drgano y comprimirlo. Para ello se puede recurrir a otras aproximaciones
matematicas distintas a las EDO y que si pueden representar variacion espacial

explicando la migracién de células asi como también cambios en la forma del tumor.
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CONCLUSION

La gran variedad de enfermedades que es el cancer y su complejidad necesita de un
ataque multidisciplinar, siendo en los Gltimos afios cuando la aproximacion matematica
al problema se ha visto incrementada.

Aunque los ensayos clinicos suponen la mas precisa y eficiente forma de establecer los
planes terapéuticos en quimioterapia, estos estadn limitados por sus altos costes, largo
tiempo de espera para evaluarlos y la dificultad de realizar test multiples, de ahi la
necesidad de utilizar modelos matematicos que permiten acortar plazos, reducir costes sin
menoscabo de la eficacia en los tratamientos.

Pero complejidad de la modelizacion del crecimiento tumoral, y en particular de los
modelos usados para la quimioterapia, supone un gran desafio debido a la dificultad que
conlleva el modelizar la accién de los farmacos, ya que su entendimiento es adn
incompleto, sobre todo en la accidn conjunta de los mismos y sus sinergias. Para ello se
emplean diferentes metodologias, pero independientemente de la usada, se auna el
enfoque experimental con el tedrico.

Los modelos matematicos usados deben considerar todas las variables bioldgicas de las
que dependen y tener en cuenta las restricciones inherentes a la administracion de
farmacos para quimioterapia. Cuantas més variables se consideren en la construccion del
modelo, méas se aproximard a la realidad de la dindmica tumoral. En todos los modelos se
utilizan expresiones matematicas con una dependencia muy sensible a parametros que
hay que determinar para cada tipo de cancer y para cada paciente. Con ello se mejoran las
terapias, se consiguen adaptarlas mejor al paciente, asi como se consigue extraer
informacion importante para posibles modificaciones en la terapia que optimicen los

resultados y reduzcan los costes, siempre sin detrimento de la calidad de los tratamientos.

Es importante conocer como son los modelos mas sencillos ya que sirven como base de
los més complejos. Son los modelos macroscépicos basados en EDO los que debido a su
sencillez matematica mas se han venido utilizando en la modelizacion matematica del

cancer.

En estos modelos se tienen en cuenta la obtencion de nutrientes y energia, la proliferacion

y la apoptosis , los diferentes farmacos utilizados en los tratamientos, dando lugar a una
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o varias EDO. Este enfoque no solo supone una ayuda inestimable en la optimizacién de
los protocolos usados en la dosificacion de la quimioterapia sino que también proveen a
los especialistas de una herramienta muy potente que les permite mejorar el
entendimiento de los procesos tumorales, asi como de mejorar los tratamientos que se

utilizan para luchar contra esa enfermedad o incluso desarrollar nuevos.

A sefialar que los pacientes no suelen morir por crecimiento del tumor de manera
localizada, sino por invasion de tejidos y metastasis, y ninguno de estos modelos basados
en EDO tratados en el presente trabajo tienen en cuenta esto. Los modelos basados en
EDO tampoco tienen en cuenta la forma del tumor ni su variacion, son modelos
meramente poblacionales. Por ello se necesitan otras aproximaciones que lo consideren,
teniendo que utilizar asi los modelos que se basan en ecuaciones diferenciales parciales

(EDP) o los estocasticos.

El problema es que no conocemos suficientemente los detalles crecimiento tumoral y de
coémo actla la quimioterapia, con lo que queda un largo camino aun en el desarrollo de
modelos matematicos en quimioterapia.

Tampoco hay que olvidar que para obtener modelos matematicos completos se deben
conocer los parametros que presentan. Esta es la principal dificultad, establecer los
parametros de los modelos, cada vez mas complicados y por ello mas arduo su

determinacion, aun pudiendo utilizar métodos numéricos apoyados en las computadoras.

Por todo lo anterior se ve necesario desarrollar esta herramienta de modelizacion
matematica junto con la realizacion de experimentos clinicos y bioldgicos para continuar
luchando contra el cancer, que es uno de los problemas médicos mas importantes de

nuestra sociedad actual.
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