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Tabla A6.2. Función de distribución t de Student (Gosset)-II. 
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Tabla A6.3. Percentiles de la distribución χ2
 de Pearson (I). 
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Tabla A6.4. Percentiles de la distribución χ2
 de Pearson (II).       
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Tabla A6.5. Percentiles de la distribución χ2
 de Pearson (III).       

 

 
 

 
NOTA: Para valores grandes de los grados de libertad se puede utilizar la fórmula aproximada: 

3

2

n9

2
Z

n9

2
1n 










+−=χ αα

 , 

siendo Zα la desviación normal y n el número de grados de libertad. Así, v. gr.: 
2

99
χ  = 60 · (1 – 0.00370 + 2.326 · 0.06086)3 = 60 · (1.1379)3 = 88.4 

para el percentil 99 con 60 grados de libertad (Dixon y Massey, 1969). 
 

 Del mismo modo, se tendría que para el percentil 99 con 36 g.l.: 2

99
χ = 54.324. 
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Tabla A6.6. Áreas bajo la curva normal tipificada de 0 a z. 
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Tabla A6.7. Áreas bajo la curva normal tipificada de -∞ a z. 
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Tabla A6.8. Ordenadas (y) de la curva normal tipificada en z.  
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Tabla A6.9. Función gamma F*(y) incompleta. 
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Tabla A6.10. Representación gráfica de la función de densidad de la distribución beta β(p,q). 
 

.  
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2. METODOLOGÍA 
   
2.1. AJUSTES A UNA DISTRIBUCIÓN “GAMMA” Y/O EXPONENCIAL  
 
2.1.1. Definición de la distribución “gamma” 
 
 Según el problema que se presente, sería posible buscar una 
distribución teórica de probabilidad más apropiada que la gaussiana 
anteriormente explicitada, como por ejemplo la distribución de probabilidad 
“gamma”, cuya variable hidráulica x posee una función de densidad del tipo: 
 









≤∀

>∀
αΓβ= α

βα

0x            0      

0x      ,
)(·

e·x
f(x)

-x/1-

 

 
, siendo ∀ α > 0 y también β > 0.  
 
 De hecho, la cantidad Γ(α) es un símbolo que representa el valor de la 
función “gamma” generalizada de Euler en el punto α. Esta función, como ya se 
sabe, viene definida por la integral euleriana de 2ª especie: 
 

∫
∞ α=αΓ

0

x-1- . dx·e·x)(  

 
 Vamos, ahora, a demostrar que la media y la varianza de la distribución 
gamma están dadas por µ = α·β y σ2 = α·β2, respectivamente. En este caso, la 
función generatriz de momentos y la función característica están dadas, 
respectivamente, por: 
 

M(t) = (1 - β·t)-α , y φ(ω) = (1 - β·iω)-α 
 
 Se tiene que: 

·dx 
)(·

·ex
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 Reemplazando ahora: x/β = t, tenemos la media: 
 

∫
∞ α

α

α

βα=+αΓ
αΓ

β=
αΓβ

ββ=µ
0

t- ·)1(
)(

·dt·et
)(·

·
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 Por otra parte, reemplazando: x/β = t, tenemos lo siguiente: 
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α+αβ=+αΓ
αΓ

β=
αΓβ
ββ= ∫

∞ +α
α

+α

)·1·()2(
)(

·dt·et
)(·

·
)E(X 2

2

0

t-1
1

2
, 

 
ya que: Γ(α+2) = (α+1)·Γ(α+1) = (α+1)·α·Γ(α). Por tanto, la varianza buscada, 
será: 

σ2 = E(X2)-µ2 = β2(α+1)·α-(α·β)2 = α·β2 . 
 
Además, se demuestra fácilmente, integrando por partes, que: 

 
Γ(α + 1) = α · Γ(α). 

 Si α es un número entero positivo (natural), esta relación de recurrencia 
ofrece el resultado factorial: Γ(α + 1) = α!, como comprobaremos más adelante, 
razón por la que a la función gamma se la llama, a veces, “función factorial”. 
 
 Integrando por partes en la expresión: 
 

∫
∞ α=αΓ

0

1-x- ·dx·xe)( ; 

u = xα-1, dv = e-x ·dx;  du = (α-1)·xα-2 ·dx, v = -e-x , 
 
se obtiene: 
 

[ ] ∫∫
∞ α∞ α∞α αΓα=−α=−α+=αΓ
0

2-x-

0

2-x-
0

1-x- 1)-(1)·-(·dxx·e)1(·dxx·e)1(x·e-)( . 

 
 Reiterando el procedimiento: 
 

Γ(α) = (α-1)·(α-2)· … ·(α-k)·Γ(α-k). 
 
 En el caso particular de que α sea un número natural (entero positivo), la 
aplicación de la expresión anterior conduce a: 
 

Γ(α) = (α-1)!  (∀α ∈ Ν), puesto que: ∫
∞

==Γ
0

x- 1·dxe)1( . 

 
 Una expresión que se presenta con frecuencia, es la que se obtiene 
mediante el cambio de variable: x = t2. En efecto: 
 

∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞ ααα ===αΓ

0 0 0

1-2t-2-2t-1-x- ·dt·te22t·dt··te·dx·xe)(
22

. 

 
 El cambio x = m·t, conduce análogamente a: 
 

∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞ αααα ===αΓ

0 0 0

1-mt-1-mt-1-x- ·dt·temm·dt··(mt)e·dx·xe)( . 
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 Si ahora hacemos el cambio de variable: 
a
1=β , diremos que una 

variable aleatoria X, de tipo continuo, sigue una distribución gamma de 
parámetros α y a, siendo α, a ∈ ℜ2 y α > 0 y a > 0, si su función de densidad 
es: 









≤∀

>∀
αΓ=

α
α

0x ,               0     

0x ,e·x·
)(

a
f(x)

ax-1-

        (1) 

  
Abreviadamente lo indicaremos por: X  → Γ(α,a) . 

 
 Veamos que la expresión (1) está bien definida y por tanto es una 
función de densidad. En efecto, para x > 0, f(x) es positiva; y además la integral 
de la función de densidad, en todo el campo de variación, es la unidad, para lo 
cual bastará con hacer el cambio de variable: a·x = y, en la expresión (1), y 
tendremos: 

. 1)(·
)(

1
dxe·y

)(
1

a
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·e·
a
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)(

1
dxe·x·

)(
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=
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=

=




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
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=
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∫

∫∫
∞ α

−α
∞ α∞ α

α

 

 
 La representación gráfica de varias distribuciones gamma se presenta 
en la figura siguiente, para diferentes valores de los parámetros α y a. Así: 
  

 
 

Fig. A6.1. Representación gráfica de la función de densidad de distribuciones Γ(α,a). 
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Como puede observarse, la función de densidad de la Γ(α,a) presenta 
una forma, para α ≤ 1, que difiere de la forma que presenta para α ≥ 1, pues 
para valores de α > 1 presenta los correspondientes máximos en los puntos: 

 

a
1-

x
α= , 

 
lo cual se comprueba fácilmente sin más que buscar los máximos de la función 
de densidad. Al parámetro α se le suele llamar parámetro forma y al parámetro 
a, parámetro escala. 
 
2.1.2. Características de la distribución “gamma” 

 
1. Función de distribución 
 
La función de distribución correspondiente a una variable aleatoria X, 

distribuida según una Γ(α,a) es: 
 









≤∀

>∀
αΓ=≤=

α
α

∫
0x ,               0     

0x ,dx·e·x
)(

a
x)P(Xf(x)

ax-1-x

0  

 
 El valor de esta expresión no es fácil de obtener, aunque cuando α es un 
número entero positivo, la integral se puede calcular por partes y las 
probabilidades se obtienen de forma aproximada. 
 
 Con el fin de simplificar el cálculo de estas probabilidades, Pearson 
tabuló la función gamma incompleta para diferentes valores del parámetro α. 
 
 La función gamma incompleta viene dada por la expresión: 
 

 0y   , ·dye·y
)(

1
(y)*F y-y

0

1- >∀
αΓ

= ∫
α , 

 
que aparece tabulada en la tabla A6.9, donde se ha hecho α = p. 

 
El valor de la función de distribución F(x) de la Γ(α,a) es igual al de la 

función gamma incompleta en el punto y = a·x, es decir: 
 

F(x) = F*(ax). 
 

2. Función generatriz de momentos factoriales 
 
Aplicando la definición de función generatriz de momentos, tenemos: 
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[ ] ·dxe·x
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y haciendo el cambio de variable:  
t-a

du
dx  ,  u t)x-(a == , se tiene: 

α−

α

α

α

α
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α

α



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 −==αΓ
αΓ
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0
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3. Propiedad reproductiva 
 
Si X1, …, Xn son n variables aleatorias independientes, distribuidas 

según una Γ(αi, a), para ∀i = 1, …, n, entonces la variable aleatoria: 
 

Y = X1 + … + Xn , sigue una distribución: Γ(α1 + … + αn, a) . 
 

Demostración: 
 
Calculamos la función generatriz de momentos de la variable aleatoria Y, 

con lo que: 
gY(t) = E[etY] = E[e t(X1

+...+X
n
)] = E[etX

1] ..... E[etX
n] = 

 
= (1- t/a)-α

1 ….. (1- t/a)- α
n = (1- t/a)-( α

1
+ … + α

n
) , 

 
que es la función generatriz de momentos de una distribución: Γ(α1+…+αn,a). 
 
 Y teniendo en cuenta la conocida propiedad de la unicidad de la función 
generatriz de momentos, resulta que: 
 

Y → Γ(α1 + … + αn, a) , 
 
es decir, que la distribución Γ(α,a) es reproductiva respecto al parámetro α. 
 
 Proposición: 
 
 Si la variable aleatoria X se distribuye según una N(0,1), entonces la 

variable aleatoria Y = X2 se distribuye según una 






=Γ
2
1

,
2
1

. 

 
 Demostración: 
  

La función de distribución de la variable aleatoria Y en el punto x, para 
x>0, será: 
 

)x(-F)x(F)xXxP(-x)P(Xx)P(Yx)(F xx
2

Y −=≤≤=≤=≤= , 
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en donde Fx es la función de distribución de la variable aleatoria X, N(0,1). 
 
 Derivando la expresión de la función de distribución, tendremos la 
función de densidad; en efecto: 
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que, como vemos, es la función de densidad de una 






Γ
2
1

,
2
1

. 

 
 Proposición:  
 
 Si X1, …, Xn son n variables aleatorias independientes y distribuidas 
según una N(0,1), entonces la variable aleatoria: 
 

Y = X2
1 + … + X2

n , sigue una distribución: 






Γ
2
1

,
2
n

. 

 
 La demostración de la presente proposición resulta inmediata, pues 
basta con tener en cuenta una proposición anteriormente expuesta y la 
propiedad reproductiva de la distribución gamma respecto al parámetro α. 
 
 Cuando el parámetro α es entero, a la distribución Γ(α,a) se le conoce 
también con el nombre de distribución de Erlang, y entonces se relaciona con 
la distribución de Poisson, de manera que si el número de sucesos aleatorios e 
independientes que ocurren en un intervalo de tiempo es una variable aleatoria 
de Poisson de parámetro a (es decir con media de ocurrencia constante a), 
entonces la variable que representa el tiempo, hasta que ocurra el α-ésimo 
suceso de Poisson, sigue una distribución Γ(α,a). 
 
 El ejemplo práctico que se plantea en el último epígrafe del capítulo 11, 
por lo que se refiere a la distribución de los caudales de las diferentes acequias 
de riego de una cierta zona regable, podría presentar una distribución de 
probabilidad del tipo Γ(3,1) o similar, si se observa la anterior Fig. A6.1.  
 
2.1.3. Distribución exponencial 
 
 También se le suele llamar distribución exponencial negativa. 
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 Diremos que una variable aleatoria X, de tipo continuo, sigue una 
distribución exponencial de parámetro a, siendo a∈ℜ y a > 0, si su función 
de densidad es: 





≤∀
>∀=

0x   ,        0

0x  ,   a·e
f(x)

-ax

 

 
 Abreviadamente lo indicaremos por: X → Exp(a) . 
  
 
2.2. AJUSTE A UNA DISTRIBUCIÓN “BETA” 
 
2.2.1. Conceptualización 
 
 Análogamente a como hicimos para la distribución gamma, definiremos 
previamente la función beta como una función del análisis matemático que 
puede resultar útil para la resolución de problemas de “uniformidad hidráulica” u 
otros relacionados con la Hidráulica en general. Así pues, definimos la función 
beta generalizada de p y q, β (p,q) como dada por la integral euleriana de 1ª 
especie: 

∫ >>−=β
1

0

1-q1-p 0q  0,p  ·dx,x)1·(xq)(p, , 

 
que es convergente para valores de x en el intervalo (0,1), siendo p,q números 
reales positivos, no necesariamente enteros. 
 
 Se verifica que: β(p,q) = β(q,p), y para probar esto, basta hacer el 
cambio de variable: 1 – x = y , dx = - dy . En efecto: 
 

   . p)(q, ·dyy)1·(y                

dy·y·y)-(1-·dxx)1·(xq)(p,

1

0

1-p1-q

1

0

1-q0

1

1-p1-q1-p

β=−=

==−=β

∫

∫ ∫
 

 
 También se verifica que: 
 

q)p(
(q)(p)·

q)p,(
+Γ
ΓΓ=β      (2) 

 
 Esta función β(p,q) la utilizaremos para definir la “distribución de 
probabilidad beta”. 
 
 Diremos que una variable aleatoria X, de tipo continuo, sigue una 
distribución beta de parámetros p y q, siendo p,q∈ℜ2 y p > 0 y q > 0, si su 
función de densidad es: 
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





 <<∀
β=

resto el en ,                              0  

1x0  x/ ,  x)-(1·x
q)(p,

1
f(x)

1-q1-p

           (3) 

 
 O bien, teniendo en cuenta la expresión (2): 

 







 <<∀
ΓΓ
+Γ

=
resto el en ,                              0  

1x0  x/ ,  x)-(1·x
(q)(p)·
q)(p

f(x)
1-q1-p

 

 
 Abreviadamente lo indicaremos por: X → β(p,q). 

 
 Observemos que esta función de densidad está definida en el intervalo 
(0,1), lo cual nos indica que esta familia de distribuciones beta es muy útil para 
representar modelos probabilísticos que representan proporciones que se 
pueden presentar en algunos problemas que plantea la Hidráulica, en general. 
En este sentido, se desarrolla un ejemplo práctico en el epígrafe siguiente. 

 
La expresión (3) está correctamente definida como una función de 

densidad, pues para 0 < x < 1, f(x) es positiva y además muy fácilmente se 
comprueba que: 

1dxx)-(1·x
q)(p,

1 1-q1-p1

0
=

β∫ . 

 
La representación gráfica de la función de densidad, como vemos en la 

tabla A6.10 toma formas muy diferentes para los distintos valores de los dos 
parámetros p y q. Esto nos permite seleccionar la forma de la función de 
densidad, pues bastará elegir adecuadamente los parámetros para ajustarse 
convenientemente a ella. Así pues: 

 
- Cuando p = q la función de densidad es simétrica, siendo el eje de 

simetría la recta de ecuación: x = 
2
1

. 

- Cuando p = q = 1 la distribución β(p,q) ≡ U(0,1). 
- Cuando p < q es asimétrica a la derecha. 
- Cuando p > q es asimétrica a la izquierda. 
- Cuando p < 1 y q ≥ 1 es decreciente y cóncava. 
- Cuando q < 1 y p ≥ 1 es creciente y cóncava. 
- Cuando p > 1 y q > 1 tiene un solo máximo relativo o local. 
- Cuando p < 1 y q < 1 tiene un solo mínimo relativo o local. 
 
Por otra parte, tal como ya se expuso en nuestro libro anterior, el cálculo 

de los valores de la función β pueda realizarse a partir de los valores de la 
función Γ a partir de las fórmulas deducidas. En este sentido, por ejemplo, para 
calcular el valor de la integral euleriana β (p, q) = β (q, p) para los valores p = 
5/2, q = 7/2, se procedería del siguiente modo: 
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2.2.2. Características 

 
2.2.2.1. Función de distribución 

 
La expresión de la función de distribución es: 

 













≥∀

<<∀
β

≤∀

=≤= ∫
1x ,                                       0

1x0 x/  , dxx)-1·(x
q)(p,

1

0x ,                                       0

x)P(XF(x)
x

0

1-q1-p
   (4) 

 
 De manera análoga a como ocurría en la distribución Γ(α), aquí existen 
también tablas correspondientes a la función beta incompleta1, que nos facilitan 
el cálculo de valores de la función de distribución. 
 
 Las diferentes representaciones gráficas de la función de distribución 
β(p,q) para los valores más usuales de los parámetros p y q pueden verse en 
la tabla A6.10 anterior. 
 
2.2.2.2. Media 

 
Calculamos los momentos de orden r respecto al origen, para poder 

obtener fácilmente la media y la varianza. Esto es: 
 

[ ]

q)(p .... 1)-qr(p
1)·p(p .... 1)-r(p

(q)-(p)
q)(p

·
q)r(p
(q)r)·(p

q)(p,
q)r,(p
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q)(p,

1
·dxx)-(1·x

q)(p,
1

·xXE
1

0

1-q1-rp1

0

1-q1-prr

+++
++=

ΓΓ
+Γ

++Γ
Γ+Γ=

β
+β=

=
β

=
β

= ∫∫
+

      (5) 

  
Expresión a partir de la cual podemos obtener la media o esperanza 

matemática sin más que hacer r = 1: 

                                                 
1
 La función beta incompleta es: 

∫ <<∀−
x

0

1-q1-p 1x0 x /  ·dx,x)1·(x  
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[ ]
qp

p
XE

+
= . 

2.2.2.3. Varianza 
 
Obteniendo previamente el momento de orden 2, para lo cual hacemos 

que r = 2, tenemos: 

[ ]
q)1)(pq(p

1)p(p
XE 2

+++
+= . 

 
 Luego la varianza es: 
 

[ ] [ ]

. 
q)1)·(pq(p

p·q
                            

q)(p
p

q)1)·(pq(p
1)·p(p

)XE(XEVar(X)

2

2

2
22

+++
=

=
+

−
+++

+=−=
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