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ANEXO 7

TRANSFORMADAS DE LAPLACE.
EXTENSION DEL TEOREMA DE CAUCHY

1. Transformadas de Laplace.

2. Extension del teorema de Cauchy.
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1. TRANSFORMADAS DE LAPLACE

Tabla A7.1. Transformadas de Laplace mas usuales.

Funcion

. Transformada Funcion generatriz Transformada
generatriz
Lly(x X Lly(x
y(X) [y(x)] y(x) [y(x)]
K ®
— >0 Clood
K 5 (p>0) Sh ax e (p >Ll))
x”(n > -1), r(n+1) P (o]
(p > O) pn+1 Ch WX pg _(02 (p > )
1 ] 2w
X . (p >0) X-Sin WX 0 +£2)2 (p>0)
K _ 2u°p
ax _ - .
K-e* (p>-a) o-a sin wx * Sh wx 0" + 40
nK K p>0) i
sin Kx o7 +K? P cos wx * Ch wx o + 4
P >0 n .ax Fn+1) (n>-1)
cos Kx oF +KC (p>0) x" e -3 (p>a)
1 Kx —Kx K 1 _e—x 1j
S\e ~e H1+—
2( ) p2 _K2 X p
1 Kx -Kx p —r'(1) _|£
E(e +e ) p? —K? Ix p
M(n+1) cos o/x 1 <
"e® (n > -1 o ——e ¥
e (n>-1) p-ay" i o
e sin Kx B S (p>a) sina/x _a e_‘T’z
(p—a)® +K? T 2Jmp®?
p-a Chav/x 1 <
e® cos Kx — > (P>23) —e®
(p-a)® +K WX o
prcosK —wsinK Sha+/x a o
cos (wx + K) pz + 0P I 2\/?@3/2 ®
Transformada T .
. . ransformada inversa .,
inversa Funcion n(p) L Funcion n(p)
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Funcion Transformada Funcion generatriz | Transformada
generatriz y(x) L[y(x)] y(x) L[y(x)]
_ prsinK + wrcosK ) 1)/ 1
Sin (Q)X+K) p2+(02 \/; (p>0) D N 1+;
n 1 x* 1
2 >0 >0
nl pn+1 (p ) l_(q + 1) pq+1 (p )
x" oA —OX —1 > —Q -0x > -a
e oo PO e g >0
a 1. ] 1 (p>-a)
1- _ax (p>0) eax_e bX)
e p(p+a) b-a p+a)p+b) (p>b)
X _Xo . ot At 1
In : (p>0) 0 [In(x0 p) + y] = (sin at - at-cos at) (0% + %)
X" (n—1)! > 1 -3/
0 — >0
n=1,2,..) o P20 Jx VP (p>0)
n-1/2 ()@)E)-..en—INTT 1
WX V1" (p>0) ” 2z "
(n=1.2.,) (0>0)
. pz _ az Xn-1eax (n — 1)! >3
X-COS ax 07+ (p>0) n=1,2, .) (o-a (p>a)
sin ax — ax-cos 2a° 1 _a 1
ax (p? +a%)? (p>0) a® 1+ap
1 ax 1 -x/a 1
— -1 —
a S p(p -a) 1-e p(1+ap)
1_X38—X/a 1 eax_ebx 1
a? (1+ap)® a-b (p-a)(p-b)
e x/a _ g x/b 1 ax P
a=b (1+ap)(1+bp) (1+axe (p-a)
A axa P ae®™ —be™ P
g (@ xe (1+ap)? T ab (p-a)(p-b)
ae—x/b _be—x/a p 1 1
' (a® —-1-
abla - b) (1+ap)(1-+bp) e ) p(p-a)
Tra_nsformada . Transformada inversa .,
inversa Funcion n(p) L1 Funcion n(p)
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Funcién Transformada Funcion generatriz | Transformada
generatriz y(x) L[y(x)] y(x) Lly(x)]
2a° 2a®
.2 P a2
Sin—ax 5 . 5. sinh“ax . 5.
p(p* +4a®) p(p* - 4a®)
sinﬂsinha—x a2p —[cosl%sn% smh%cosﬁ] a’
J2 J2 p4 +a* V2 V2 2 2 2 p4 +3*
3 2
P 7( A G 4 gin X ﬂ] ap
ICOShI p4+a4 % cos\rsmh@ﬂm\@cos@ p4+a
3 2
l(s,inhax—sinax) 4a 2 1(coshax—cosax) 4a P 2
2 p*-a 2 p —-a
2 3
1(sinhax+sinax) 4as Z 1(COShaX +cosax) 4p 7
2 p*-a 2 p -a
, -2a? . +2a®
cos ax - sinh ax ® 7 ) sin ax + cosh ax P 7 )
p* +4a p"+4a
1 ap’ ax p®
—(sin ax +axcosax) 5 5 COS ax — —sin ax 5
2 (p” +a%) 2 (p” +a%)
! (axcoshax ~sinhax) a X sinh ax ap
—(ax-coshax —sinnax -
? (p* -a%)? 2 (p* -a%)
1 ap® ax p°
— (sinhax +ax coshax) cosh ax + —sinax
2 (p2 _ a2)2 2 (p2 _ a2)2
a-sin bx — b-sin ax ab cos bx — cos ax p
a? -b? 2\ (2

(p? +a®)(p? +b?)

a?-b?

arsin ax —brsin bx
a? -b?

2

P

(p? +a®)(p® +b?)

a?-cosax —b?-cosbx
a®-b?

b-sinh ax — a-sinh bx

ab

a? -p?

(p? —a%)(p? -b?)

cos ax —cosh bx
a2 _ b2

(p? —a%)(p? -b?)

arsinh ax —b-sin bx

2

P

a®cos ax - b? cosh bx

3

P

a*-b* (p? —a%)(p® ~b?) a® -b’ (p? —a%)(p® ~b?)
Tra_nsformada ., Transformada inversa .,
inversa Funcién n(p) L [n(p)] Funcion n(p)
L'[n(p)]
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a?-p?

g';ﬂg‘:;?:;z Transformada Funcién generatriz Transformada
L[y(x X L[y(x
y(X) [y(x)] y(x) [y(x)]
x—lsinax a—2 1sinhax—x a®
2 p?(p* +a°) a p?(p* -a®)
a* ax a*
1-cos ax - X sinax —— 1-cosh ax + =—sinh ax 5 ™
2 p(p” +a%) 2 p(p® —a°)
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3 5
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p-cosb-asinb o v @43 o ax/3 3a’®
cos(ax + b) 0% + 22 g -¢ {cOHZ V3 smT} e
1+2ax p+a 1
—aX/
T oo o/ Fora
1
2XJ/&(e"’X—e"‘X) Jp-a-—-4p-b \/%005-2\/& ﬁe ale
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™ o) an
\/;T[sinhzﬁ p'3/2ea/p J0(2Ja7) %e-a/p
1
/x/a-J1(2@) p_ze /p (X/a)(s—1)/2_Js_1(2\/&) (S>0) p-se-a/p
Transformada T :
: . ransformada inversa .,
nversa Funcién n(p) L-1[ ( )] Funcion n(p)
L'[n(p)] e
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gzlrj\r:r::t)rr;z Transformada | Funcion generatriz | Transformada
L[y(x X L[y(x
y(x) [y(x)] y(x) [y(x)]
1 p°+1-p
Ji(x -
Jo(x) 0% +1 1(X) i1
1
2+1-p)° 1 2asr(s+j
L) (s>-1) | PP R O I il e
p° +1 \/ﬁ(pz +2%) (/2
xS 1 a'nl 1
s>0 s oy (172)
r(s) (5>0) p* (2n) VTt p"Vs
s-1 ax —
o (S>O) 1 - 1-e |np a
r(s) (p+a) X p
e” —e” nP—2 2 sinhax nP*a
X p-b X p-a
2 2 2 2
g(1—cos-a1x) InP +2a g(cos bx —cos ax) In p2 +a2
X p X p~+b
sin ax arctanE gsin ax-cos bx arctan—; azp 5
X P X p™-a” +b
_ a 1+ e (Map
SiN | ax | (pz +32 J[.I _ e—(n/a)pJ T T
Tra_nsformada ., Transformada inversa .
inversa Funcién n(p) L [n(p)] Funcion n(p)
L [n(p)]

NOTAS EXPLICATIVAS DE LA TABLA PRECEDENTE:

1. y es la constante de Euler-Mascheroni. La constante de Euler-
Mascheroni, (también conocida como constante de Euler), a la que ya nos
hemos referido con anterioridad, es una constante matematica que aparece
principalmente en la teoria de numeros, y se denota con la letra griega
minuscula y (Gamma). Se define como el limite de la diferencia entre la serie
armoénica y el logaritmo natural o neperiano, a saber:

1 1

A, Lé%‘h(”)]:f(m z
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Su valor aproximado es:
y=0.577 215 664 901 532 860 606 ...

Esta constante aparecidé publicada por primera vez en el aino 1734, en un
articulo escrito por Leonhard Euler, denominado De Progressionibus
harmonicis observationes, calculando los 6 primeros digitos para la constante y
llamandola C. En 1781 calcularia otros 10 decimales mas. En 1790, Lorenzo
Mascheroni calcularia los primeros 19 decimales y la denotaria como A. Ya
mas tarde se denotaria de la forma moderna como y, debido a su conexién con
la funcién gamma, a la que nos referiremos inmediatamente.

El nimero y no se ha probado que sea algebraico o transcendente; de hecho,
ni siquiera se conoce si y es irracional o no. El andlisis de fracciones continuas
revela que, de ser racional, su denominador debe ser muy elevado
(actualmente del orden de 10%*?%%%). Debido a que esta presente en un gran
namero de ecuaciones y relaciones, la racionalidad o irracionalidad de y se
halla, sin duda, entre los problemas abiertos mas importantes de las
matematicas.

2. I'(q) representa la funcion gamma o integral euleriana de segunda especie.
Integrando por partes en dicha funcién, se obtiene: I'(q) = j:e‘x-xq‘1-dx cu=x3";
dv =e™dx; du=(q-1)x%2%dx; v=-e conloque:

Mg =[-e x|} +(q- )] e xdx = (q-1)[ e x*dx = (q-1)T(q-1).

Reiterando el procedimiento, se tendra que:

r@)=(@-1)(Qq-2) ... (a-k-r(q-k).

En el caso particular de que g sea un niumero natural (o sea, entero positivo), la
aplicacién de la expresion anterior conduce a la siguiente:

@) =(q-1)! (OgON),

puesto que: I'(1) = jowe‘x-dx =1. Una expresion que se presenta con frecuencia,
es la que se obtiene mediante el cambio de variable: x = t?. En efecto:

— [T a Xy ldy = [ a-t?420-2.05 — 5" 4-t2 4201,
M) =[ e”x""dx = [ e t* 22t =2[ e "t "dt.
Asi mismo, el cambio x = mt, conduce analogamente a:
r(q) = j: e™*-x%-dx = j: e™-(mt)""'m-dt = mqj: e™97dt .

3. Las funciones de Bessel de primera especie y orden a que aparecen en la
tabla anterior son las soluciones de la ecuacion diferencial de Bessel que son
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finitas en el origen (x = 0) para enteros no negativos a y divergen en el limite x
- 0 para a negativo no entero. El tipo de solucién y la normalizacion de Jq(x)
estan definidos por sus propiedades. Es posible definir la funcidén Jq(x) por su
expansion en serie de Taylor en torno a x = 0. Las funciones de Bessel,
primero definidas por el matematico Daniel Bernouilli (1700-1782) y mas tarde
generalizadas por Friedrich Bessel (1784-1846), son soluciones canénicas y(x)
de la ecuacion diferencial de Bessel, a saber:

dy  dy

I2E—|—IE-|—(I2—{£2)‘H:{]

, donde a es un numero real o complejo. El caso mas comun es cuando o es
un numero entero n, aunque la solucion para a no entero es similar. El nUumero
a se denomina orden de las funciones de Bessel asociadas a dicha ecuacion.
Dado que la ecuacion anterior es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
orden 'y coeficientes variables, tiene dos soluciones linealmente
independientes. Aunque a y -a dan como resultado la misma funcion, es
conveniente definir diferentes funciones de Bessel para estos dos parametros,
pues las funciones de Bessel en funcién del parametro a son funciones suaves
casi doquiera. Las funciones de Bessel se denominan también funciones
cilindricas, o bien armdnicos cilindricos porque son solucién de la ecuacién de
Laplace en coordenadas cilindricas.
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2. EXTENSION DEL TEOREMA DE CAUCHY

Mi competente compafero en las tareas docentes universitarias,
Profesor Jordi Gas Riera, ha efectuado una generalizacion inédita del teorema
clasico de Cauchy para 2 funciones a un numero de ellas igual o superior a 3.
Como se ha podido comprobar anteriormente, ello puede poseer provechosas
aplicaciones en el campo de la Hidraulica, cuando son numerosas las
funciones explicativas del comportamiento de ciertos fendmenos hidraulicos e
intervienen parametros distintivos. En resumen, que si:

1790 90 AU AR continuasen[a,b]
| 970 P PR AR derivablesen]a,b[
n=3

= oot/ Yo -t@lf©= Y. b -i. @l

i=1,f,,4=f i=1,f,,4=f
Demostracion:

Consideremos la funcién: G(x Z[[f ~f(@)] ., (x) - [f.,(0) = f.,(@)] £ ()] :

i=1,f,.4=F

G(x) es una funcién auxiliar, continua en el intervalo cerrado [a,b] por serlo fi,
fo fa, ... fn y, de igual manera, es derivable en el intervalo abierto ]a,b[ por

serlo fy, fo f3, ... fn. Ademas, veamos que G(a) = G(b), con lo cual podremos
aplicar el teorema de Rolle. En efecto:

G(a)=_ i[[fi(b _fi(a)]fi+1(a)'[fi+1( i ]f ]

[fn 2(0) — T, (@], (@) - [f,1(b) -, (@)]f,.,(a) +
[fn—1 n1 a]f [f f ] n1(a)+

+ [fn<b> fn<a]f1 [f f1(a] f(a) =

= f1(b)-f2(a)_f1(a)-f2(a)_f1(a)-f2(b)+f1(a)-f2 a) +

+ f,(b).f3(a) —f,(a).f;(a) —f,(a).f3(b) + f,(a).f;(a) +
+ 1,(0)1,(@) - f(),(@) ~ £,(a).£,(0) + T, (@).F, (@) +
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- 2l - 1@l o) [10)- @] 0] -

. [ﬁ(b) f1<a]f2 (b) - [f,(b) -, (a)] f,(b) +
+[f,(0) — ,(@)] £, (b) - [ty () - F,(@)] £, (b
+ [f,(b) — f,(@)] £, (b) - [f4<b> f4<a>]f3<b>+
[f;';"é; ...... T [f'n'}""'""';"{&éi]'%;'2<b>+
+ [f.1(0) = T, (@], (0) - [f,(b) - T, (@)] £, (b) +
+ [f.(6) = £,(a)] ,(b) - [( >]fn<b>=
= f,(b).f,(b) — f,(a).f,(b) —f1(b).f2(b) +f,(b).f,(a) +
+ f,(b).f f5(b) - f,(b).f;(b) + f,(b).f;(a) +

Por tanto, G(a) = G(b) y por el teorema de Rolle: Oc D]a,b[/G’(c) =0.
Ahora bien:

= i [ [fi (b)-f, (a)]'fi’+1 (x)- [fi+1 (b)-f.., (a)]'fi,(x)] =

=1, £ =,

= 3 [[i0)-t@}(0)- [t.a(o)-F. @] (o)

=1, fq =ty

Go=0= Y [[O)-1(@l -0 - @] =0 =

i=1, frH-1 :f1

- an[fi(b)-fi(a)]fi’ﬂ(c): i[fm(b t..(a)]f©)

i=1, £, =1, i=1, 0 =1,

Observacion: Si aplicamos este teorema para n = 3 funciones, tomando f3(x)=k
(funcidn constante), resulta el teorema de Cauchy:

f,,f, continuas en [a,b]

1. derivables en ]a,b[} = DemJabl/ [f(0) - ()] () = [£.(0) - (@) i(c)

Si en lugar de la funcion constante, f3(x) = k, tomamos como tercera
funcién la suma de las otras dos, fz(x) = f1(x) + fo(x), también se obtiene el
teorema de Cauchy, como facilmente se puede comprobar.
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Veamos, en fin, que en las funciones de la forma fi(x) = Ki-F(x), la
formula del teorema de Cauchy anteriormente expuesta se cumple Ox (en
nuestro caso, para cualquier valor de la pendiente motriz 1), es decir, es una
identidad. En efecto:

f,(x) = K;-F(x) |
f,(x) = K, F(x) y entonces:
[f1(b) — f1(a)] F'2(x) = [f2(b) — f2(@)] F1(X) =

= [KiF(b) — KiF(a)] KzF'(x) = [K2F(b) — KzF(a)] KiF'(x) =
= [F(b) — F(a)] Ki-KzF'(x) = [F(b) — F(a)] K2"K1-F'(x),
que, como puede verse, se trata de una identidad.

Lo mismo sucede para la generalizacién del teorema de Cauchy. En
efecto, sean las funciones:

f,(x) = K, F(x)

f(x): KF(X) .....
PYCRICIENCESSY ROURSCIRCE
= Z [KI'F ]K|+1 ( Z [K|+1 -Ki.F(a) ]KI.F' (x) =
= Y [F(b) -F ]K K F (x) =Y [Fo) ]Km-Ki-F' (x) ,

que es también una identidad.
No obstante, digamos por ultimo que para otro tipo cualquiera de

funciones hidraulicas con distinta configuracion analitica a la relacionada, el
tema expuesto puede resultar de gran aplicabilidad e interés.
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