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jOh excelso muro, oh torres coronadas
De honor, de majestad, de gallardia!
jOh gran rio, gran rey de Andalucia,
De arenas nobles, ya que no doradas!

jOh fértil llano, oh sierras levantadas,
Que privilegia el cielo y dora el dia!
jOh siempre gloriosa patria mia,
Tanto por plumas cuanto por espadas!

Si entre aquellas ruinas y despojos
Que enriquece Genil y Dauro bafia
Tu memoria no fue alimento mio,

Nunca merezcan mis ausentes 0jos

Ver tu muro, tus torres y tu rio,
Tu llano y sierra, joh patria, oh flor de Espafia!

“ A Coérdoba «

D. Luis de Gongora y Argote
(Cérdoba, 1561 — ibidem, 1627)
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Capitulo 1

Objetivos y estructura de la Tesis

La herramienta matematica conocida como cdlculo fraccionario,' la cual tiene su
origen en la extension del significado cldsico del célculo, permite la derivacion e
integraciéon de una funcion usando cualquier orden: racional, real, o imaginario.
Dentro del campo de las matematicas podemos encontrar varios ejemplos de
extension del significado, como puede ser el paso de los numeros reales a los
nimeros complejos, o la generalizacion del calculo del factorial de un nimero entero
al calculo del factorial de un nimero complejo mediante la utilizacioén de la funcién

gamma.

De forma general podemos afirmar que la teoria de control de sistemas tiene
su proposito en idear un algoritmo matematico que le confiera a la planta a controlar
ciertas caracteristicas para que el conjunto, planta—controlador, se comporte de una

determinada manera seglin unos parametros de disefo.

En la actualidad podemos encontrar numerosos casos estudiados donde el uso
de controladores fraccionarios permite ampliar las posibles acciones de control, de
tal forma que el disefiador dispone de un abanico mas amplio de posibilidades donde

elegir para su disefio. Asi pues, muchas metodologias de control han sido

' Podemos encontrar autores en lengua castellana que hacen uso de los términos fraccional y
fraccionario para referirse al término en lengua inglesa “fractional”. El autor de esta Tesis ha preferido
la utilizacion del término fraccionario ya que éste esta aceptado por la R.A.E., con la siguiente
definicion: “Perteneciente o relativo a la fraccion de un todo.”
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generalizadas usando el cdlculo fraccionario, sirviendo éste como base para definir
las ecuaciones dinamicas que rigen el comportamiento de los controladores. Por
ejemplo, podemos citar, con cardcter meramente ilustrativo, el caso de la
generalizacion del conocido controlador clasico PID al novedoso controlador

fraccionario PI'DX.

Particularmente, esta Tesis se centra en la idea de extender la metodologia de
control predictivo basado en modelos, generalizando su formulaciéon mediante las
herramientas de cdlculo fraccionario. Debido a la amplia gama de controladores
predictivos existentes, en esta Tesis hemos elegido uno de ellos, concretamente el asi
llamado GPC (Generalized Predictive Control), ya que esta estrategia de control

posee un gran nivel de aceptacion tanto a nivel académico como industrial.
1.1. Origen y objetivos de la Tesis

El presente trabajo se inicid en el marco de la investigacion del autor en el proyecto
de investigacion TEDICO (Técnicas en el espacio de parametros, multifrecuenciales
y de célculo de orden fraccionario para el disefio de controladores), DP12004-05903,
dirigido por el Dr. D. Roberto Herndndez Berlinches. Uno de los objetivos de este
proyecto era aportar nuevos resultados para el disefio de controladores predictivos
usando como herramienta el célculo fraccionario, convirtiéndose éste en el punto de

partida de esta Tesis.

Esta Tesis tiene por objetivo fundamental la aplicacion de las herramientas de
calculo fraccionario al control predictivo basado en modelos, con la idea de extender
la metodologia y generalizar su formulacion, de tal forma que podamos conjugar las

ventajas de ambas disciplinas.

Para alcanzar este objetivo se va a estudiar el sistema de control desde todos
sus elementos constituyentes. Como encontramos resumido en la Fig 1.1, los
sistemas de control predictivo se caracterizan, principalmente, por tres elementos
bien diferenciados: la planta, el predictor y el optimizador. Por consiguiente, el
disefio y generalizacion de estos controladores se plantea mediante tres actuaciones

diferentes: en la planta, en el modelo y en la funcion de coste.
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A continuacion se presentan resumidas las actuaciones que se van a llevar a

cabo sobre estos tres elementos:

Sobre el bloque planta: Se plantea el control predictivo sobre plantas
de naturaleza fraccionaria respetando sus caracteristicas especiales
(como veremos posteriormente, existen herramientas que nos

permiten obtener simulaciones precisas de las mismas).

Sobre el bloque predictor: Para obtener la necesaria prediccion del
proceso, se estudian modelos de orden bajo que capten de la manera
mas precisa posible la dindmica fraccionaria de las plantas a controlar

tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.

Sobre el bloque optimizador: La inclusion explicita de los operadores
fraccionarios en el controlador se consigue mediante la inclusion de
éstos en la funcion de coste que utiliza el optimizador para determinar
la ley de control. Como consecuencia se presentara un nuevo tipo de

controlador llamado FGPC (Fractional-order Generalized Predictive

Control).
Entradas y Salidas Pasadas Trayectoria de
R Referencia
i Salidas Predichas T ¥
— PREDICTOR :C
MODELO
PLANTA
A
OPTIMIZADOR <
Controles Futuros Errores Predichos
FUNCION DE COSTE

Fig 1.1 Diagrama de bloques simplificado de un sistema de control predictivo.

Como consecuencia de estas actuaciones nos hemos propuesto una serie de

objetivos parciales los cuales se citan y se resumen a continuacion:
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Estudiar nuevas aproximaciones racionales que permitan obtener
funciones de transferencia que capten el comportamiento fraccionario
de estos sistemas de forma mas precisa, tanto en el dominio temporal

como en el de la frecuencia.

Estudiar el controlador GPC cuando trata de controlar una planta de

naturaleza fraccionaria.

Proponer herramientas para estudiar la estabilidad y robustez de los
controladores GPC cuando controlan plantas con naturaleza

fraccionaria.

Dar una serie de recomendaciones para el diseno de estos
controladores GPC que controlan plantas de naturaleza fraccionaria,
desde el punto de vista de la robustez, ademas de realizar un estudio

de la fragilidad de los controladores resultantes.

Generalizar el significado de la integral definida para el caso de
considerar un orden de integracion real, estudiando sus principales

propiedades.

Demostrar un teorema cuya conclusion es la generalizacion de la

conocida regla de Barrow para el caso fraccionario.

Formular un nuevo tipo de controlador predictivo que haga uso de la

integral definida fraccionaria en su funcion de coste.

Proponer un método de sintonia para este nuevo controlador
predictivo de manera que se satisfaga una serie de criterios en el

dominio del tiempo y de la frecuencia.

Poner en practica este nuevo controlador fraccionario y el método de
sintonia propuesto con plantas reales en el laboratorio, o con modelos

obtenidos a partir de la identificacion de sistemas reales.
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1.2. Estructura de la Tesis

Esta Tesis se ha estructurado en un total de ocho capitulos y tres anexos cuyos

contenidos son los siguientes:
e Capitulo 1. Comprende esta introduccion.

e Capitulo 2. En este capitulo se revisan, de forma introductoria, los
fundamentos del control predictivo basado en modelos, analizando la
metodologia comin de todos los controladores predictivos. En
segundo lugar, se centra en la exposicion de las caracteristicas propias
de uno de los controladores predictivos mas usados, el control

predictivo generalizado o GPC.

e Capitulo 3. Este capitulo se dedica a un estudio introductorio del
calculo fraccionario, sus conceptos y definiciones basicas, con un
claro enfoque para su aplicacion en la teoria de control. Ademas, se
hace una revision de los principales controladores fraccionarios
existentes en la actualidad. Finalmente, se propone un nuevo tipo de
aproximacion racional de los operadores fraccionarios basada en los

polinomios de Chebyshev.

e Capitulo 4. En este capitulo se contempla el control predictivo GPC
de una planta de naturaleza fraccionaria, centrandose en el estudio
para la eleccion del modelo de la planta a controlar. También se
propone el uso del criterio de Nyquist para el estudio de la estabilidad
de estos sistemas, ya que en la actualidad se carece de técnicas
numéricas tipo Routh o Jury. Como conclusion del capitulo se ofrecen
una serie de recomendaciones practicas para el disefio, de tal forma
que permita mejorar la estabilidad y aumentar la robustez de los

sistemas de control obtenidos.

e Capitulo 5. En este capitulo se busca una generalizacion del concepto
de integral definida, extendiendo el significado de la misma para el
caso de un orden de integracion real. Ademas, se demuestra un

teorema cuya conclusion es la generalizacion de la conocida regla de
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Barrow para el caso de integrales definidas con 6rdenes fraccionarios.
Esta formulacion matematica sirve de base para la definicion del
controlador predictivo de orden fraccionario que se presenta en el

capitulo siguiente.

e Capitulo 6. Este capitulo se centra en la definicion del nuevo tipo de
controlador predictivo FGPC, resultado de la generalizacion del
controlador predictivo GPC wusando las herramientas de calculo
fraccionario descritas en el capitulo anterior. En este capitulo también
se presenta un estudio de la robustez de este nuevo controlador usando
como medidas cuantitativas los margenes de ganancia y fase y las
funciones de sensibilidad. Para finalizar este capitulo se propone un
método de sintonia para este nuevo controlador, que persigue la
consecucion de una serie de objetivos en el dominio del tiempo y de la

frecuencia, haciendo uso de un algoritmo de optimizacién numérica.

e Capitulo 7. En este capitulo se presentan varios resultados
experimentales que tienen como objetivo la validacion del controlador
FGPC como tal. Se presentan resultados en el control de un
servomotor, de un Smart Wheel y el control de un sistema en red

usando como planta un vehiculo AGV.

e Capitulo 8. En este ultimo capitulo se resumen las principales
conclusiones y aportaciones de esta Tesis y se proponen una serie de

perspectivas para futuras lineas de investigacion.

e Anexo I. En este anexo se presentan una serie de tablas que muestran
la comparacion estadistica de las dos aproximaciones de Chebyshev

expuestas en el capitulo 3 de esta Tesis.

e Anexo II. En este anexo se presenta un extenso estudio del
comportamiento temporal de diferentes sistemas de control GPC,

cuando la planta a controlar es el integrador fraccionario de orden 0.4.

e Anexo III. En este anexo se presenta un ejemplo de aplicacion de las

integrales definidas de orden fraccionario en la definicion de una
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funcién de coste, la cual sirve como base para el disefio de un filtro

IIR.

1.3. Contribuciones y publicaciones

Durante el periodo de investigacion que ha dado como fruto la presente Tesis

doctoral se han presentado la mayoria de los resultados en forma de articulos en

revista, capitulos de libros, comunicaciones en congresos y reuniones técnicas. Estos

trabajos son enunciados a continuacion:

Articulos en revista

Romero, M., A.P. de Madrid y B.M. Vinagre (2010). Arbitrary
Real-Order Cost Functions for Signals and Systems. Signal

Processing, Elsevier. (En prensa.)

Capitulos de libro

Romero, M., A.P. de Madrid, C. Mafioso y R. Hernandez (2009).
Generalized Predictive Control of arbitrary real order. New Trends in
Nanotechnology and Fractional calculus Applications, pp. 411—418.
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Capitulo 2

Control predictivo basado en

modelos

En este capitulo se revisaran, de forma introductoria, los fundamentos del control
predictivo basado en modelos, analizando la metodologia comin de todas las

estrategias de control que se agrupan bajo este nombre.

En segundo lugar, se centrara en la exposicion de las caracteristicas propias
de uno de los controladores predictivos mas usados tanto en el ambito académico
como en el industrial, el control predictivo generalizado o GPC, tratando temas de

versatilidad, ajuste del controlador y robustez.

2.1. Fundamentos del MPC

El control predictivo basado en modelos (CPBM) o Model Predictive Control (MPC)
es una metodologia de control avanzada, que hace uso de un modelo dindmico de la
planta a controlar para predecir y optimizar el futuro comportamiento del proceso

mediante la minimizacion de una determinada funcidn de coste.

Esta metodologia de control ha sido desarrollada y usada ampliamente tanto a
nivel industrial como académico y se ha convertido en un estandar, debido a su
intrinseca habilidad de manejar restricciones o ligaduras en plantas multivariables de

gran escala.



2. Control predictivo basado en modelos

Ademas de por su innato manejo de restricciones, las razones de su gran

penetracion a nivel industrial las podemos resumir en:

e Laidea subyacente es facil de entender.

Su formulacion basica se puede extender a plantas multivariables sin

apenas modificacion.

e Su caracter predictivo lo hace ideal para compensar intrinsecamente

los tiempos muertos y retardos.

e Es muy util cuando se conocen las referencias futuras, como ocurre en

el caso de robdtica o procesos por lotes.

e Es mdas avanzado, potente y versatil que el control PID clasico,
incluso para plantas monovariables sin restricciones, sin ser mas
dificil de ajustar, incluso si se presentan lazos de control con retardos

temporales considerables.
2.1.1. Introduccion historica

Los primeros trabajos en control predictivo pertenecen a dos autores: por un lado
Martin Sénchez (1974, 1976a, 1976b, 1977), que consider6 los principios
metodoldgicos basicos y las primeras aplicaciones practicas del control adaptativo
predictivo, y por otro lado Jacques Richalet y su grupo (1978), que investigaron el
control predictivo heuristico basado en modelos, que se desarrolld en una
organizacion sin fines de lucro, Adersa (Association pour le Developpement de
I’Enseignement et de la Recherche en Systematique Appliquee). Un tiempo después
esta disciplina aparece en Estados Unidos debido al interés y el trabajo de una

industria quimica, la Shell Oil Co. (Cutler y Ramaker, 1979).

La popularidad de MPC fue en aumento rapidamente tanto en el dmbito
académico como en el industrial, principalmente en este ultimo. Asi, a mediados de
los ochenta empiezan a surgir distintos controladores bajo la misma metodologia que
van consolidando la teoria de control predictivo como una forma de control.
Podemos destacar los siguientes trabajos: el Predictor-Based Self-Tuning Control
(Peterka, 1984), el Extended Horizon Adaptive Control (Ydstie, 1984), el Multistep
Multivariable Adaptive Control (Greco, et al., 1984), el Extended Prediction Self
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2.1. Fundamentos del MPC

Adaptive Control (de Keyser y Cauwenberghe, 1985), el Generalized Predictive
Control (GPC) (Clarke, et al., 1987a,1987b), y el Unified Predictive Control
(Soeterboek, 1992).

Pero a pesar de su éxito, estas formulaciones carecian de teorias formales que
proporcionaran resultados de estabilidad y robustez. Asi, por ejemplo, los primeros
trabajos sobre el controlador GPC (Clarke y Mohtadi, 1989), (Robinson y Clarke,
1989), (Robinson y Clarke 1991) incluian tUnicamente algunos resultados de
estabilidad usando representacion en variables de estado y después se incorporaron

algunos otros resultados sobre polinomios de filtrado que mejoraban la robustez.

En los noventa aparecen nuevos trabajos que se centran en la estabilidad y la
robustez, destacamos el Constrained Receding Horizon Predictive Control (Clarke y
Scattolini, 1991), el Stabilising Input/Ouput Receding Horizon Control (Mosca, et
al., 1990) y el Stable Generalized Predictive Control (Kouvaritakis, et al., 1992).

Es importante destacar que el desarrollo del control predictivo ha sido tal que
sus aplicaciones abarcan campos muy dispares, tales como la industria petroquimica
(Cutler y Ramaker, 1979) y (Luyben, 1992), control de sistemas flexibles (Lambert,
1987b), plantas solares (Camacho, 1994), tratamiento de aguas residuales (Moreno,
1994), dosificacion de anestesia (Linkens y Mahfouf, 1994), generacion de
electricidad (Rossiter, et al., 1991), la industria cementera (Martin Sanchez y

Rodellar, 1996), control del trafico (Saez, et al., 2007), etc.

En la actualidad existen excelentes trabajos de revision que presentan una
vision global y objetiva del control predictivo destacamos los libros (Maciejowski,
2002), (Rossiter, 2003), (Camacho y Bordons, 2004) y (Martin Sanchez y Rodellar,

2005), los cuales constituyen un punto de referencia obligado.
2.1.2. Metodologia de los controladores predictivos basados en modelos

La metodologia comin que comparten todos los controladores predictivos la
podemos enunciar de la siguiente manera: en cada instante de tiempo “presente”, ¢, la

salida futura del proceso, y(¢+kl7),! es predicha dentro de una ventana temporal

! Esta notacion indica el valor de la variable en el instante futuro #+k, calculado en ¢.
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2. Control predictivo basado en modelos

definida por k=1, 2, ..., N, usando para ello un modelo de la planta a controlar (de
Keyser, 1992), (Camacho y Bordons, 2004). De forma grafica la encontramos
resumida en la Fig 2.1. En la Fig 2.2 podemos observar la estructura basica de un

MPC con ligaduras.

Esta metodologia define, también, una trayectoria de referencia, r(ttklt), que
describe como se desea conducir la salida del proceso desde su valor actual, y(¢),
hacia sus puntos de consigna futuros, w(z+k|f), durante todo el horizonte de

prediccion dentro de la ventana temporal definida por .

El escenario de control futuro se calcula de manera que minimice una
determinada funcion de coste o funcion objetivo, que depende de los errores
predichos futuros, [r(t+k|t) — y(¢+k|f)]. Esta funcién objetivo es, normalmente, una
funcion cuadratica, aunque pueden definirse otras, como por ejemplo una funcion de

valor absoluto (Richalet, 1993).

Y+ Ventana de Prediccion
< > w(t+k|f)

LT (kD) V(t+k|1)

t-1 t 1 2 t+N, t+N

u(t+kjf)

Fig 2.1 Metodologia del control predictivo basado en modelos.

Las diferentes estrategias de controladores predictivos usan diferentes
modelos para representar la relacion existente entre las salidas y las entradas
medibles. Algunas de ellas son variables manipuladas y otras pueden considerarse
como perturbaciones medibles, compensables mediante alguna accion feedforward.
Un modelo de las perturbaciones puede ser tomado en cuenta para describir el
comportamiento no reflejado por el modelo del proceso, incluyendo el efecto de las

entradas no medibles, ruido y errores de modelado. Asi pues, el modelo puede ser
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2.1. Fundamentos del MPC

separado en dos partes o submodelos aditivos:* el modelo de la planta real y el
modelo de las perturbaciones, siendo ambas partes necesarias para realizar las

predicciones (ver Fig 2.3).

Perturbaciones
predichas .
Entradas y Trayectoria
salidas pasadas Salidas de referencia
predichas ¥
MODELO
FILTRO
Controles (opcional)
futuros
OPTIMIZADOR
Errores
predichos
Funcién Ligaduras
de coste
Fig 2.2 Estructura basica de un MPC.
Variables
ipulad
manipuladas MODELO DEL

PROCESO
Salidas

medibles

Perturbaciones MODELO DE LAS
PERTURBACIONES

Fig 2.3 Modelo total del proceso como suma de submodelos aditivos.

Dentro de la estrategia de control predictivo, y para el calculo de la senal de
control, es muy importante el concepto de horizonte maévil o deslizante. Solo se le
aplica a la planta el primer elemento de la secuencia de control “6ptima” calculada,
u(?|t), los demas elementos se desprecian, ya que en el siguiente intervalo de

muestreo ya se conoce el valor siguiente de la salida del sistema, y(¢#+1), y se pueden

* Al ser los modelos lineales se puede aplicar el principio de superposicion.
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2. Control predictivo basado en modelos

actualizar las secuencias de datos. Por consiguiente, utilizaremos u(¢+1|¢+1) en lugar
de u(¢t+1|f), ya que esta ultima puede verse mas afectada por los errores de

modelizacion, perturbaciones, etc.

e

| | | | »
t-2 t-1 ¢t t+ N, t+N,

Fig 2.4 Analogia del control predictivo basado en modelos.

Para entender la mecéanica del MPC resulta muy interesante la analogia que se
hace en (Camacho y Bordons, 2004), y que podemos observar en la figura anterior,
donde se identifica al controlador predictivo con el conductor de un vehiculo, que
calcula en el instante ¢ la trayectoria futura del vehiculo, tomando como referencia
las condiciones de la via dentro de su campo visual definido entre los instantes N; y
N,. Al instante siguiente, ¢+1, el conductor del vehiculo recalculard de nuevo la
trayectoria futura del vehiculo, ya que su campo visual ha variado y se encuentra
definido, en este momento, entre los instantes N;+1 y N,+1. Por tanto, el campo
visual del conductor depende del instante de tiempo considerado, y por consiguiente,

podemos afirmar que tenemos un horizonte mévil o deslizante.
2.1.3. Funcion de coste

Los algoritmos de MPC utilizan diferentes funciones de coste para obtener la ley de
control. La idea general consiste en penalizar las discrepancias entre la salida
predicha del proceso y la trayectoria de referencia, por una parte, y los esfuerzos de

control, por la otra. Normalmente es una funcidn cuadrética, de la forma:

J(Au,?) =E{Z y(D[r+jlo-y+j|0] +2/1(J')[A“(”f‘l”)]2} @.1)

J=N, J=1

Sometido a: HAu<h,

donde:
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2.1. Fundamentos del MPC

E{-} indica el valor esperado.
r(t+j|f) es la futura trayectoria de referencia.

V(ttj)t) es la prediccion Optima de la salida j pasos hacia delante

calculada con datos conocidos en el instante ¢.

Au(t+j|t) son los incrementos de la sefial de control calculados con las

predicciones hechas en el instante ¢.

N es el horizonte inferior de coste y N, el horizonte superior de
coste. Marcan los instantes de tiempo en los que se desea que la salida
del proceso siga a la referencia, es decir, definen lo que se denomina
un horizonte de coincidencia. Asi, por ejemplo, si el proceso tiene un
retardo d, se toma un valor de N; > d, ya que no tendria sentido tener
en cuenta los instantes previos, puesto que la salida del proceso no
comenzard a evolucionar hasta el instante t+d. N es el niumero de

predicciones a realizar N = No>—N;+1.

N, es el horizonte de control; se determina de tal forma que N, < N,.
Este cuantifica el niimero de grados de libertad de la sefial de control,
e influye en la actividad del controlador: valores pequefios producen
sefiales de control suaves, mientras que valores grandes originan
sefales de control mas agresivas que, en algunos casos, pueden llegar

a desestabilizar al sistema.

Los coeficientes y(j) son secuencias de pesos que ponderan los errores
futuros (e=r—y), usualmente se utilizan valores constantes o
secuencias exponenciales. También se puede seleccionar un vector de

pesos que unicamente tenga unos cuantos elementos distintos de cero:

y=[0 0 1 1 1 0 .. 0 1]'.En este caso, define unos puntos

de coincidencia. Distintos algoritmos MPC pueden utilizar diferentes
puntos de coincidencia; por ejemplo, EHAC (Ydstie, 1984) utiliza un
unico punto j = N,; PFC define unos pocos puntos de coincidencia,

seleccionados para maximizar la robustez.
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2. Control predictivo basado en modelos

e Los coeficientes A(j) son secuencias de pesos que penalizan las
variaciones en la sefial de control. Valores cercanos a 0 permiten
variaciones bruscas, mientras que valores grandes originan sefiales de
control mas suaves. Existen guias para la eleccion de esta secuencia
de pesos como la propuesta en (Camacho y Bordons, 2004), donde se

proponen secuencias de pesos variables de forma exponencial.

e H y h son una matriz y un vector, respectivamente, que definen el

conjunto de restricciones que van a afectar al sistema.
2.1.4. Ecuaciones de prediccion

Basandonos en la linealidad de los modelos y, por tanto, en el principio de
superposicion, la salida predicha del proceso es la suma de dos efectos, como

podemos ver en la Fig 2.5 y se describe en la expresion siguiente:
y+k|)=y t+k|)+y (t+k|1) (2.2)
e y.es la respuesta controlada, que depende de las futuras acciones de
control, u(t+klt), que han de ser determinadas.

e yres la respuesta libre, suponiendo que no hay futuras acciones de
control, y por tanto, el control permanece en el valor que tiene en el

instante de tiempo .

Calculo de la Respuesta controlada
Controles futuros_

" |respuesta controlada

(postulados)

Respuesta total

»
>

Controles pasados
»|  Célculodela

respuesta libre Respuesta libre

A 4

Salidas pasadas

Fig 2.5 Efectos que contribuyen a la respuesta total del proceso.
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2.1. Fundamentos del MPC

Es importante destacar que las ecuaciones de prediccion se formulan
normalmente en términos de Au(z+k|t) debido a la naturaleza de los modelos de

perturbaciones utilizados.

Estas ecuaciones de prediccion, para un caso general, toman la forma

siguiente (de Keyser, 1992), (Camacho y Bordons, 2004):
(1) = Ghu(®)+y, (1), (2.3)

donde G es una matriz que contiene los coeficientes g; de respuesta al escalon del

proceso.
g 0
G g g 0 (2.4)
Ev 8na o En-ngn

2.1.5. Obtencion de la ley de control

Definamos primero el vector de errores futuros:
E =[e(t+1|t),e(t+2|t),...e(t+N|0)]', (2.5)
donde e(t+k|t) = r(t+k|t) — y(t+k|t). Sustituyendo (2.3) en (2.5), se obtiene:
E=E,—GAu, (2.6)
con E, = r(t+11) =y, (t+1] 0, r(t+ N [0) =y, (t+ N [1)]".
La ley de control incremental tiene la siguiente expresion:
Au(r) = [Au(|t), Au(t+1]1), Au(t+211),..., Au(t+ N, =1|1)]'". 2.7)

Si se sustituyen las ecuaciones de prediccion (2.3) en la expresion de la

funcién de coste (2.1), se obtiene la expresion general de la funcion de coste:
J(Au,t)=Au'[G'TG+A|Au—2E, TGAu+E,'TE, (2.8)

en donde I y A son matrices diagonales que contienen los factores de peso y(j) y A(j),

respectivamente, en el caso general multivariable.
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—_—
La secuencia de controles 6ptimos, Au , se obtiene mediante la minimizacioén

de la funcion de coste (2.8):

Au = argmin(.](E,t)). (2.9)
Au

En este proceso de minimizacidén, se asume normalmente que la sefial de

control, u(?), permanece constante a partir del instante de tiempo ¢ + N,,.

En el caso de considerar un control sin que las ligaduras estén activas, y
teniendo en cuenta que la funcién de coste J es cuadratica para las variables
independientes y las ecuaciones del modelo son lineales, es posible obtener

analiticamente la secuencia de control 6ptima (de Keyser, 1991).

s

Au =(G'TG+A) GTE,=KE,, (2.10)

que es una ley de control lineal e invariante en el tiempo, formada por una matriz de

ganancias del controlador, K, que multiplica al vector fo

Como K es invariante en el tiempo se puede calcular fuera de linea, y serd

constante mientras el modelo del sistema no varie.” Debido a que en la estrategia de
—_—k

horizonte movil so6lo se aplica el primer elemento de Au (¢) al proceso, entonces es

suficiente con el célculo de la fila superior de la matriz K, que llamaremos 4;, con lo

que se pueden acelerar notablemente los calculos en caso de ser necesario.

Como podemos observar en la expresion (2.10), el calculo de la ley de control
implica la obtencion de una matriz inversa. La presencia del término A en esta
inversion supone una ventaja, ya que ¢éste puede contribuir a un mejor

condicionamiento numérico de la misma.

En el caso de que se incorporen restricciones al problema de minimizacion,
la solucion se obtiene, usualmente, mediante la utilizacion de métodos numéricos

iterativos, aunque también es posible obtener una solucidon analitica mediante

’ En aplicaciones de control adaptativo es necesario recalcular la matriz de ganancias del
controlador cada vez que se obtiene un nuevo modelo del sistema.
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2.2. Control predictivo generalizado

técnicas matematicas que incluyen multiplicadores de Lagrange (Maioso, 1998). La

formulacion del problema en términos de variables de estado conduce a una ley de

control por realimentacion del estado, u(k)=—-K (x(k))~x(k) , en la que la matriz de

ganancias K (x(k)) no es constante sino una funcién del estado. En este caso el

calculo de la senal de control puede hacerse de manera muy rapida; por tanto, esta
técnica se propone para el control en tiempo real de sistemas con periodos de
muestreo muy rapidos (Tendel et al., 2001), (Johansen, 2002), (Johansen y
Grancharova, 2003).

2.2. Control predictivo generalizado

El control predictivo generalizado, mas conocido por sus siglas en inglés
Generalized Predictive Control (GPC), es un miembro de la familia de MPCs
desarrollado a mediados de los 80, dentro del ambito académico, por el grupo del
profesor Dr. D.W. Clarke en la Universidad de Oxford (Clarke, et al., 1987a,b),
(Clarke y Mohtadi, 1988). Dentro del ambito industrial fue desarrollado, algunos
afios antes, el controlador predictivo conocido como Dynamic Matrix Control
(DMC) (Cutler y Ramaker, 1979), el cual comparte muchos puntos de coincidencia
con GPC y las ideas que subyacen a ambos son las mismas (Prada, ef al., 1994). Sin
embargo, DMC tiene una formulacién completamente determinista y, por tanto, no
incluye explicitamente ningun modelo de perturbaciones (Morari y Lee, 1997). Por el
contrario, los aspectos de tipo estocastico juegan un papel importante en el

controlador GPC (Sanchis, 2002).

La inmensa mayoria de los algoritmos de control predictivo han sido
desarrollados siguiendo una metodologia discreta, aunque existen también
implementaciones continuas del control predictivo como el Continuous-time
Generalized Predictive Control (CGPC) (Demircioglu y Gawthrop, 1991), el cual es

una interpretacion continua del algoritmo discreto de GPC.
2.2.1. Ecuaciones de prediccion

La formulacion de GPC esta basada en un modelo estocastico conocido como

ARIMAX o CARIMA, el cual presenta la siguiente expresion matematica:
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2. Control predictivo basado en modelos

T(z_l)

Az )y() = B(z Hu(t)+ A

&), (2.11)

donde:
e )(?) es la salida del sistema.
e u(?) es la accion de control.

e ((t) representa la perturbacion no medible (ruido blanco de media

cero).

e T(z') representa a un polinomio que acta como filtro de las

perturbaciones.
. 7 -1
e A representa al operador incremento, cuya expresion es (1—z ).

e Bes laexpresion discreta del numerador de la funcion de transferencia

del proceso.

e A es la expresion discreta del denominador de la funcion de

transferencia del proceso.

La obtencion del predictor se realiza mediante la resolucion de la siguiente

ecuacion diofantina:
T(z)=E (z)AA+z7F,(z7), (2.12)

la cual conduce a la siguiente ecuacion de prediccion:

F. E B
y(t+j\t):7jy(t)+ } Au(t+ j|1). (2.13)

Esta expresion (2.13) es funcion de los valores de las sefiales conocidas en el
instante ¢ y también de los valores del control futuro que tienen que ser determinados.
Para distinguir controles pasados y futuros, se plantea una segunda ecuacion

diofantina:
E(z")B(z)=G,(z)T(z)+z7D,(z7), (2.14)

que conduce a la ecuacién de prediccion:

L



2.2. Control predictivo generalizado

Y(t+j10)=GAu(t+ j|6)+D u’ 1)+ F,y (t). (2.15)

en donde el polinomio G; contiene los j primeros coeficientes de la respuesta a un
escalon de la planta B/AA, para mas detalles consultar (Bitmead, et al., 1990), y en
donde /(¢) e y’ (¢) son las versiones filtradas de Au(f) e y(f) por T(z "), cuyos valores

son conocidos en el instante de tiempo ¢ y tienen la siguiente expresion:

{ uw' () =T7"(z7")Au(t) (2.16)

YO =T" ("))

A partir de la expresion (2.15) se comprueba facilmente que la respuesta libre

del sistema viene dada por:
yi(t+jly=®u (6)+Fy' (1), (2.17)
es decir, la ecuacion de prediccion admite la expresion general (2.2).

2.2.2. Versatilidad de GPC

Tomando diferentes elecciones para los elementos que forman el MPC (modelo de
prediccion, trayectoria de referencia, funcion de coste, ...) se pueden obtener varios
tipos de controladores: DMC, GPC, etc. Estos controladores también se distinguen
por la cantidad de pardmetros de disefio de que disponen, tal como se muestra, de

forma comparativa en la Tabla 2.1 (Clarke y Mohtadi, 1989).

Tabla 2.1 Variables de disefio de algunos controladores predictivos (d: tiempo de retardo conocido).

Método N, N, N, A
GPC N V V V
DMC 1 N v v
EHAC N>d N I,N x

EPSAC 1 N 1 x

IDCOM/MAC 1 N N x

Como podemos observar en la tabla anterior, GPC es mas flexible que otras
estrategias de control predictivo debido a la gran cantidad de parametros de disefio de

que dispone. Debido a esto, GPC es capaz de generar una gran variedad de acciones
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2. Control predictivo basado en modelos

de control con distintas caracteristicas mediante la adecuada eleccion de sus
parametros de disefio, tal como se muestra en la Tabla 2.2 (Clarke, et al., 1987b),
(Mohtadi, 1987). Es por ello por lo que se ha tomado la decision de elegir este tipo
de formulacion de control predictivo como base para su generalizacion al dmbito

fraccionario.

Tabla 2.2 Casos especiales de GPC (n: nimero de estados?, E: estabilizable: D: detectable: O:
observable, C: controlable).

N, N, N, A Planta Control
1 1 10 0 E.D “Por defecto”
1 1 —>0 0 E,D Mean-level
N, 1 —® >0 E,D LQ
N,-n+1 1 —>0 0 E,D LQ
n n  >2n—1 0 0,C Dead-beat

2.2.3. Recomendaciones de ajuste del controlador

Tanto los horizontes como los factores de peso contribuyen a las caracteristicas de
funcionamiento del controlador, y cubren una amplia gama de posibilidades. Estos
parametros influyen de manera decisiva en el comportamiento y estabilidad del lazo
cerrado, por lo que su adecuada eleccion es de vital importancia. Existen unas
recomendaciones estandar “por defecto”, que se han mostrado adecuadas para la

mayoria de los procesos (Clarke, et al., 1987b):

e N;:si el retardo d del sistema es conocido, se debe tomar N; > d para
evitar calculos superfluos. Si es desconocido o variable, el valor 1 es
valido, definiendo el modelo de manera que pueda englobar el

maximo retardo del proceso.

e N,: se debe tomar un valor del orden del tiempo de subida de la
planta; si el periodo de muestreo es adecuado, un valor de 10 suele ser

suficiente.

* n = max[grado(4A), grado(B) + d].
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2.2. Control predictivo generalizado

N,: se debe tomar igual o mayor que el nimero de polos inestables o
mal amortiguados del proceso. Para la mayoria de los procesos
industriales y, en general, para procesos estables en lazo abierto, un

valor de 1 suele producir una accion de control aceptable.

A: valores diferentes de 0 contribuyen a mejorar la robustez del
algoritmo de optimizacion (Clarke y Mohtadi, 1989). En general son
suficientes valores pequefios, del orden de 10, a no ser que la
aplicacion requiera un mayor amortiguamiento de la sefial de control
(por ejemplo, en la fase de identificacion de los modelos y sintonia del

controlador).

y: se suele tomar igual a 1, aunque puede tomar valores diferentes

dependiendo del tipo de aplicacion.

2.2.4. Lazo cerrado

En el caso de que el sistema no presente restricciones o estas no estén activas,

tendremos una ley de control que es lineal e invariante en el tiempo y, por tanto, es

posible hallar su funcién de transferencia.

El sistema de control en lazo cerrado se puede expresar tal como se muestra

en la Fig 2.6, en donde R, S y T son unos polinomios especificos que definen al

controlador.

it + e®) | T |u® | B oy
RA o4 -

A

Fig 2.6 Esquema general del lazo de control.

A partir de la figura anterior es inmediato comprobar que la funcién de

transferencia discreta en lazo cerrado es:
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2. Control predictivo basado en modelos

yo__ 18 (2.18)
r(t) RAA+SB
La funcidn de transferencia en lazo abierto es:
FTLA = % , (2.19)
La ecuacion caracteristica del sistema se deduce de (2.18):
RAA+SB=0. (2.20)
También es facil comprobar que:
RAu(t) =Tr(t)—Sy(t). (2.21)
Como hemos visto la ley de control viene dada por:
Au =KE, . (2.22)

Para determinar las expresiones que definen a los polinomios del controlador

R, S'y T, expresaremos (2.22) en la misma forma que (2.21), definiendo:
k=[1 0 .. 0]K, (2.23)

es decir, tomamos la fila superior de la matriz K.

La primera componente del vector de control 6ptimo es:
Au'(t|1) =k, E,(1) =k, (w(D) -y, (1)). (2.24)
La respuesta libre yrde GPC viene dada por la expresion (2.17). Sustituyendo:
Au =k, (r—du’ —Fy'), (2.25)

® y F son matrices formadas por los polinomios ®; y F; respectivamente.

Aplicando la definicion de e ¥ \ segun (2.16)

Au=k(r-®T " Au—FT"'y)

N, . N, @ N, F (226)
= Z kyr(t+1)— Z ky; ?A“(t) - z k,; ?ly(t)a

i=N, i=N, i=N,

26—



2.2. Control predictivo generalizado

en donde k); representa cada una de las N, componentes de k;. Esto conduce a la

siguiente ecuacion para el controlador:

[T+chl)]Au [TZkzNZ“J t+N,) [ZkhFl] . (227

i=N, i=N, i=N,

Los polinomios R y S se obtienen por simple comparacion con (2.21):

N, N,
T+ Zkliq)i ZkliE

R=—""—0, §=— (2.28)
Z kliZ—Nzﬂ’ zk =z —N,+i
i=N, i=N,

de donde se puede concluir

{grado(R) = max (grado(B), grado(')) (2.29)

grado(§) = max(grado(4), grado(7) — max(N,,d)),

con d como el retardo de la planta.

A partir de la funcién de transferencia de la planta (2.11) y de (2.21) se

obtiene la siguiente expresion para el lazo cerrado:
(AAR+BS)y(t) =BTr(t+ N,)+TRE(2) . (2.30)

2.2.5. El prefiltro polinémico 7(z"")

Desde un punto de vista practico, 7' se puede considerar como un filtro debido,
principalmente, a la naturaleza incremental de la ley de control. La expresion (2.16)
muestra como las sefales u(f) e y(f) entran en la ley de control filtradas por 1/7, lo
que encadenado con la operacidon A origina un filtro de paso de banda. Este filtro
elimina por un lado las bajas frecuencias, mediante la operacion A, para evitar
desviaciones del control y atenua las altas frecuencias, mediante 1/7, para disminuir

el efecto de las perturbaciones de alta frecuencia (Lambert, 1987a).

Las perturbaciones de alta frecuencia son causadas principalmente por la
presencia de dinamicas que no han sido convenientemente modeladas y
perturbaciones de alta frecuencia no medibles. En ambas situaciones es de esperar

que el polinomio 7 mejore la robustez del controlador GPC. Si no hay dindmica no
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2. Control predictivo basado en modelos

modelizada (Robinson y Clarke, 1989), el modelo estimado se corresponde
perfectamente con la planta real, el efecto de 7 se limita al rechazo de las
perturbaciones, no influyendo en el seguimiento de la sefial de referencia (Camacho

y Bordons, 2004).

Si no se cumple la premisa de que el modelo describe perfectamente al
proceso, entonces el polinomio 7 no se cancela, y por tanto, influye en la estabilidad

y en cémo la salida sigue a la referencia.

Desde otro punto de vista, 7" se usa como un parametro de disefio que puede
afectar a la estabilidad robusta. En este caso las predicciones no seran dptimas pero
la robustez con respecto a las incertidumbres puede ser alcanzada. Muchos autores
consideran que 7 puede considerarse como un filtro y como un observador (Camacho
y Borddns, 2004). El uso efectivo de observadores puede jugar un papel esencial en

el disefio robusto de controladores predictivos.

Por consiguiente, algunos autores sostienen que existe, en efecto, un disefo
en dos etapas. Una primera etapa para disefiar como va a seguir el sistema a la sefial
de referencia y, posteriormente, una segunda para mejorar la robustez del mismo a
través del polinomio 7 (Rossiter, 2003), siempre y cuando el modelo describa

perfectamente al proceso.
Seleccion de T

La seleccion del filtro polindmico 7' no es una tarea trivial. En (Robinson y
Clarke, 1991) podemos encontrar algunas guias para su eleccion para sistemas mean-
level y deadbeat GPC. No existe una estrategia de disefio sistematico para el filtro 7.
Usualmente se asume que este filtrado aumenta la robustez frente a las
incertidumbres de alta frecuencia. No obstante esto no siempre es verdad, como se

muestra en (Yoon y Clarke, 1995).

Mas recomendaciones para su eleccion las podemos encontrar en
(Soeterboek, 1992), donde se destaca que la robustez mejora si se escoge
T =A(l—-7z") cuando 7 aumenta. Sin embargo, en (Megias et al., 1997) se muestra

que 7 no puede aumentar ilimitadamente para mejorar la robustez porque el
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2.2. Control predictivo generalizado

comportamiento del sistema se deteriora. En (Yoon, 1994), (Yoon y Clarke, 1995) se

da una recomendacién mas general, la cual se muestra a continuacion:
T(zY)=A40-zzH", (2.31)

donde A4 es el denominador del modelo escogido para la planta, N; es el horizonte
inferior de coste elegido y 7 se remienda que tome un valor préoximo al polo

dominante de 4.
2.2.6. Estudio de la robustez

La mayoria de las formulaciones de los problemas de control robusto comparten la
siguiente premisa: la planta a controlar se asume que es conocida pero solo de forma
aproximada. En una situacion real, ningin modelo puede reflejar fidedignamente la
dindmica del proceso fisico real. Por tanto, pueden aparecer problemas de
rendimiento o incluso de inestabilidad debido a las diferencias entre modelo y planta
real. De este modo, el modelo con el que se disefia el controlador (nominal) es una

aproximacion al verdadero proceso sobre el cual éste actuara.

En la practica es muy importante que los controladores disefiados funcionen
adecuadamente, incluso cuando el comportamiento dinamico del proceso real no sea
exactamente el descrito por el modelo nominal. Un sistema de control es robusto si
es insensible a las diferencias entre el proceso a controlar y el modelo a partir del

cual ha sido disefiado (Skogestad y Postlethwaite, 1996).

La informacion del proceso que no queda reflejada en el modelo, denominada
incertidumbre del modelo, puede tener su origen en diferentes fuentes, como:
desconocimiento parcial del proceso, variaciones paramétricas, complejidad del

proceso, uso deliberado de modelos de grado bajo, etc.

Esta ultima fuente, el uso de modelos de grado bajo de la planta, es la
principal fuente de incertidumbre cuando trabajamos en el plano discreto con
procesos de naturaleza fraccionaria, puesto que, como comentaremos posteriormente,
la discretizacion de estos procesos conducen a funciones de transferencia con
infinitos términos. Es decir, el modelo discreto finito de un proceso fraccionario es

siempre, por definicion, aproximado y su grado siempre sera menor al real.
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2. Control predictivo basado en modelos

Por otro lado, todo buen disefio de control debe rechazar satisfactoriamente
las perturbaciones. Es decir, todas aquellas sefales espureas que bajo condiciones
ideales deberian ser nulas, pero que estan presentes, en mayor o menor medida, en
todo sistema real. El disefio final de un sistema de control robusto debe tolerar tanto

las incertidumbres del modelo como las perturbaciones externas.

Asi pues, proponemos un andlisis de robustez para el GPC utilizando las
funciones de sensibilidad. De esta forma tendremos un criterio objetivo, junto con los

margenes de ganancia y fase, para la eleccion de un controlador robusto.
Funciones de sensibilidad

El control predictivo GPC sin restricciones da lugar a una ley de control
lineal e invariante en el tiempo. Por tanto, se puede plantear un andlisis de las

sensibilidades de estos sistemas de control en lazo cerrado.

Desde un punto de vista formal, podemos definir sensibilidad como la
variacion relativa de una funcidén de transferencia frente a variaciones relativas de

uno o mas parametros.

AG(s)
$¢ = Jim -G _9G 4 (2.32)
1 A0 ﬁ oq G
q

En la literatura podemos encontrar diferentes autores que hacen uso de las
llamadas funciones de sensibilidad para estudiar la robustez de sus sistemas de
control predictivo. Por ejemplo, Sanchis (2002) hace uso de las clasicas funciones de

sensibilidad, Sy 7, las cuales van a ser usadas también en este trabajo.

Para su deduccion basta con afiadir al diagrama de bloques de la Fig 2.6 una
perturbacion, d(t), a su salida, quedando el diagrama de bloques como se muestra en

la Fig 2.7.
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Jda)
) + e(?) T u(®) | B + W(t
RA 14
S >
i

Fig 2.7 Diagrama del GPC en lazo cerrado con perturbacion a su salida.

A partir del diagrama anterior, podemos obtener las clasicas funciones de

sensibilidad 5 y de sensibilidad complementaria 7, las cuales tienen las siguientes

expresiones:
Sy REDMED (2.33)
R(z7)AA(z )+ B(z)S(z)
T(z")= B(z )S(") (2.34)

" R(zHAA(zHY+B(zHS(z )’

Recordamos que la funcion de sensibilidad, .5, cuantifica la relacion existente
entre la variable controlada, Y(z '), y la perturbacion, D(z ). Por otro lado, la funcion
de sensibilidad complementaria, 7, cuantifica la relacion existente entre la variable

controlada, Y(z "), y la referencia del sistema, r(z ).

Es importante recordar que Sy 7 no son independientes, ya que S+ 7=1.
Como consecuencia de esto, es bien conocida la siguiente relacion:
\5(@“)\ <1, Voel0,0],

. (2.35)
‘T(e’]’”T)‘ <1, Vwelw,,»),

para unos ciertos @, y o, tales que o, > o,.

Ademas de las clasicas funciones de sensibilidad Sy 7, otros autores han
definido otras funciones de sensibilidad dependiendo del parametro concreto a
estudiar. De este modo, podemos citar a Rossiter (2003), que hace uso de diferentes

funciones de sensibilidad para estudiar determinadas variaciones de interés.
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2. Control predictivo basado en modelos

También ha de tenerse en cuenta que los test basados en las funciones de
sensibilidad son solo condiciones suficientes y no necesarias para la estabilidad
robusta del sistema, por tanto, ofrecen unos margenes de robustez muy
conservativos, de tal forma que los margenes reales serian mucho mayores (Sanchis,

2002).
2.3. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado de forma general la metodologia MPC haciendo un
resumen de sus caracteristicas mas destacadas y una revision historica de su

evolucion.

De forma particular, se ha estudiado uno de los miembros més extendidos de
la familia MPC, el asi llamado GPC, que nos va a servir como base, en futuros
capitulos de esta Tesis, para generalizar la metodologia de control predictivo

utilizando las herramientas que nos ofrece el calculo fraccionario.
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Capitulo 3

Calculo Fraccionario: Aplicacion al

control de sistemas

En este capitulo se presentara un estudio introductorio al célculo fraccionario, donde
se hara un amplio repaso a conceptos y definiciones bdésicas, centrandonos,

principalmente, en su aplicacion en la teoria de control.

En esta linea se repasaran los conceptos fundamentales de estabilidad en
sistemas de orden fraccionario, ademas de presentar un breve repaso de las diversas

metodologias de control que han sido generalizadas usando éstas herramientas.

También se repasaran las aproximaciones discretas de los operadores
fraccionarios, muy necesarias, como veremos posteriormente, para obtener
implementaciones reales y simulaciones de este tipo de sistemas, siendo
fundamentales para la obtencion de modelos discretos finitos necesarios para la

obtencion del controlador predictivo.

Para finalizar, se propondra un nuevo tipo de aproximacion discreta de los
operadores fraccionarios basada en los polinomios de Chebyshev. Esta aproximacion
presenta la ventaja de conseguir un alto grado de precision con la funcidén
aproximada usando un reducido numero de términos en la funcion que define la

aproximacion.



3. Célculo Fraccionario: Aplicacion al control de sistemas

3.1. Definiciones basicas

El célculo fraccionario es una herramienta matematica que permite la derivacion e
integraciéon de funciones con ordenes no necesariamente enteros. Asi, esta teoria
generaliza la nocion de derivada, D", a aquellos casos en los cuales el orden de
diferenciacion, n, presenta un orden negativo, irracional o incluso imaginario
(Oldham y Spanier, 1974), permitiendo, por ejemplo, célculos del tipo derivada de

orden % de una funcion.

Es importante destacar que esta generalizacion puede ser llevada a cabo de
varias maneras, conduciendo, por tanto, a definiciones ligeramente diferentes

(Valerio, 2005).

En el dominio del tiempo, los operadores derivada e integral fraccionaria
vienen definidos por la operacion de convolucion, por lo que son especialmente
utiles para describir fendémenos de memoria tales como la difusion, la
viscoelasticidad, el transporte de masa, etc. En el dominio de Laplace, estas
operaciones se corresponden con el operador s”, ¢ € R. Por tanto, su uso esta
especialmente indicado cuando se pretende modelar o controlar sistemas que tienen o
para los que se persiguen respuestas en frecuencia, cuyas curvas de magnitud tienen
pendientes que son multiplos no enteros de 20 dB/dec y/o curvas de fase con valores

constantes que son multiplos no enteros de 7/2.

Cabe destacar que los operadores derivada e integral fraccionaria deben de
satisfacer las mismas condiciones que en el caso entero, es decir, cuando se derive o
integre con orden entero usando las definiciones de los operadores fraccionarios,
debe de obtenerse el mismo resultado que cuando se realizan estas operaciones
usando la metodologia clasica. A continuacion se procedera a presentar someramente

las definiciones mas usuales de los operadores fraccionarios:

e Integral fraccionaria de Riemann—Liouville:

10 = o [y f@de

t>0, aeR",

3.1)

donde I'(@) representa la funcion Gamma (Oldham y Spanier, 1974).
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e Derivada fraccionaria de Riemann—Liouville:

dit" | T(m—a) —7) !

D“f(t)=D’"[1”"“f(t)]=dm[ 1 I(:(t /1) df} (3.2)

m—l<a<m, meN.

Es observable que el operador de Riemann-Liouville para la operacion
derivada es mas complejo que el usado en el caso anterior para la operacion
integral (3.1), es decir, no se puede obtener una expresion valida para la
derivada fraccionaria cambiando el orden a por —a. Esto es debido a que hay
que tomar ciertas precauciones con el objeto de garantizar la convergencia de
las integrales y preservar las propiedades de la derivacion de orden entero

(Vinagre, 2001).

e Derivada fraccionaria de Caputo:

1 Jf (@)

D f(ty=1""[D"f(t)]= T (3.3)

m—1l<a<m, meN.

Se puede observar que esta definicion es mas restrictiva que la anterior de
Riemann—Liouville (3.2), ya que esta definicion requiere la integrabilidad
absoluta de la derivada de orden m de la funcion f{r) (Podlubny, 1999b). La
ventaja es evidente, ya que esta definicion da lugar a condiciones iniciales
fisicamente interpretables, es decir, los valores iniciales vienen dados por

derivadas de orden entero.
e Diferintegral de Griinwald—Letnikov:

En matematicas, la combinacion de la diferenciacion y la integracion en un
mismo operador recibe el nombre de diferintegral. Dentro del célculo
fraccionario se usa la definicion propuesta por Griinwald—Letnikov cuya
expresion se muestra a continacion.
a . -a OO J a .
D f(O)y =HmA™ Y (1) | | f(kh— jh). (3.4)
h—0 =0 ]
Esta definicion tiene un gran interés ya que permite la evaluacion numérica

de problemas de calculo fraccionario (Podlubny, 1999b), puesto que
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encontrar la expresion analitica no es tarea facil en muchas ocasiones. Esta
expresion estd basada en la generalizacion de la férmula de la diferencial de

orden entero (3.5):

D" (1) g = h"A" £ (8), n € N. (3.5)

La transformada de Laplace es una herramienta fundamental en el estudio
de los sistemas dinamicos lineales e invariantes en el tiempo. Por tanto, es importante
definir las expresiones de estas transformadas para los operadores vistos

anteriormente:

e Integral fraccionaria de Riemann—Liouville:
L{I“f(O)} =5"F (s). (3.6)

e Derivada fraccionaria de Riemann—Liouville:

L{D“f(t)} =s“F(s)— mz_isk [Da_k_lf(t)l:o (3.7)
m—1<a<m.

En este caso, no se puede dar una interpretacion fisica a los valores limite de
las derivadas fraccionarias para =0, ya que estas condiciones iniciales
vienen definidas en forma de derivadas fraccionarias y no en derivadas de

orden entero fisicamente interpretables.

e Derivada fraccionaria de Caputo:

L{D f(t)} =s“F(s)~ mZ__fS““ LYol (3.8)
m—-l<a<m.

En esta expresion vemos que las condiciones iniciales vienen definidas en

forma de derivadas de orden entero, por tanto, fisicamente interpretables.

e Diferintegral de Griinwald—Letnikov:

L{D" f(t)} = s"F (s). (3.9)
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En las expresiones anteriores podemos observar cémo la transformada de
Laplace del operador D produce expresiones que son bastante similares a las
obtenidas en el caso de ordenes enteros. No obstante, las diferentes definiciones de
este operador ponen de manifiesto las ligeras diferencias existentes cuando se trabaja

con condiciones iniciales no nulas.
3.1.1. Propiedades elementales de las derivadas fraccionarias

A continuacidén haremos un somero repaso a aquellas propiedades més destacadas de
las derivadas fraccionarias y de las cuales se haran uso a lo largo de esta Tesis.

Serie de potencias

Sea una funcién f{(7) tal que pueda ser escrita como una serie de potencias de

la siguiente forma:
f(y=>Y Bit*. (3.10)
k=0

Para la funcion anterior podemos definir su derivada con orden real, D/, con

a € R de la siguiente forma (Debnath, 2002):

Dt? =Mzﬁ“ (3.11)
r'(p-a+l)
donde f—a+1 # 0, -1, -2, ..., —n, ya que la funciébn gamma toma el valor oo para

valores enteros negativos o nulos.
Regla de Leibniz

Esta conocida regla de la derivada del producto de funciones puede

generalizarse para el caso de derivadas fraccionarias de la siguiente forma:
o0 a B
D[/ ()g®)]= Z[ ijf [f®]D [g0)]=
k=0

- i(Zij‘k [e®]Df[ £ (D]

(3.12)

La demostracion se puede encontrar en (West ef al., 2003).
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Propiedad asociativa

Si una de las funciones de la expresion (3.12) es igual a una constante, por

ejemplo g(¢) = C, entonces podemos reducir la expresion (3.12) a:
“[f()C] i( ]D“ “[fO]Df[C]=CD! [ f(1)]. (3.13)

puesto que solo el término para £ = 0 sobrevive en la serie anterior, ya que las

derivadas enteras de la constante desaparecen.

Si reescribimos la funcidn f{(¢) de la expresion (3.13) como la suma de dos

funciones, /(#) + g(t), y hacemos la constante C igual a la unidad, tenemos pues:
Dr[f®-1]=Dr[ f0)-1], (3.14)

usando la expresion (3.12), obtenemos:

o0

“[h(0)+ g ()] Z( ij-k[ﬁ]D,"[h(t)+g(t)]= (3.15)

D7 [h(t)]+ D/ [g(®)].

Cabe destacar que las ecuaciones (3.13) y (3.15), tomadas juntas, establecen

la linealidad del operador derivada fraccionaria.
Funciones constantes

Sea la funcion f{(r) = ¢ usando la definicion (3.11) para calcular la derivada

de orden Y, obtenemos:

1

D)’ [f%}— (%) =0 (3.16)

' -1/ 1 1) - '
r(=)5=Ja+

Puesto que I' (0) = o podemos afirmar que una funcién particular es

efectivamente constante con respecto a la operacion derivada fraccionaria de cierto

orden.

Supongamos ahora que queremos aplicar el mismo operador derivada

fraccionaria pero a una funcion constante C:
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3.1. Definiciones basicas

pAc]=c W 4 _c L (3.17)

1 ) at’
r(} V
donde, para este caso, la derivada de una funcion constante da como resultado una

funcidon no constante.

Los dos ejemplos anteriores demuestran que existen funciones que
aplicandoles la operacion derivada fraccionaria dan como resultado funciones
constantes (3.16), y funciones constantes que aplicdndoles la operacion derivada
fraccionaria dan como resultado funciones no constantes (3.17). En general, podemos

decir que una funcion es una C(a) constante si es una combinacion lineal de
monomios, %, con i+ 1—0=0,-1,-2, ..., —n, puesto que la funcion gamma del

denominador de (3.11) diverge. Por ejemplo la funcion siguiente:
fo=ycr'", (3.18)
k=0

seria una funcion C(%2) constante.

Para todas aquellas funciones que no son C constantes podemos enunciar el

siguiente teorema (West et al., 2003):

Teorema 3.1. Sea una funcidén f(r) tal que pueda ser escrita en serie de
potencias y asumimos que existen las derivadas D/ [ f (t)] , D’ [ f (t)], y D¢ [ f (t)]
con a=u+v. Si f{(t) no es C(u) constante ni C(v) constante, entonces podemos

afirmar la siguiente propiedad:
D[ f@0]=D [ f©]= D[ D [f0]]= D[ D! [ /@] (3.19)

Demostracion

Inicialmente consideraremos una funcién f{f) constituida por un solo
monomio, ¢, para posteriormente ampliarlo a series con mas términos. Con esta

condicion y usando la expresion (3.11) podemos escribir:
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3. Célculo Fraccionario: Aplicacion al control de sistemas

v V% v F(ﬂ+1) p—u | _
o [ortrel)-oi| e -

__ I(p+) . L(p+1) e _ Da[tﬁ]
C(B+1-pu—v) T(p+1-a) ! ’

(3.20)

puesto que, por hipétesis, #, no es una funcién C(x) constante, ni C(v) constante, es
decir se han excluido aquellos valores que cumplen la condiciéon: S+ 1—a =0, -1,
-2, ...,—n. De igual forma podemos repetir la argumentacion anterior con los

ordenes de derivacion invertidos:
pr| o[ ]]=pr ], (3.21)

Como la derivada fraccionaria es un operador lineal, podemos escribir una

funcidon como una sucesion lineal de monomios con la siguiente forma:
F(t)=Y B", (3.22)
k=0

donde By son términos constantes, y se asume que ningunos de los monomios que
definen la funcion F son individualmente funciones C(u) constantes, ni C(v)
constantes. Asi podemos reescribir (3.20) para cada término de (3.22) de la siguiente

forma:
Df[F(®)]=D;| DI [F®)]]=D! | D [F(®)]]= D! [F(1)]. (3.23)

La expresion (3.23) concluye la demostracion del Teorema 3.1.

Como consecuencia de la demostracion anterior podemos afirmar que si
alguno de los monomios de (3.22) es, por ejemplo, C(u) constante, entonces debemos

cuidar el orden de la operacion derivada, ya que:
D[ D [f0]]= D[ DF[f1]]=0. (3.24)

La subexpresion de la derecha de (3.24) es cero porque f{¢) es C(«) constante,
mientras que la subexpresion de la izquierda de (3.24) no es igual a cero. De esta

inigualdad podemos deducir que las funciones constantes anulan la propiedad

conmutativa de los operadores D y D, .
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3.2. Calculo fraccionario en control

Teorema 3.2. Sea una funcion £{¢) tal que es una funciéon C(—1) constante. En

este caso tenemos que f{(r) = 0 (West et al., 2003).

Este teorema simplemente afirma que la tUnica funcién que satisface

D~ [f(H]=0= jf(u)du, vt e R es la funcién f{x) = 0.

3.2. Calculo fraccionario en control

En los ultimos tiempos se han publicado gran cantidad de trabajos donde se pueden
encontrar sistemas dindmicos que describen fendmenos fisicos, cuyo
comportamiento ha sido modelado mediante ecuaciones diferenciales de orden
fraccionario. Por ejemplo, en el trabajo de Anastasio (1994) podemos encontrar la
modelizacion de un fendmeno bioldgico, para el cual se han hecho uso de ecuaciones
fraccionarias, concretamente, para modelizar la dindmica que ejercen las neuronas

del tallo cerebral cuando controlan los musculos del ojo.

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones fraccionarias y
asumiendo condiciones iniciales nulas, se obtienen funciones de transferencia en la
variable de Laplace “s” elevada a potencias no enteras, las cuales tienen la siguiente

expresion general (3.25):

G(s) = Y(s) _ bmsﬂ"’ +bm_ls”’""*l +...+bosﬁ0
U(s) a,ss™ +a, s“" +...+a,s™ (3.25)
mneN; a b ,a,p, R

En caso de trabajar con sistemas discretos, aplicando la transformada Z se
obtiene una funcion de transferencia discreta que tiene la siguiente forma (3.26):
ey 1 Bl ) b (ol o)
Uz") a, (a)(z'] ))a +a, (a)(z_] ))anil +..+a, (a)(z" ))aO (3.26)

mmneN; a,b o, pb, R,

donde a(z )" es la transformada Z del operador A,", de orden v y paso %; en otras

palabras, el equivalente discreto del operador de Laplace “s”.

— 41 —
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Al y(ih) = h’”i(—l)’ U] y(ih—1h). (3.27)

A partir de estas expresiones podemos afirmar que un sistema de orden
fraccionario tiene una funcién de transferencia racional en el dominio de Laplace
(3.25) o una funcidn de transferencia discreta en el dominio de Z (3.26) con orden

ilimitado respecto de la variable compleja discreta “z”. Sélo en el caso en que v sea

. ) 1%
un nimero entero se obtendra un nimero limitado de coeficientes (—1)’ [ljen la

expresion (3.27). Por lo tanto, un sistema de orden fraccionario posee una memoria
ilimitada o infinita, siendo los sistemas de orden entero un caso particular de los

mismos (Vinagre, 2001).

Ademés de esta representacion en forma de funcién de transferencia es
posible una representacion en variables de estado trabajando con sistemas de orden
fraccionario, siempre que el sistema resultante sea de orden conmensurable.' Asi

pues, el sistema tendria la siguiente forma:

D%x = Ax+ Bu

3.28
y=Cx+ Du. (3.28)

Con el operador D" se pueden obtener representaciones de estado
equivalentes a las usuales para sistemas de orden entero. Por ejemplo, para el sistema
representado por la funcion de transferencia (3.29) obtenemos, utilizando la forma

canodnica controlable, la expresion matricial (3.30).

ibk (s*)"
G(s)= kn:()—. (3.29)
Z a,(s* )"

De igual manera se pueden obtener las representaciones de estado
correspondientes a otras formas canonicas habituales en teoria de control de sistemas

lineales invariantes en el tiempo.

! Un sistema es de orden conmensurable si queda descrito por una ecuacion diferencial donde
todos los 6rdenes de derivaciéon son multiplos enteros de un orden base a.
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_D"’xl_ _—an_l -a,, —a,; .. —ao__xl_ 1]

D“x, 1 0 0 e 0 || x,

Dx, |=| O 1 0 0 || x|+ u (3.30)

_D“xn_ 0 0 0 10 |x, | [0]
_Xl_
x2

y:[bm b,, b, , .. bo] X | (3.31)

_xn_

3.3. Estabilidad en sistemas de control fraccionario

El estudio de la estabilidad de los sistemas de control de orden fraccionario, al igual
que en el caso de los de orden entero, puede llevarse a cabo mediante el estudio de

las soluciones de la ecuacion diferencial que los caracteriza.

Otra forma de estudio mdas usual, dentro del campo de la ingenieria de
control, es el estudio de las raices de la ecuacion caracteristica del sistema en lazo

cerrado, la cual, en el caso general, tiene la forma siguiente:
Ec(s)=a,s" +a, s“" +..+a,s“, a,a eR. (3.32)

Esta funcion de la variable “s” es una funcion multivaluada cuyo dominio se
define mediante una superficie de Riemann la cual tiene un niimero infinito de hojas

en el caso general.

Estas superficies de Riemann se definen, en geometria algebraica, como
colectores complejos o variedades complejas unidimensionales y pueden verse como

“versiones deformadas” del plano complejo (Farkas y Kra, 1980).

En la Fig 3.1 podemos observar la superficie de Riemann de la funcion
o = log (s). Esta superficie presenta una forma en espiral a lo largo de un eje vertical
que corresponde al origen del plano complejo. Esta superficie se extiende a lo largo
de este eje hasta el infinito, aunque en la figura se haya cortado por motivos de

visualizacion.
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Fig 3.1 Superficie de Riemann correspondiente a w = log (s).

En el caso particular de que «, € Q" obtendremos un niimero finito de hojas,

siendo la hoja principal la definida por:—z <arg(s)<z. En la Fig 3.2 tenemos

. ., 1
representada esta superficie para la funciéon o = s”.

—44 —
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%
11175
i
17 7
7
\

'é
_

77

Fig 3.2 Superficie de Riemann correspondiente a ® = 57,

Asi pues, en el caso general, cuando igualamos la ecuacion (3.32) a cero para
buscar las raices del sistema, tendremos un numero infinito de ellas, pero sélo
aquellas que se encuentren en la hoja principal de la superficie de Riemann, raices
estructurales, pueden conferirle al sistema diferentes dindamicas: oscilaciones
amortiguadas, oscilaciones crecientes, crecimiento monoétono, etc. En cambio, las
raices que se encuentren en las hojas secundarias de esta superficie de Riemann
siempre dan lugar a soluciones que son funciones mondtonamente decrecientes; es
decir, tienden a cero sin oscilaciones a medida que el tiempo tiende a infinito

(Vinagre et al, 2002).

— 45—
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3.3.1. Condiciones de estabilidad

De forma general, podemos afirmar que un sistema fraccionario con funcién de
transferencia no racional G(s) = P(s) / QO(s) es estable para entrada y salida limitadas

(BIBO estable) si y s6lo si se cumple:
AM | |G(s)| <M, Vs [ Re(s)=0. (3.33)

Esta condicion (3.33), también conocida como definicion de estabilidad de
Matignon (1998), se cumplird si todas las raices de la funcion Q(s) que estan
localizadas en la hoja principal de Riemann y no son raices de P(s) tienen parte real

negativa.

Como consecuencia de la definicion de estabilidad de Matignon podemos
afirmar que para los sistemas de orden conmensurable, los cuales poseen una
ecuacion caracteristica que es un polinomio en la variable compleja A=s" la

condicién de estabilidad puede expresarse en la forma:
larg(2,)| > a%, (3.34)

siendo /; las raices del polinomio caracteristico. Para el caso particular de o = 1 se
obtiene la condicion de estabilidad conocida para los sistemas lineales de orden

entero:

larg(2,) >% VA | 0(4)=0. (3.35)

3.3.2. Criterio de estabilidad

Como consecuencia de lo anterior, y como aparece resumido en (Vinagre y Monje,

2006), podemos establecer que:

e El hecho de que todos los coeficientes de la ecuacidon caracteristica
sean del mismo signo no es condicidon necesaria ni suficiente para

garantizar la estabilidad.
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e El niimero de raices de la ecuacion caracteristica en la hoja principal
de Riemann no depende de la mayor potencia de la variable compleja

en la ecuacidn caracteristica.

Como se describe en (Vinagre, 2001) no se disponen actualmente de técnicas
polindmicas, tipo Routh o Jury, para analizar la estabilidad de los sistemas
fraccionarios. Asi que s6lo las técnicas geométricas de andlisis complejo basadas en

el principio del argumento son aplicables.

Por consiguiente, aplicando el principio del argumento sobre la curva
generalmente conocida como camino de Nyquist,” se puede determinar la estabilidad
del sistema sin mas que determinar el nimero de revoluciones de la curva resultante
de la evaluacion alrededor del origen. El criterio de Nyquist establece la condicion

para que para un sistema discreto sea estable:
Z=N+P, (3.36)

donde Z es el nimero de polos inestables en lazo cerrado, P es el numero de polos
inestables de la funcién de transferencia en lazo abierto y N es el nimero de
revoluciones o vueltas al punto critico (—1 + 0j) en la direccion de las agujas del

reloj.
3.3.3. Respuesta en el dominio temporal y en el de la frecuencia

Ya se ha introducido que la forma que presente la respuesta en el dominio temporal
depende, al igual que en el caso entero, de la localizacion de las raices de la ecuacion
caracteristica. Dependiendo de estas localizaciones se pueden presentar uno de los

seis casos siguientes en cuanto a su respuesta temporal:

e Sin raices en la hoja principal de Riemann. La respuesta impulsional

serd una funcion monétonamente decreciente. Por ejemplo: ———.
s+

* Curva que encierra todo el semiplano derecho de la hoja principal de Riemann.
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Respuesta impulso Respuesta escaldn
25 0.8
2
0.6
1.5
1 1 04
0.5
0.2
0
05 : 0 :
0 5 10 0 5 10

Fig 3.3 Respuesta temporal de una funcion de transferencia sin raices en la hoja principal de Riemann.

e Raices en la hoja principal de Riemann, localizadas en Re(s) <0 e

Im(s) = 0. La respuesta impulsional sera una funcién mondtonamente

decreciente. Por ejemplo:

1

sl
Respuesta impulso Respuesta escalon

1 :
0.8} 1 .
0.6} . .
0.4 . ]
0.2} . .

O i

0 5 10 10

Fig 3.4 Respuesta temporal de una funcién de transferencia con raiz estructural Re(s) <0 Im(s) = 0.

e Raices en la hoja principal de Riemann, localizadas en Re(s) <0 e

Im(s) # 0. La respuesta impulsional sera una funcion con oscilaciones

amortiguadas. Por ejemplo: % .
s +1
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1 Respuesta impulso , Respuesta escaldn
05
0
05
o 5 10 0 5 10

Fig 3.5 Respuesta temporal de una funcién de transferencia con raiz estructural Re(s) < 0 Im(s) # 0.

e Raices en la hoja principal de Riemann, localizadas en Re(s)=0 e

Im(s) # 0. La respuesta impulsional sera una funcion con oscilaciones

de amplitud constante. Por ejemplo:

2

s2+1°
Respuesta impulso Respuesta escaldn
1 2
05 ] 1.5
0 1
0.5 ] 0.5
-1 : 0 :
0 5 10 0 5 10

Fig 3.6 Respuesta temporal de una funcion de transferencia con raiz estructural Re(s) = 0 Im(s) # 0.

e Raices en la hoja principal de Riemann, localizadas en Re(s)>0 e

Im(s) # 0. La respuesta impulsional serd una funcidén con oscilaciones

de amplitud creciente. Por ejemplo:

sl
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" Respuesta impulso 7 Respuesta escaldn
10
5
0
0 5 0 % 5 10

Fig 3.7 Respuesta temporal de una funcion de transferencia con raiz estructural Re(s) > 0 Im(s) # 0.

e Raices en la hoja principal de Riemann, localizadas en Re(s)>0 e

Im(s) = 0. La respuesta impulsional sera una funcién mondtonamente

creciente. Por ejemplo:

s -1
X 10" Respuestaimpuiso X 16" Respuesta escaldn
4 4
3 3
2 2
1 1
% 5 0 5 10

Fig 3.8 Respuesta temporal de una funcién de transferencia con raiz estructural Re(s) > 0 Im(s) = 0.

En el caso de la respuesta en frecuencia, podemos afirmar que ésta se

construye mediante la evaluacion directa de la funcion de transferencia no racional a

lo largo del eje imaginario, s = jo, w € (0,00).
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3.4. La funcidn de transferencia fraccional de orden o

Si se trata de un sistema de orden conmensurable, podemos seguir una
metodologia similar a las seguidas para los sistemas de orden entero. Asi pues, se
puede construir la respuesta en frecuencia mediante la adicion de las contribuciones
individuales de los términos de orden «, resultantes de la factorizacion de la funcion
de transferencia en la forma:

m
P(s%) [1(s“+2z,)

a = kr=10 s Zk’P(Zk):O; /”“koQ(/lk):O, Zk iﬂk. (337)
Q") 1165 +4)

G(s) =

Para cada uno de estos términos, que de una forma general podemos poner
+1 ) , . .
como (s‘” + 7/) , la curva de magnitud tendra una pendiente que, partiendo de cero

para bajas frecuencias, tendera a & 20a dB/dec para altas frecuencias y la curva de
fase evolucionard desde 0 hasta a 7/2 rad. Ademads se producird resonancia para los

valores a > 1 (Vinagre et al., 2002).
3.4. La funcion de transferencia fraccional de orden a

La funcién de transferencia de la expresion (3.38) se puede considerar como la
funcion de transferencia mas simple que puede representar la dinamica de un sistema
de orden fraccionario. A continuacién se procedera a realizar un estudio de sus
caracteristicas, asi como de su respuesta temporal y en frecuencia, ya que éstas seran
utiles en lo sucesivo cuando sometamos a esta planta a estrategias de control

avanzadas.
G(s)=s". (3.38)

Es importante destacar que « puede tomar tanto valores positivos como
negativos dentro del conjunto de los numeros reales, pudiendo manifestar, por lo
tanto, un efecto como derivador o como integrador, respectivamente. Aunque
conceptualmente el valor de & podria ser también complejo, no serd tenido en cuenta
ya que este tipo de derivadas con ordenes complejos no se presentan en los
problemas de control, salvo como un fruco para obtener en ocasiones una notacion

mas compacta cuando se expresa la ecuacion del controlador (Valério, 2005).
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3.4.1. Respuesta escalon

Para calcular la respuesta temporal al salto escalon de este sistema es necesario saber

cudl es la transformada inversa de Laplace de la siguiente expresion
Y(s)=G(s)U(s)=s" 1 =5, (3.39)
s

sabiendo que (Debnath, 2002):

I'(B+1)

B-a _
F(ﬂ_a+l)t B>—1. (3.40)

DitP = s} =

La respuesta escalon tiene la siguiente expresion analitica:

1
H=———1t"“ t>0. 3.41
y(®) r(i-a) (3.41)
Respuesta Temporal
9 T T T
8l afa=-0.1
— dfa=-03
<l | ——dfa=-05
— dfa=-07
5 afa=-0.9
5,
>
4,
3,
2,
1,
O | | | | | | | | |

Fig 3.9 Respuesta escalon de diversos integradores fraccionarios.
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3.4. La funcidn de transferencia fraccional de orden o

En la Fig 3.9 podemos observar la respuesta escalon de diversos sistemas
definidos mediante integradores fraccionarios con 6rdenes que van desde — 0.1 hasta
el valor —0.9. Aqui se hace evidente el hecho de que estas respuestas son
monotonamente crecientes. Ademas, a medida que el valor de a crece y se acerca a
—1, la respuesta escalon tiende a la respuesta del integrador entero que es,
recordemos, la bisectriz del primer cuadrante, y = ¢. De forma similar, en la Fig 3.10,
podemos encontrar las respuestas escalon de los derivadores usando los mismos
ordenes que en el caso anterior desde 0.1 hasta 0.9. En este caso estas respuestas son

monotonamente decrecientes.

Respuesta Temporal
3 T T T
afa=-0.1
—dfa=-0.3
25 ——dfa=-05
—dfa=-07
afa=-0.9
2, _
> 15 .
1 U _
0.5+ i
o | | [ f

Fig 3.10 Respuesta escalon de diversos derivadores fraccionarios.

3.4.2. Respuesta en frecuencia

La respuesta en frecuencia de la funcion de transferencia (3.38) se calcula haciendo

la transformacion clasica de s = jw, obteniendo las siguientes expresiones:
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G(jo)=(jo)
G(je) =
arg[G(ja))] = arg(j“a)“ ) = arg(j“ )

a

(0

Jjeo” =" (3.42)

En la expresion anterior hemos obtenido tanto el mdédulo como el argumento de la
respuesta en frecuencia. Si queremos tener la expresion del modulo en decibelios

entonces:
‘G(ja))‘=2010g10 o =20alog,, @ (dB). (3.43)

Del argumento podemos decir que existen muchos niumeros complejos z que
cumplen esta condicion, z = j* pero unicamente nos quedamos con aquellos cuyo

argumento esté dentro del intervalo [0, 27), (Valerio, 2005). Asi pues:
arg[G(ja))] = aﬁ’ (3.44)
2

En la Fig 3.11 y la Fig 3.12, podemos observar los diagramas de Bode de la
funcién de transferencia (3.38) en los casos en que el valor de o es mayor y menor

quc CCro:

Magnitud
200 dB/dec

o /2 rad
Fase

Fig 3.11 Diagrama de Bode de los operadores fraccionarios a > 0.
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Magnitud
200 dB/dec

Fase

»
»

—a 7w/2 rad

Fig 3.12 Diagrama de Bode de los operadores fraccionarios a < 0.

3.4.3. Lazo Cerrado

En este epigrafe se propone el estudio del comportamiento del sistema fraccionario
descrito por la expresion (3.38) una vez cerrado el lazo de control con realimentacion

unitaria y ganancia 4.

+
— S

0, e(t) p ()

A 4

173 »

Fig 3.13 Sistema de control del operador integral fraccionaria.

Si aplicamos a la figura anterior, Fig 3.13, la aritmética de bloques,
facilmente podemos obtener la expresion de la funcion de transferencia de este

sistema (3.45).
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F(s)= 4 , O<a<?2. (3.45)
A+s”

Este sistema en lazo cerrado tiene la capacidad de exhibir dindmicas que van
desde la relajacion hasta la oscilacion, incluyendo las dinamicas propias de los
sistemas de primer y segundo orden; por ello muchos autores suelen tomar este

sistema como referencia.

De forma resumida, se pasan a enumerar sus principales caracteristicas, tanto

en el dominio temporal como en el de la frecuencia.

La respuesta escalon presenta la siguiente forma:
¥(t)=At"E, . (=At"), (3.46)

donde E representa a la funcion de Mittag—Leffler (1904) cuya expresion tiene la

forma:
0 Zk
E ()= ———
«p(2) ; [(ak+ ) (3.47)
a>0,>0

En la Fig 3.14 podemos observar la respuesta escalon de la planta anterior
F(s) con ganancia unitaria y para distintos valores del exponente fraccionario a. Esta
variacion provoca un amplio abanico de dinamicas. Estas curvas corresponden a
coeficientes de amortiguamiento y pulsaciones naturales que podemos obtener
partiendo de las raices estructurales del denominador de F{(s), las cuales tienen la
siguiente expresion (3.48).

8, = A%‘ej% = A%‘ (cos§+ jsengj. (3.48)
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Respuesta Termporal
2,
—afa=0.2
18; dfa=05
16 —afa=0.8
—dfa=1.0
14 dfa=1.3
—adfa=15
1.2+ dfa=1.9
> 1 ;U —_——
0.87 /‘
0.6 - —
04
0.2

Fig 3.14 Respuesta escalon de F(s) con ganancia unitaria para varios valores de a.

Los valores de la pulsacion natural w,, la pulsacion propia del sistema w,, y €l
coeficiente de amortiguamiento J en funcidn de la ubicacidon de los polos, se pueden

calcular a partir de las siguientes expresiones:

10 :A%‘
o, = A%‘ sen (3.49)
a
5=—cosZ.
a

Dentro del dominio de la frecuencia podemos destacar que el margen de
ganancia es infinito y el de fase es constante. Este ultimo depende solo de a y es

igual a:
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" =7z(1—ﬁ} (3.50)
2
Diagrama de Bode
20 B
10 ]
0 -
_10,

Magnitud (dB)
8

40 | —dfa=02
afa=05
50 | ——alfa=08
——afa=1.0
60 dfa=1.3
——dfa=15
-0 dfa=19 I
_&) Lol Lol Lol \\\\\\‘
10° 10" 10’ 10 10°

Frecuencia (rad/s)
Fig 3.15 Magnitud de la respuesta en frecuencia con ganancia unitaria para varios valores de a.

En la Fig 3.15 podemos observar el diagrama de Bode de este sistema para
distintos valores del exponente fraccionario a. En las frecuencias bajas el sistema
tiene una ganancia constante proxima a cero. En las frecuencias altas el sistema
presenta una caida que es proporcional a a. Se puede observar que en aquellos
sistemas cuyo valor de a es mayor que 1, presentan un pico de resonancia a una

frecuencia que se encuentra entorno a 1 rad/s.
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Diagrama de Bode
0 e
2N
20+ i
-40~- |
60+ i
T B0 1
[0
@
w -100- 1
—adfa=02
120l dfa=05 :
— dfa=0.8
1o | —da=10 .
afa=1.3
e | =15 |
afa=1.9
_1&) | | | L
10° 10" 10’ 10 10°

Frequencia (rad/s)
Fig 3.16 Fase de la respuesta en frecuencia con ganancia unitaria para varios valores de a.

En cuanto a la fase, se observa que en las bajas frecuencias se encuentra
préxima a cero y en las altas es constante y tiene un valor que es proporcional al
valor de a. La transicion de estos valores ocurre entorno al valor de 1 rad/s, como

podemos observar en la Fig 3.16.

Estos valores que se han obtenido a partir de las graficas anteriores, también

se pueden obtener de forma analitica utilizando las expresiones siguientes.

Sea la funcidn de transferencia en lazo cerrado /' donde se ha sustituido la

variable s por jw:

4 A
(o) +4 {w (@4 o (“2”)

A esta expresion se le calcula su mddulo:

F(jo)=

(3.51)
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A

|F(jo)| = .
\/a)z"’ +2A0" cos(a;j +4°

Para obtener el valor de la frecuencia de resonancia w,, derivamos la expresion

anterior obteniendo la expresion (3.53) para éste parametro:

o, = |:—ACOS (%j}a (353)

a>1.

Si se sustituye el valor de la frecuencia de resonancia de la expresion anterior
(3.53) en la expresion del modulo de F(s), ecuacion (3.52), obtenemos el valor del
pico de resonancia, ecuacion (3.54), el cual depende solamente del pardmetro «, tal

como ocurria con el coeficiente de amortiguamiento o.

1

(3.52)

M=—— (3.54)

! ar
sen| —
( 2 ]
3.5. Controladores fraccionarios

El objetivo de este apartado no es hacer una revision exhaustiva de las diferentes
tipologias de controladores existentes, sino la de hacer una pequena introduccion a
las técnicas mas destacadas, con el 4nimo de que sirva de marco de referencia en el
que encuadrar el controlador predictivo fraccionario propuesto mas adelante en esta

Tesis.

Los controladores fraccionarios son aquellos que hacen uso de operadores
fraccionarios en su concepcion. Este tipo de controladores pueden ser disenados

tanto para controlar plantas de orden entero como plantas de orden fraccionario.

Estos controladores pueden tener por si mismos comportamiento fraccionario
o inducir al sistema de control este tipo de comportamiento. Existen diferentes
técnicas para disefiar controladores fraccionarios, que van desde la generalizacion del
conocido PID hasta técnicas mas complejas como la obtencion de controladores

fraccionarios Optimos, aplicando el método de Wiener—Hopf de factorizacion
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espectral (Vinagre y Feliu, 2007). A continuacion se describen someramente las

técnicas de control fraccionario mas destacadas:
3.5.1. Controladores Crone

Existen tres generaciones de controladores Crone, los cuales se describen a

continuacion:
Control Crone de 1° generacion

La funcién de transferencia del controlador es tan simple como:
C(s)=s". (3.55)

El proposito del control Crone de 1* generacidn es incrementar el margen de
fase de la planta mediante la variacién del pardmetro adecuado a. Evidentemente,
esto es mas facil en el caso de que contemplemos el uso de érdenes fraccionarios, ya

que de otra forma, solo serian posibles variaciones de fase de multiplos de 90°.

Como podemos ver en (Oustaloup, 1991, p. 141-153), donde se describe la
formulacion original, la funcion de transferencia (3.55) se aproxima usando un
controlador de orden entero mediante una aproximacion Crone, la cual se describira

en epigrafes posteriores.

Este tipo de controlador es util cuando se trata de plantas que tienen fase

: . : 3
constante, al menos en el rango de frecuencias proxima a la frecuencia de cruce.” En
este caso, el lazo de control presentarda un comportamiento robusto frente a

variaciones de la ganancia de la planta.
Control Crone de 2° generacion

En el caso de tener una planta con fase no constante, el control Crone de
primera generacién no sera robusto frente a variaciones de ganancia en la planta,
aunque es posible plantear un controlador que si lo sea (Oustaloup, 1991, pp 180-
183). Asi pues, si tenemos un controlador C 'y una planta ' podemos hacer un disefio

para que se cumpla:

? Es la frecuencia donde la ganancia en lazo abierto es igual a la unidad.
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arg[ F(jo)C(jw)|=arg[ F(jw)]+arg[C(jw)] = . (3.56)

Evidentemente, esta igualdad se mantendrd unicamente para un limitado
rango de frecuencias. Esta expresion del argumento (3.56) se obtiene cuando

planteamos la siguiente regla de disefio para el rango de frecuencias elegido:

7,
F(s)C(s)=s "". (3.57)
Control Crone de 3” generacion

Tanto los controladores Crone de 1* generacion como los de la 2% generacion
tienen como objetivo ser robustos frente a variaciones de ganancia en la planta, pero
no trata con otro tipo de problemas como incertidumbres en el modelo o colocaciéon
de ceros y polos. La tercera generacion de controladores intenta solventar las
carencias de los anteriores haciendo uso de técnicas en el dominio de la frecuencia en

el plano de Nichols.

El objetivo de esta 3* generacion de controladores Crone es doble, como
podemos ver en (Oustaloup, 1991, pp 283284 y 290—292); por un lado, asegurarse
que la ganancia en lazo cerrado del sistema nunca sobrepase un determinado valor y,
por el otro, asegurarse que el coeficiente de amortiguamiento nunca tomase valores
por debajo de cierto rango, incluso si alguno de los parametros de la planta varia,

pero dentro de un rango conocido.

Satisfaciendo ambos objetivos se trata de impedir que el diagrama de Nichols
para este sistema en lazo abierto, se aproxime a zonas donde la ganancia en lazo
cerrado es elevada y el valor del coeficiente de amortiguamiento es bajo, es decir,

zonas que rodean a los puntos (0 dB, 2nz + & rad), n€ 7.
3.5.2. Controladores PID fraccionarios

Es bien sabido que los controladores PID son aquellos cuya salida se puede expresar

como una combinacidn de las tres acciones: proporcional (P), integral (I) y derivativa
(D).

Los controladores PID fraccionarios se pueden definir como una

generalizacion de los PID, ya que al igual que éstos su salida depende de la
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combinacion de las tres acciones anteriormente comentadas, pero en este caso las
acciones integral y derivada tienen naturaleza fraccionaria. La expresion analitica de
la funcidn de transferencia de este controlador viene descrita en (Podlubny, 1999a),

la cual tiene la siguiente forma:
1
C(s)=P+—+Ds", (3.58)
s

donde los parametros 4 y u son los o6rdenes fraccionarios de la variable de Laplace.

Estos controladores PID fraccionarios son también conocidos como
controladores PI'D". En el caso de que los valores de A y u sean iguales a 1,

tendremos el usual controlador PID entero.

A
U
PD PID
u=1
PI -
0 A=1 A

Fig 3.17 Tlustracion grafica de las aportaciones de un PID fraccionario (sombreado).

En la literatura podemos encontrar diversas formas para ajustar los
parametros proporcional (P), integral (/), derivativo (D), orden integral (1) y orden
derivativo (u) de estos PID fraccionarios. A continuaciéon se presenta un pequefio

resumen de las mas destacadas.
Ajuste del PI'D” mediante control de modelo interno (IMC)

Esta técnica para la sintonizacion de controladores PID de sistemas SISO fue
propuesta por (Rivera et al., 1986), y también tiene aplicacion para la sintonizacion
de controladores PID fraccionarios. Esta técnica hace uso del esquema de control
presentado en (Hagglund y Astrom, 1996) que podemos observar en la Fig 3.18,
donde F es la planta a controlar, F~ es la inversa o una planta lo mas cercana posible

a la inversa de F, F’ es un modelo de 'y B es algun filtro paso bajo elegido
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apropiadamente, de tal forma que reduzca la influencia de los errores de modelado a
. . * . ’
altas frecuencias. Si /' fuera exactamente la inversa de F entonces el error e seria

igual a la perturbacion d.

d
e +
—» —>» B <2k > F g —>

b)

Fig 3.18 Diagrama de bloques para control de modelo interno (a) y su equivalente (b).

En el diagrama de bloques equivalente de la Fig 3.18 (b), se ha simplificado
el conexionado del diagrama completo que se muestra en la parte de arriba de dicha

figura (a). El bloque simplificado C tiene la funcidn de transferencia siguiente:

C(s)= B(s)F"(s)
1-B(s)F (s)F'(s)

(3.59)

Este controlador C, en el caso general, no tiene por que ser un PID o un PID
fraccionario. Para conseguirlo basta con tomar las siguientes expresiones para las
funciones de transferencia:

— K e—Ls.
1+ Ts*

F(s)

(3.60)
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B(s)=—
1+T,s
u
Fr(s) = T8 (3.61)
F'(s)= 1-Ls).
)= 1719

Tomando estas expresiones, obtenemos un controlador con la siguiente

funcidn de transferencia:

K K
(s)=Kdatl) K(Tfij). (3.62)
S

Este puede ser visto como un controlador PID fraccionario con la parte

proporcional igual a cero.

Si tomamos ahora las siguientes funciones de transferencia, donde B ha

dejado de ser un filtro pasa baja:

B(s)=1

"
F*(s)=1+TS

(3.63)

K 1
1+Ts* (1-Ls)’

£7(s)

obtenemos un nuevo controlador, que presenta la forma descrita en (3.64).

1 T

1 %1 %k T .
CZ(S)ZE+%+§—£+ES‘. (3.64)

Si una de las dos partes integrales es despreciable, tendremos un controlador

PID fraccionario.

Por ultimo, si tomamos la siguiente aproximacion (3.65) para mejorar el
modelo de F’, con las mismas expresiones para By F' que se muestran en (3.63)

obtenemos el controlador (3.66).
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Ls
K 175
F(s)=—n L2 (3.65)
1+75% LS
2
1 T
C3(s):§+ﬂ+lf—€+is”.

S S

3.66
K (3.66)
Si una de las dos partes integrales es despreciable, el controlador se convertira
en un PID fraccionario; obviamente, si tomamos xe€Z los tres controladores

anteriores Cj, C,, y Cs se convertiran en unos controladores convencionales PID.
Ajuste del PI’D* mediante minimizacién

El objetivo es ajustar los parametros del PID fraccionario usando un
algoritmo de optimizacion, de tal forma que el sistema controlado cumpla con unos

objetivos de margen de ganancia y fase, sensibilidad y robustez; descritos mediante
las siguientes condiciones (Monje et al., 2004), (Monje, 2006):

La ganancia en la frecuencia de cruce @, debe tomar el valor:

C(jo,)G(je,)| =0 dB. (3.67)
e El margen de fase ¢, ha de permanecer constante con valor:
arg| C(jo,)G(jo,)]|=-7+0p,. (3.68)
e Rechazo de ruido a alta frecuencias:

T (jo)= Cl)G(jo) | <adB,Vo>o raa/,
1+ C(j@)G(jo)|, ’ s

(3.69)

donde 7 es la funcion de sensibilidad complementaria y a es la atenuacion del

ruido deseada para frecuencias de @ mayores de @, .

Rechazo de las perturbaciones en la salida:

S(jo) = ! | <bdB, Vo<o mcy,
1+ C(j)G(jo)|, © /s

(3.70)
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donde b es el valor deseado para la funcion de sensibilidad para frecuencias

WL, .
e Robustez frente a la variacion de ganancia de la planta:

d[ arg[C(5)G(s)] ]
do

= 0. (3.71)

0=,

Con esta condicion se fuerza al sistema en lazo abierto a tener una fase plana

entorno a la frecuencia de cruce @, la cual le concede la propiedad de

robustez frente a las variaciones de ganancia (Chen et. al, 2006).

En todas las expresiones anteriores C(s) representa la funcion de transferencia

del controlador y G(s) representa la de la planta.
Ajuste del PI'D” mediante reglas de ajuste

Existen tablas con reglas de ajuste como las que existen para los PID enteros.
Estas han sido obtenidas previamente mediante optimizacién fijando los valores de
los parametros para plantas del tipo (3.60) y obteniendo los cinco pardmetros que

definen al PID fraccionario.

En (Valério, 2005) podemos encontrar varias tablas resumen de estos valores
de ajuste para el PID en funcion de sus parametros. La gran utilidad de estas tablas es

que pueden ser aplicadas incluso sin disponer del modelo de la planta a controlar.
3.5.3. Controladores H, y H,,

Un problema fundamental en la teoria y en la practica del control es el disefio de
controladores que tengan buen rendimiento, no s6lo para una planta Uinica y con
entradas conocidas, sino mas bien para una familia de plantas con diversos tipos de
entradas y perturbaciones. Los controladores descritos en este apartado son un

ejemplo de una formulacion a tal problema.

Los controladores obtenidos como resultado de minimizar las normas H, y
H,, han sido ampliamente utilizados y estudiados durante las ultimas décadas, en lo
que a plantas de orden entero se refiere. Las expresiones de ambas normas tienen la

siguiente forma:
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e Paralanorma H,

400

1G(s)], = % [ | GGG o) |do. (3.72)

—00

Esta norma de una funcidon de transferencia nos dice cudnto se amplifica o

atenua con respecto a su entrada en todas las frecuencias.

e Paralanorma H,

|G(s)||, = sup max|G(jw)|. (3.73)

Esta norma de una funcién de transferencia da como resultado la maxima
sobre todas las entradas (perturbaciones), con @ (no iguales a cero), del cociente de la
cantidad de energia que sale del sistema y la cantidad de energia que entra en el

sistema.

Para plantas de orden entero es posible encontrar expresiones para estos
controladores minimizando estas normas H, y H, de forma analitica (Lublin et al.,
1996). Desafortunadamente, en la actualidad, no se han encontrado las mismas para
el caso de plantas de orden fraccionario, debido a la complejidad de la formulacién
matematica cuando se utilizan expresiones fraccionarias. Sin embargo, es posible
usar métodos numéricos para minimizar estas normas (Petras y Hypiusova, 2002) o

incluso algoritmos genéticos (Valério y Sa da Costa, 2006).
3.6. Aproximaciones de los operadores fraccionarios

Las funciones de transferencia que contienen operadores fraccionarios, s en su
definicion, como las de los controladores vistos anteriormente, no tienen una
implementacion computacional sencilla. Por un lado, el sofiware de simulacion
disponible sélo trabaja con potencias enteras de “s” y, por el otro lado, tenemos el
comportamiento de memoria infinita de estos operadores. Por tanto, la labor de
encontrar aproximaciones de orden entero del integrador/diferenciador, s, se hace
indispensable para llevar a cabo implementaciones reales y simulaciones de este tipo

de sistemas. Cuando las simulaciones van a llevarse a cabo, las funciones de

transferencia fraccionarias son sustituidas por sus aproximaciones correspondientes
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con la condicion de que éstas tengan un comportamiento lo suficientemente bueno

para sustituirlas.

Existen muchas formas de encontrar estas aproximaciones pero
desafortunadamente no es posible decidir cudl de ellas es la mejor, ya que
dependiendo de la aproximacidén que se calcule tendremos ciertas caracteristicas
mejores y otras peores, por tanto, no existe un criterio unico para su eleccion. Se
pueden calcular aproximaciones de estos sistemas tanto en el &mbito continuo, plano
s, como en el ambito discreto, plano z, dependiendo de las necesidades o del tipo de

implementacion final.

Por otro lado, estd la problemdtica de la implementacion fisica de
controladores con términos fraccionarios, ya que solo en el caso de orden entero es
posible realizar exactamente una funcién de transferencia continua utilizando
elementos circuitales convencionales: resistencias, condensadores o inductancias;
ademas, como ya se indicO anteriormente, la expresion discreta de estos sistemas
tiene infinitos términos, memoria ilimitada. Por tanto, no podrén ser implementados
con exactitud utilizando los procedimientos habituales para la realizacion de
controladores discretos, mediante ecuaciones en diferencias de orden finito o filtros

digitales de orden finito.

En la actualidad empiezan a aparecer elementos circuitales novedosos como
son los supercondensadores (Quintana et al., 2006) y el Fractor” que exhiben
dindmicas que son descritas por una funcidon de transferencia con comportamiento
fraccionario, aunque su aplicacién directa en un circuito convencional todavia no
esta muy clara. Por ello, y teniendo en cuenta que el paso final para la aplicacion de
los controladores fraccionarios exige la obtencion de una forma realizable de los
mismos, sera necesario obtener aproximaciones realizables de las funciones de

transferencia que los caracterizan.

* Dispositivo electronico con comportamiento fraccionario, propiedad de Fractortech, Inc.

— 69 —



3. Célculo Fraccionario: Aplicacion al control de sistemas

3.6.1. Simulacion numérica de sistemas fraccionarios

La mayor dificultad para la simulacion de sistemas fraccionarios la encontramos
cuando queremos obtener una respuesta precisa en el dominio del tiempo, ya que en
la mayoria de los casos la obtencion de la expresion analitica de la salida del sistema

no es simple de obtener y computar.

Durante los ultimos 25 afios, se han venido desarrollando una serie de
algoritmos que pretenden, mediante métodos numéricos, la obtencion de
aproximaciones tanto discretas como continuas de sistemas con Ordenes
fraccionarios, de los cuales podemos destacar: (Oustaloup, 1983), (Al-Alaoui, 1994),

(Vinagre et al., 2000), (Petras ef al., 2001), (Chen y Moore, 2002), (Maione, 2006).

A continuaciébn vamos a revisar las principales formas de simulacion

numérica de los sistemas fraccionarios.
e Mediante su expresion analitica:

Es bien sabido que a partir de la funcion de transferencia de un sistema
podemos obtener su comportamiento en el dominio del tiempo cuando se presenta a
su entrada una sefial cualesquiera. Para ello basta con calcular la transformada

inversa de Laplace.

En el caso de los sistemas fraccionarios no siempre es facil obtener esta
expresion analitica, salvo que el sistema sea de orden conmensurable ya que en ese

caso su funcion de transferencia tendra la forma:

A
G(s)= —— (3.74)
;s -4
Teniendo en cuenta que:
137 g (3.75)
s =2, wpr '

la respuesta impulso de estos sistemas tendra la forma:

i(0) =Y At“"E, ,(At"), (3.76)
=0
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y la respuesta escalon tendrd la forma:

(O) =Y ALE, (A, (3.77)

=0

e Mediante aproximaciones continuas:

¢ _ 9

La obtenciéon de un modelo en potencias enteras de “s” que aproxime el
comportamiento del operador fraccionario, s, para valores de o dentro del intervalo
(0, 1), se le conoce como aproximacion continua. Una buena aproximacion continua
a los operadores fraccionarios debe dar como resultado una funcién racional con
polos y ceros entrelazados a lo largo del eje real negativo, asegurando que las
aproximaciones resultantes correspondan a sistemas estables y de fase minima

(Vinagre, 2001).

A continuacion se presentaran los métodos mas utilizados para la obtencion

de aproximaciones continuas de una forma general y somera:
- Aproximacion Crone:

La metodologia Crone permite aproximar de forma continua el operador
fraccionario s” mediante una distribucion recursiva de ceros y polos
(Oustaloup, 1991). Esta distribucion alterna los ceros y los polos en
intervalos elegidos previamente, de tal forma que se pueden construir
funciones de transferencia cuya ganancia varia linealmente con el
logaritmo de la frecuencia y con fase practicamente constante dentro de
un intervalo definido [@;, @y,]. Por tanto, el objetivo es obtener un
comportamiento en frecuencia lo més parecido posible al comportamiento
que tiene el operador fraccionario s Asi pues, la expresion de la funcion

de transferencia aproximada queda de la siguiente forma:

1+

N
G(s)=s" = C,] [ —=x. (3.78)
n=1

S
1+——
o,,
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- Aproximacion de Carlson:

Esta metodologia propuesta por Carlson y Halijak (1964) también
proporciona aproximaciones continuas del operador fraccionario, pero
rescribiendo la funcion de transferencia en la forma (3.79), y después
resolviendo esta ecuacion utilizando el método de Newton para aproximar
la raiz a de un numero de forma iterativa (3.81), tomando como punto de

partida (3.80). Desafortunadamente, este método solo funciona para

valores de % € Z , asi que a sdlo podra tomar valores tales como: ', Ya,...

G/ (s)=s (3.79)

G,(s)=1 (3.80)
(I—IJGA‘(S)J{ js

G(5)=G.,(5) . (3.81)

o[

- Aproximacion de Matsuda:

Matsuda y Fujii (1993) propusieron una metodologia basada en la
aproximacion de una funciéon no racional, por medio de una funcidén
racional obtenida mediante expansion en fracciones continuadas, de tal
forma que sus valores coinciden con los de la funcion original en un
conjunto de puntos logaritmicamente espaciados. La expresion de la

misma es la siguiente:

S —a S—w, S—w, S—
G(s)=a, + : =a,+ : ! : (3.82)
a4+_S"G a+ a+ a3+
! s—w,
a, +
a +...

- Método de expansion en fracciones continuadas:

Como se puede observar en (Roy, 1967), es posible obtener

. . . . . +
aproximaciones racionales del operador fraccionario s™* dentro del
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intervalo « € (0,1) mediante la expansion en fracciones continuadas de

las siguientes funciones:

1
Gh(S)ZW. (383)
G,(s) =[1+1JM. (3.84)
S

La primera de ellas (3.83) es valida para frecuencias altas mayores de
1 rad/s, mientras que la segunda expresion (3.84) es usada para

frecuencias bajas menores a 1 rad/s.
e Mediante aproximaciones discretas:

Para su sintesis se pueden utilizar tanto métodos directos como métodos
indirectos. Los métodos indirectos consisten en hacer primero una aproximacion
continua que encaje con la funcion de transferencia fraccionaria en el dominio de la
frecuencia y después realizar una discretizacion de la misma. Por otra parte, los
métodos directos emplean una funcién generadora (z ') para discretizar
directamente los términos fraccionarios de la funcion de transferencia. A

continuacion se presentan las funciones generadoras mas usuales:

- Euler (Backward rule):
—1 1—271
o(z)= o (3.85)
- Tustin:
-1
w(z” =%1+j1' (3.86)
- Al-Alaoui:
-1
o(z") = % ; +ZZ — (3.87)
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- Simpson:

w(z") = (3.88)

donde 7 representa el periodo de muestreo elegido para el sistema.

Al igual que en el caso anterior, estas aproximaciones discretas deben dar
como resultado una funcion racional con polos y ceros entrelazados a lo largo del eje
real negativo, asegurando que las aproximaciones resultantes correspondan a
sistemas estables y de fase minima. Ademas, es conveniente, desde el punto de vista
del control, que la metodologia utilizada conduzca a obtener funciones de
transferencia racionales o filtros IIR, ya que es bien sabido que los filtros FIR y los
IIR pueden cumplir las mismas exigencias, pero los filtros IIR lo hacen con menor
orden de filtro. Esto es importante a la hora de implementar el filtro pues presenta

una menor carga computacional al poseer éste un menor nimero de términos en z.

A continuacion se presentaran los métodos mas utilizados para la obtencion

de aproximaciones discretas de una forma general y somera:
- Aproximacion de Griinwald—Letnikov:

La manera mas simple y directa de obtener una aproximacion discreta de
s“ es usando el principio de memoria corta (Podlubny, 1999b), junto a
la definicién de Griinwald-Letnikov (3.4). Reemplazando en esta ultima

el intervalo de tiempo % por el periodo de muestreo 7.

. . . (xa)
sSR! =T Y ()| T (3.89)
=0 J

Esta aproximacion se basa en el hecho de que al aplicar la transformada
de Laplace a la ecuacion diferencial fraccionaria (3.90) con condiciones
iniciales nulas, obtenemos la funcidon de transferencia que queremos
discretizar. Por tanto, esta aproximacion para un amplio rango de
funciones de transferencia que aparecen en problemas de ingenieria o
fisica es equivalente a la definicion de Riemann-Liouville (3.2)

(Podlubny, 1999b).
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9(t) = D“u(). (3.90)

Aproximacion utilizando la integracion numérica y expansion en

fracciones continuadas:

Como ya se vio en el caso continuo, la expansion en fracciones
continuadas también es un método perfectamente valido para la obtencion

de aproximaciones racionales dentro del ambito discreto usando:

-1
w0 5,(27)

57~ Tf“CFE{a)(Z’I)“‘} =T, m,

(3.91)
donde T es el periodo de muestreo, P, y O, son polinomios de 6rdenes p,
y ¢, respectivamente y «(z ') es la funciéon generadora elegida para

discretizar: Euler, Tustin, etc.
Aproximacion de Maione:

Esta metodologia se basa en obtener aproximaciones del operador
fraccionario s°, ya que como se describe en (Tenreiro, 2001) este orden
de derivacién puede crear problemas de convergencia cuando se usan las
funciones de generacion de Tustin o Simpson. El autor obtiene la
aproximacion en dos pasos, primero aproxima el operador fraccionario
0.5

s~ mediante fracciones continuadas convergentes y después discretiza

usando la formula de Tustin (Maione, 2006).

s ki
B,
71'(2) = kp(Z)IBi—l (2) (3.92)

B(2)= B (2)+hp(2)B_,(2).
Aproximaciones basadas en identificacion en el dominio de la frecuencia:

Existen muchos métodos de identificacion de sistemas en el dominio de la
frecuencia, los cuales se emplean con objeto de obtener un modelo
racional cuya respuesta en frecuencia se ajuste a la del sistema original de

tal manera que se haga minima una determinada funcion de coste J.
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J = [W(@)|G(@)-G(o) “do, (3.93)

donde W es una funcién de ponderacion, G la respuesta en frecuencia

original y G la respuesta en frecuencia del modelo aproximado.

Existe una funciéon de MATLAB™, invfreqz, que implementa este

criterio. Esta tiene la siguiente sintaxis:
[B, Al= invfreqgz (H,w,nb,na).

Esta funcion devuelve los coeficientes del numerador B y del
denominador A4 con érdenes nb y na, respectivamente. H es la frecuencia
compleja deseada del sistema en los puntos w, y w contiene el valor de la

frecuencia en esos puntos, expresada en radianes por segundo.

Nota: también existe el equivalente continuo de esta funcién de
MATLAB™, cuyo nombre es invfiegs con una sintaxis muy parecida a la

anterior.

3.7. Aproximaciones racionales basadas en los polinomios de

Chebyshev

En esta seccion, se estudiardn varias técnicas basadas en los polinomios de
Chebyshev para la obtencion de aproximaciones racionales discretas del operador

fraccionario s”.

En primer lugar, se hard una breve introducciéon a los polinomios de
Chebyshev, repasando los conceptos fundamentales. A continuaciéon se mostrara
como utilizar la aproximacion de Chebyshev—Padé para aproximar operadores
fraccionarios. Ademas, se propondra el uso, como aportacion novedosa en esta Tesis,

de la aproximacion racional de Chebyshev para este fin.

Por ultimo, se realizard una comparacion de ambas aproximaciones basadas
en los polinomios de Chebyshev, tanto en el dominio del tiempo como en el de la

frecuencia.
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3.7.1. Introduccion a los polinomios de Chebyshev

Matematicamente, se conocen los polinomios de Chebyshev como una secuencia de
polinomios ortogonales o serie polindmica que son definidos recursivamente. Estos
polinomios se utilizan ampliamente en la literatura para obtener buenas

aproximaciones polindémicas de funciones continuas (Mason y Handscomb, 2003).

La teoria de las aproximaciones polindémicas de Chebyshev es demasiado
extensa como para describirla aqui con todo detalle. Por tanto, en esta seccion nos
limitaremos a destacar aquellos conceptos que necesitamos para desarrollar nuestras
aproximaciones. Existe una extensa bibliografia matematica sobre el tema, como, por

ejemplo (Spanier y Oldham, 1987), (Rivlin, 1990).

El polinomio de Chebyshev de grado n, notado como 7,(x), se define
mediante la expresion 7,(x) = cos(n arccos x), el cual, como es bien sabido, satisface
las siguientes relaciones: 7,+1(x) =2xT,(x) — T,-1(x), con To(x) =1y con Ti(x) =X

paratodon > 1.

Pdlinomios de Chebyshev

0.8

Tx)

1 1 1
-1 08 06 -04 02 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig 3.19 Representacion grafica de los seis primeros polinomios de Chebyshev.

=77 —



3. Célculo Fraccionario: Aplicacion al control de sistemas

A continuacién se muestran los primeros polinomios de la serie. En la Fig

3.19 se encuentran representados dentro del intervalo —1 <x < 1.

Ty(x)=1

T, =x

T,(x)=2x" -1

T,(x)=4x" —3x (3.94)

T,(x) =8x" —8x* +1
T,(x)=16x" —20x’ +5x

Este polinomio 7),(x) tiene n ceros dentro del intervalo [—1, 1] localizados en:

{3
x=cos| ——= |, k=1,2,3,...,n. (3.95)

n

Estos polinomios son ortogonales dentro del intervalo [-1, 1], satisfaciendo la

siguiente relacion de ortogonalidad:

0 i#J
> T )T,(x) =1 i=j#0. (3.96)
k=1

m i=j=0

Si f{x) es una funcioén arbitraria cualquiera definida en el intervalo [—1, 1] y si

los coeficientes c; para todo j = 0,..., n —1 son definidos por la siguiente expresion

2 n
¢, =2 ()T, (x,) (3.97)
k=1
entonces la aproximacion:
n—1 1
f(x)= {Zcﬂ}(x)}gco (3.98)
k=0

es exacta para x igual a cada uno de los n ceros de T,(x). Normalmente esta
aproximacion polindmica se trunca a un polinomio de menor grado m << n con los

mismos coeficientes c;.
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£ {”chn(x)}—%co- (3.99)

Esta aproximacion de Chebyshev presenta la desviacion mas pequefia del
verdadero valor de la funcidon f{x) para un determinado grado m. Para hacer posible
que el intervalo de la aproximacion sea [a, b] Unicamente habrd que realizar un

cambio de variable.

Dado que la aproximacion de Chebyshev es una serie polindmica, y ya que
para la obtencion de una funcion de transferencia necesitamos una funcion racional,
necesitaremos de una metodologia que basandose en ésta de Chebyshev nos permita
obtener tales funciones racionales. Dos de ellas son Chebyshev—Padé y racional de

Chebyshev, las cuales se exponen a continuacion.
3.7.2. Aproximacion de Chebyshev—Padé

La aproximacion racional de Chebyshev-Padé —CP— de una funcién f
cualesquiera se obtiene en dos pasos: en primer lugar, f* tiene que expandirse en una
serie de Chebyshev dentro de un intervalo dado [a, b]; y en segundo lugar, se calcula

la aproximacion racional mediante Padé (Press et al., 1992), (Graves-Morris, 1979).

La aproximacion de Padé es una funcidn racional de un orden especifico,
cuya expansion en serie concuerda con una expansion en serie dada en su mayor

orden posible. Por lo tanto, la funcion racional siguiente

k
24X

R(x)=—=2 (3.100)

se dice que es una aproximacion de Pade de la serie

f(x)=D ¢t (3.101)
k=0
si R(0)= f(0); entonces
d* d*
FR(x) = (x) ., k=1L2,..,M+N. (3.102)
x=0 x=0
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Aunque podemos seguir el desarrollo tedrico anterior para obtener la
aproximacion de CP, es mejor optar por utilizar las librerias de calculo simbolico de
los programas comerciales MATLAB™ o MAPLE™, ya que éstas tienen
implementado el calculo de esta aproximacion. A continuacion se presenta la sintaxis

de la funcién en MAPLE™:
chebpade (f, x=a..b, [m, n])

donde a y b son dos valores numéricos que especifican el intervalo de la
aproximacion, f es la funcion definida en simbolico que queremos aproximar, m y n
representan los grados deseados del numerador y del denominador de la

aproximacion, respectivamente.

La aproximacion de CP fue propuesta en (de Madrid et al., 2006) para
aproximar funciones de transferencia fraccionarias. El ejemplo que se propone a

continuacion ilustra este hecho.

Ejemplo

Para ilustrar la metodologia, supongamos que queremos obtener una
aproximacion racional discreta de la funcion de transferencia G(s) = %a utilizando
la aproximacion de CP con a = 0.5.

En primer lugar debemos discretizar la funcion de transferencia G utilizando,

por ejemplo, la funcion generadora de Euler (Backward rule) (3.85).

0.5
Gp(z )= L ___ 1L (3.103)

w(zfl)os (1- 271)05 >

donde T; es el periodo de muestreo que, en este caso concreto, lo vamos a tomar

igual a 0.1 segundos.
A continuacion hacemos el siguiente cambio de variable:
z ' =x. (3.104)

Con este cambio de variable podemos definir la funcion f a aproximar de la

siguiente forma:

f(x)=(1-x)". (3.105)
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Eligiendo como intervalo de la aproximacién el siguiente [-0.999, 0.999]° y
como grado del numerador y del denominador 3, obtenemos la aproximacion de CP

con el siguiente comando de MATLAB™:
chebpade (f, x=-0.999..0.999, [3, 3])

Se obtiene la siguiente aproximacion, después de deshacer el cambio de

. -1
variable x por z :

0.175028—0.310905z"" +0.149353z7 —0.012421z"

. 3.106
0.553472-1.259564z"" +0.8948462 —0.188667z" ( )

Gp(z)=

En la Fig 3.20 podemos observar la comparacion entre la respuesta escalon de
la funcién G y la respuesta escalon de su aproximacion racional G¢p usando CP. Si
observamos esta figura podemos afirmar que la dindmica de la aproximacion es
similar a la dindmica de la funcion G durante unos 150 segundos.

Respuesta escaldn
14 ‘

— Respuesta Real G(s)
— Respuesta Aproximacién G(z)

12

10-

Valor

Tiempo

Fig 3.20 Comparacién respuesta escalén entre G(s) y su aproximacion Gep(z ).

> Se escoge éste en vez de [—1, 1], porque la funcion ftiene un polo enx = 1.
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Por otro lado, en la Fig 3.21 se ilustra la comparacion entre las respuestas en
frecuencia de la funcién real G y su aproximacion de CP. Es facilmente observable
que la aproximacion tiene un mejor comportamiento, la forma de la grafica es mas

cercana a la real, en las frecuencias altas que en las bajas.

Diagrama de Bode
m“‘ T T T T T
— 10l — Respuesta Real G(s) |
@ \ — Respuesta Aproximacion G(z)
S |
é_
< 0 ]
_20\\\\\ Ll Ll Ll Ll Ll L
10" 10° 10° 10" 10’ 10
Frecuencia(rad/sec)
50—
o |
@
WL 50F SN R
_1mu\\ Ll Ll Ll Ll Ll L
10" 10° 10° 10" 10’ 10

Frecuencia (rad/sec)

Fig 3.21 Comparacion respuesta en frecuencia entre G(s) y su aproximacion Gep(z ).

La Fig 3.22 nos ilustra como esta aproximacion discreta es una funcion
racional con polos y ceros entrelazados a lo largo del eje real negativo, es estable y

de fase minima, tal y como se recomienda.
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Fig 3.22 Diagrama de polos y ceros de la aproximacion Gep(z ).
3.7.3. Aproximacion racional de Chebyshev

En esta seccidn se propone un nuevo tipo de aproximacién. La asi llamada
aproximacion racional de Chebyshev —RC— es una técnica muy ttil para encontrar

buenas aproximaciones racionales de una funcion f{x) en un intervalo [a, b] dado

(Press et al., 1992).
Sea R(x) una funcion racional, la cual tiene un numerador de grado m y un

denominador de grado n:

R(x)= LXMDY o py <<, (3.107)
I+gx+..+qx

donde po, ..., pm Y q1, ..., g, SONn m + n + 1 variables desconocidas.

Es bien sabido que en el caso de una aproximacion polindmica de Chebyshev
con k + 1 coeficientes, el término de error viene definido por el primer término

rechazo de la secuencia, es decir, el término 7,+;. En este caso, el nimero de
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coeficientes racionales, m+n+ 1, juega el mismo papel que el nimero de

coeficientes polindomicos, £ + 1.

Definamos también la desviacion de la funcion racional aproximada R(x) del
valor real de la funcidon f{x) con la funcién p(x), siendo p su maximo valor en valor

absoluto:
PX)=R(x)-f(x) p=max|p(x). (3.108)

La solucién ideal minimax seria aquella donde se eligieran los valores de p y
g, de tal forma que minimicen p. Obviamente existe alguna solucidon puesto que p
esta acotado por abajo por el valor 0. Sin embargo, encontrar esta soluciéon 6ptima no

es una tarea sencilla y directa (Press et al., 1992).

Teorema 3.3: Si R(x) es no degenerada (no tiene factores comunes en el
denominador y el denominador), entonces existe una unica eleccion de los valores de
PV g que minimizan p(x) (Ralston y Wilf, 1960), (Ralston y Rabinowitz, 1978).
Haciendo esto tenemos que p(x) posee m + n +2 extremos (maximos 0 minimos)

dentro del intervalo [a, b], de magnitud p y con alternancia de signo.

Calculando los x; de tal forma que sean igual a los extremos de la funcién y
no igual a aquellos valores que la hacen cero, y ademas no tratar de hacer que las
funciones R(x;) y f(x;) tengan el mismo valor en los puntos x; sino que vengan
condicionados por p(x) entonces, la ecuacion a satisfacer para resolver el problema

sera:

Pot+ X+t p, X" =[f () p](1+ g% +...4q,x))
i=12,...m+n+2.

(3.109)

Como podemos observar en la expresion (3.109), el nimero de parametros

desconocidos es m + n + 2, siendo el parametro p un parametro desconocido mas.

Una vez planteado el problema de esta manera, puede ser resuelto utilizando
un método iterativo basado en el algoritmo de Remes (Remes, 1957), el cual se
puede encontrar enunciado en diferentes versiones, algunas de ellas pensadas para
convertirlas rdpidamente en programas de ordenador (Cody, 1970), y el cual

podemos resumirlo en los siguientes pasos:
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1.- Encontrar una solucion inicial para los x;.
2.- Resolver la ecuacion (3.109) para estos nuevos coeficientes, y para p.
3.- Evaluar R(x) para encontrar los nuevos puntos extremos.

4.- Reemplazar el valor anterior por el extremo actual calculado con el mismo

signo.
5.- Ir al paso 2 e iterar hasta converger.

Una de las variaciones de este algoritmo para encontrar los valores optimos
de p y g esta descrito en (Press, et al.,1992). Ademas los autores proporcionan el
codigo fuente en lenguaje C para que pueda ser compilado y adaptado a cada

necesidad.

En (Romero et al., 2006) se propone de forma novedosa el uso de esta
aproximacion racional de Chebyshev para aproximar operadores fraccionarios con
funciones de transferencia discretas. En el siguiente ejemplo se ilustrara esta
metodologia haciendo uso del cédigo de (Press, et al.,1992).

Ejemplo

Para ilustrar la metodologia, supongamos que queremos obtener una

aproximacion racional discreta de la funcion de transferencia G(s) = ya utilizando
s

la aproximacion de RC con a = 0.5.

En primer lugar, debemos discretizar la funciéon de transferencia, G(s),

utilizando, por ejemplo, la funcidon generadora de Al-Alaoui (3.87):

1 (% )0‘5 (7+271)

Gre(z7)= oz )" = (1—z1)> ) (3.110)

donde 75 es el periodo de muestreo que en este caso lo vamos a tomar de nuevo igual

a 0.1 segundos.

. . . 1 ., .
Haciendo el cambio de variable z = x, tenemos una funcién f a aproximar

mediante RC, de la siguiente forma:
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0.5
7”) : G.111)
1-x

fx)= (
Se ha elegido como intervalo de la aproximacion: [-0.999, 0.999]° y como
grado del numerador y del denominador 3, obteniendo la siguiente aproximacion:

0.293688 —0.606779x + 0.353762x% —0.040582x" 3.112)
1—-2.657220x +2.320843x> —0.663619x° ' ’

R(x)=

. . -1 . .y
Una vez deshecho el cambio de variable, x =z ', obtenemos la aproximacion

siguiente:

Lo 0.293688—0.606779z" +0.3537622 2—0.0405822"
Gre(z ) = — - . (3.113)
1-2.657220z" +2.320843z% = 0.663619z

Respuesta escalén

15

— Respuesta Real G(s)
Respuesta Aproximacion G(z)

10

Valor

150
Tiempo

Fig 3.23 Comparacion respuesta escalon entre G(s) y su aproximacion Ge(z ).

® Se escoge éste, en vez de [1, 1], porque la funcion ftiene un polo en x = 1.
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En la Fig 3.23 tenemos la comparacién entre la respuesta escalon de la

funcién G(s) y la respuesta escalon de su aproximacion racional Gre(z ™).

Podemos observar en la Fig 3.24, donde se ilustra la comparacion entre las

. .y . .7 -1
respuestas en frecuencia de la funcidn real G(s) y su aproximacion Gre(z ), que esta
aproximacion tiene un mejor comportamiento en las frecuencias altas que en las

bajas.

Por ultimo, podemos destacar, observando el diagrama de polos y ceros de la
Fig 3.25, que esta aproximacion discreta es también una funcidn racional con polos y
ceros entrelazados a lo largo del eje real negativo, es estable y de fase minima, tal y

como se recomienda.

Diagrama de Bode
m“‘ T T T T
— Respuesta Real G(s)
@ 40\ Respuesta Aproximacion G(z) | |
:.é 207 ‘\\ ]
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g o+ : R S _ _
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_Z)H\\ Ll Ll Ll Ll Ll \\ﬂ
10" 10° 10° 10 10’ 10
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= O |
@
(2]
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L _50f |
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Fig 3.24 Comparacion respuesta en frecuencia entre G(s) y su aproximacion Gge(z ).
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Pole-Zero Map
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Fig 3.25 Diagrama de polos y ceros de la aproximacion Gre(z ™).

3.7.4. Comparacion en el dominio temporal

En esta seccion se realizara una comparacion entre las respuestas escalon de las

funciones de transferencia aproximadas del operador fraccionario s mediante las

técnicas de aproximacion de Chebyshev descritas anteriormente. Como resultado de

esta comparacion se intentard afirmar cual de ellas es mejor en términos de error

usando los estadisticos: media (3.114), desviacion tipica (3.115) y error cuadratico

medio (3.116).

. _ 1 n
e Media: e :—Ze,.;
niz

e Desviacion tipica: o =

(3.114)

(3.115)

(3.116)
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donde e expresa el valor del error, es decir, la desviacion del valor aproximado de la

funcion del valor real de la respuesta del sistema fraccionario.

Ademas, en esta comparacion también se incluirdn otras aproximaciones
obtenidas mediante otros métodos: expansion en fracciones continuadas (CFE),
invfregs (INV) y Crone (CRN), para asi poder comparar las ventajas de estas

aproximaciones.

Todas las aproximaciones serdn generadas con los mismos parametros:
periodo de muestreo, 7,=0.1s, orden de la aproximacion=3 y la funcion
generadora de Euler (3.85) para discretizar. Estas aproximaciones se simularan

durante un periodo de 400 segundos o 4000 muestras.

A continuacion se presentan las aproximaciones a estudiar:

0.175028—0.310905z "' +0.149353z7% —0.012421z

G.,(zhH= ) 3.117
er(27) 0.553472-1.259564z" +0.8948462z2 —0.188667z" ( )
_ -1 2 -3
GRC(Z,1)20.312780 0.7004_5172 +0.476o_4217z 0.0883_352 GUaI8)
1-2.745797z " +2.495164z 72 —0.749365z
. 0.316227-0.395284z""' +0.1185852z% —0.004941z
Gepp(z) = = — - . (3.119)
1-1.750000z " +0.875000z % —0.109375z
. 0.316217-0.502309z" +0.208534z2 —0.0142272
Gpp(z7) = - — = (3.120)
1—-2.088408z "' +1.328681z> —0.238644z
-1 _ -2 -3
GCRN(Z,I):O.1+0.038904Z 0.312440z72+0.174152z (3.121)

1-2.320372z7" +1.670872z —0.350438z "

En la Fig 3.26 se muestra la comparacion grafica entre la respuesta al escalon
real del operador fraccionario y sus aproximaciones, donde podemos observar que la
aproximacion de CP permanece proxima a la respuesta real Uinicamente durante un
tiempo de unos 100 segundos; en cambio, la respuesta de la aproximacion de RC

permanece el triple de tiempo proxima a la respuesta real.

También podemos observar que cualquiera de las otras tres aproximaciones
tiene un comportamiento temporal peor que las dos de Chebyshev, destacando la
obtenida mediante aproximaciones en fracciones continuadas CFE, la cual

permanece cercana a la respuesta real tinicamente durante unos cuantos segundos.
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Respuesta al escalén
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Fig 3.26 Comparacion entre la respuesta real al escalon y la de las aproximaciones.

Esta comparacion se justifica a través de la comparacidon cuantitativa
mediante los estadisticos: media (&), desviacion tipica (o) y error cuadratico medio

(MQ); que podemos observar en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1 Comparacion entre aproximaciones del integrador fraccionario de orden —0.5 usando Euler.

Cp RC CFE INV CRN
Media 4.025 0.097 12.839 10.095  6.051
Desviacion tipica 3.729 0.683 5.300 5.122 3.961

Error Cuadratico Medio 5.487 0.690 13.890 11.320 7.232

Como podemos observar en los datos de la tabla anterior, las aproximaciones
de Chebyshev son las que mejores resultados obtienen en términos de error, lo cual
se justifica ya que este tipo de aproximaciones tratan de obtener el mejor ajuste

posible en el dominio temporal. Destaca por encima de todas la de RC con valores

—-90 -



3.7. Aproximaciones racionales basadas en los polinomios de Chebyshev

del error cuadratico medio muy bajo. El resto de aproximaciones obtienen peores
resultados, aunque la que mejor se comporta es la obtenida mediante la metodologia

Crone.

En el anexo I se presenta mediante tablas, un estudio mucho mas extenso de
las aproximaciones de Chebyshev en el dominio temporal. En estas tablas se recogen
los resultados en términos del error del comportamiento de las diferentes
aproximaciones comparadas con la respuesta real. Estas aproximaciones se han
tomado eligiendo varios ordenes fraccionarios para aproximar, a, y varios grados
para el numerador/denominador, usando las formulas de Euler, Tustin y Al-Alaoui
como funciones generadoras para discretizar. Las conclusiones de este estudio se

resumen a continuacion:

e Todas las aproximaciones que hemos obtenido usando la técnica de CP han
dado lugar a sistemas estables. Sin embargo, algunas aproximaciones
obtenidas usando la técnica de RC han dado lugar a sistemas inestables. Esto
ha ocurrido conforme se ha ido incrementando el orden del operador

fraccionario y/o el grado del numerador/denominador de la aproximacion.

e La aproximacion de RC ha obtenido sus peores resultados, desde el punto de
vista de la estabilidad, cuando se ha usado la formula de Tustin para
discretizar. Aunque cuando se han obtenido sistemas estables, éstos han
presentado mejor comportamiento en términos estadisticos que los obtenidos

con CP.

e En general las aproximaciones obtenidas usando RC tienen mejor
comportamiento en términos de los coeficientes estadisticos &, o, y MQ.
Aunque cuando se incrementa el orden del operador fraccionario a es mejor

utilizar la aproximacion de CP.
3.7.5. Comparacion en el dominio de la frecuencia

En esta seccion se realizard una comparacion en el dominio de la frecuencia de las
funciones de transferencia aproximadas vistas en la seccion anterior. Para los
propositos de esta comparacion vamos a definir el siguiente rango de frecuencias

[w,wi] = [5-107, 10].
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Fig 3.27 Comparacion entre la respuesta real en frecuencia y las de las aproximaciones.

La respuesta en frecuencia de estas aproximaciones la podemos observar en la
Fig 3.27. En cuanto a la magnitud podemos afirmar que todas tienen una buena
respuesta, exceptuando la obtenida mediante CFE, que no empieza a caer con la

pendiente de 10 dB/dec hasta la frecuencia 0.2 rad/s.

Tabla 3.2 Comparacién en magnitud entre aproximaciones del integrador fraccionario de orden —0.5
usando Euler.

Cp RC CFE INV CRN
Media —0.416  —0.232 3.780 0.957 0.265
Desviacion tipica 1.109 0.656 5.330 2.645 0.737

Error Cuadratico Medio 1.184 0.696 6.532 2.812 0.782
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3.7. Aproximaciones racionales basadas en los polinomios de Chebyshev

En cuanto a la fase, podemos decir sin lugar a dudas que la aproximacion de
RC presenta el mejor comportamiento de todos, seguidas por las obtenidas con CP y
CRN. En la Tabla 3.2 y en la Tabla 3.3 se muestra esta comparacion de forma

cuantitativa.

Tabla 3.3 Comparacién de fase entre aproximaciones del integrador fraccionario de orden —0.5 usando

Euler.
Cp RC CFE INV CRN
Media -5.095 1421 23909 -14.388 -2.568
Desviacion tipica 11.319 4.131 17.036 16.255 12.249

Error Cuadratico Medio 12.4408  4.367 29.353 21.702  12.509

Al igual que en el apartado anterior, se pueden encontrar también en el
anexo I las tablas que muestran un estudio mucho mas extenso de las aproximaciones
de Chebyshev en el dominio de la frecuencia. En estas tablas se recogen los
resultados en términos de error del comportamiento de las diferentes aproximaciones
comparadas con la respuesta real. Estas aproximaciones se han tomado eligiendo
varios Ordenes fraccionarios para aproximar « y varios grados para el
numerador/denominador, usando las férmulas de Euler, Tustin y Al-Alaoui como
funciones generadoras para discretizar. Las conclusiones de este estudio se resumen

a continuacion;

e Las aproximaciones que usan la técnica de RC tienen un mejor
comportamiento en términos estadisticos &, g, y MQ cuando el grado del
numerador/denominador es bajo. Sin embargo, cuando se usan grados mas
grandes es mejor tomar las aproximaciones de CP, ya que como se puede

observar en las tablas tienen un mejor comportamiento.

e Las diferencias que presentan las aproximaciones obtenidas utilizando ambas
técnicas de Chebyshev se encuentran localizadas en las bajas frecuencias ya
que, normalmente, podemos observar que en altas frecuencias ambas poseen

un comportamiento similar.
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3.7.6. Distribucion de ceros y polos: estabilidad

En este apartado se presenta un estudio sobre la estabilidad de las aproximaciones de
Chebyshev mediante la distribucion de polos que presenta su funcién de

transferencia.

Como ya se comentd anteriormente, toda buena aproximacion debe de
cumplir: tener un entrelazado de ceros y polos a lo largo de z € (-1, 1), y tener fase
minima. Por ello, también, se incluye en el estudio la distribucion de los ceros de

estas aproximaciones.

Las condiciones anteriores son siempre las deseables. No obstante, se ha
detectado que no siempre podemos obtenerlas; si, por ejemplo, intentamos obtener la
aproximacion del operador fraccionario de orden 0.5, usando RC con grado 5 para el
numerador y el denominador y Euler como funcion generadora, obtenemos una
aproximacion con la expresion (3.122). Esta aproximacion tiene polos y ceros fuera

del circulo unidad, ver Fig 3.28. Por tanto, el sistema no es estable ni de fase minima.

Pole-Zero Map

08} . - i
06 N i
04t / v i

02p \ i

Imaginary Axis

o
Q
X
O
X
®
|

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Real Axis

Fig 3.28 Diagrama de polos y ceros de Ggc.
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Gpe (Z_l) =

~0.199618-0.520900z"" +0.307062z> +0.193486z " —0.223787z " +0.044518z"°
1-3.279585z7" +3.14603827" +0.220476z° —1.760849z* +0.673920z "

(3.122)

Esto es debido a que la aproximacion RC siempre coloca uno de sus polos o

ceros practicamente en la frontera con el circulo unidad. Por tanto, hay que tomar un

numero elevado de cifras decimales para los coeficientes de la funcion de

transferencia, ya que si no se hace asi, al truncar el valor de los decimales de estos

coeficientes nos aparece un problema de precision numérica.

Para este estudio, que se resumen en forma de tablas en el anexo I, se ha

optado por tomar seis cifras decimales para cada aproximacion mediante

truncamiento. Por tanto, esto ha de tomarse en cuenta para todas las conclusiones que

se presentan a continuacion:

Todas las aproximaciones obtenidas usando CP son estables al menos con los
ordenes fraccionarios y los grados de numerador/denominador que aqui se
han utilizado. Por otro lado, se han obtenido aproximaciones inestables
usando la técnica RC cuando el grado del numerador/denominador crece. Por
este motivo es mejor usar las aproximaciones de CP cuando se necesita un

orden fraccionario alto o un alto grado numerador/denominador.

Todas las aproximaciones de CP tiene un entrelazado de ceros y polos a lo
largo del eje real. También las aproximaciones RC siempre y cuando el

sistema resultante sea estable.

Todas las aproximaciones de CP tienen fase minima; en cambio, no todas las

aproximaciones de RC la tienen.

Generalmente, cuanto mas se incrementa el grado numerador/denominador de
la aproximacidén, mas se acercan el valor de los ceros y los polos de la

aproximacion a 1.

3.7.7. Comparacion con distinto grado

Para finalizar, en este apartado se presenta una pequefia comparacion entre las

dos aproximaciones de Chebyshev, CP y RC, con grado 2 con otra aproximacion
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3. Célculo Fraccionario: Aplicacion al control de sistemas

obtenida con la metodologia de CFE pero con grado 4. A continuacion se muestran la

funciones de transferencia de estas aproximaciones:

0.307300—0.363773z"' +0.071000z >

G.,(z"= . 3.123
er(Z7) 0.770776—1.227426z"" +0.459367z"* ( )
_ -1 -2
G (z’l) _ 0.385984 0.605888271 +O.221659272 ’ (3.124)
1.000000—-1.891537z" +0.891736z
_ -1 2 -3 —4
Gor ()= 1.741718-3.135093z" +1.746695z —0.310523z" +0.009315z . (3.125)

4.3750-9.6250z"' +7.0125z —1.8700z> +0.1309z"*

Desde el punto de vista de la respuesta temporal, podemos observar en la Fig
3.29 coémo las aproximaciones de Chebyshev se mantienen mas proximas a la
respuesta real durante mas tiempo a pesar de tener una funcion de transferencia con 2

grados menos que la aproximacion de CFE.

Respuesta escalon
8 T T T
— Respuesta real
Us —— Aprox.CFE, grado 4 |
— Aprox. CP, grado 2
6r Aprox. RC, grado 2 | |
5, -
3 4 1
>
3, _
2, -
11 |
0 |

| | | | | | | |
0 0 20 30 40 S 60 70 8 90 100

Fig 3.29 Comparacion entre la respuesta real al escalon y la de las aproximaciones con distinto grado.
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En la Fig 3.30 podemos observar que la respuesta en frecuencia sigue la

misma pauta, las aproximaciones de Chebyshev son capaces de alcanzar mucha mas

precision con una funcion de transferencia de grado menor, tanto para ganancia como

para fase.
Diagrama de Bode
4'0 T T T T
— Respuesta real
g o~ — Aprox. CFE, grado 4 | |
3 A\ — Aprox. CP, grado 2
= \ Aprox. RC, grado 2
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g 0 1
—~
_Z) Ll Ll Ll Ll L
10° 10° 10 10’ 10 10°
Frequencia(rad/seg)
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@ \ 7
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Fig 3.30 Comparacion entre la respuesta real en frecuencia y las de las aproximaciones con distinto

3.8. Conclusiones

grado.

En este capitulo se ha presentado un estudio introductorio al célculo fraccionario,

repasando sus definiciones y centrandonos en su aplicacion dentro del campo de la

teoria de control.

Se han repasado las principales metodologias existentes para la obtencion de

las aproximaciones racionales de los operadores fraccionarios, haciendo un estudio

comparativo de éstas.
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Se ha propuesto una nueva aproximacion basada en los polinomios de
Chebyshev. Esta técnica, llamada aproximacion racional de Chebyshev (RC),
consigue unos niveles de precision bastante elevados tanto en el dominio temporal
como en el de la frecuencia. Sin embargo, a medida que vamos aumentando el grado
del numerador/denominador o el orden del operador fraccionario esta caracteristica

se va degenerando.

Por tanto, se recomienda el uso de la aproximacion RC para bajos ordenes de
integracion fraccionarios y para bajos grados de numerador/denominador. En el caso
de requerir altos valores para estos parametros se recomienda el uso de la otra técnica

basada en los polinomios de Chebyshev, la aproximacion de CP.

En el siguiente capitulo se hard uso de estas aproximaciones como modelos

para el disefo de controladores predictivos para plantas de orden fraccionario.
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Capitulo 4

Control GPC de wuna planta

fraccionaria

En capitulos anteriores se ha presentado, por un lado, la metodologia de control
predictivo GPC, y por el otro, una introduccién al célculo fraccionario y su
aplicacion al control de sistemas. En el presente capitulo y siguientes, se hard uso de
ambos conceptos con el animo de obtener sistemas de control que contengan en su

implementacién ambas disciplinas.

El objetivo de este capitulo es el control predictivo de una planta de
naturaleza fraccionaria cuya dindmica viene descrita por una funcion de transferencia
con operadores fraccionarios. Como podemos observar en la Fig 4.1, este estudio
afectara al bloque de la planta y al del modelo dentro del esquema general del

control predictivo.

Para esta planta se diseflard un controlador de orden entero mediante la
metodologia convencional GPC. En la Fig 4.2 se destaca, en el diagrama de bloques
que representa el esquema de la metodologia GPC, la funcion de transferencia de la

planta que tiene esta naturaleza fraccionaria.



4. Control GPC de una planta fraccionaria

Entradas y Salidas Pasadas Trayectoria de
Referencia

Salidas Predichas + 4

N PREDICTOR ’x)

MODELO
PLANTA
A
OPTIMIZADOR :
Controles Futuros Errores Predichos
FUNCION DE COSTE

Fig 4.1 Diagrama de bloques simplificado de un sistema de control predictivo.

r(t) + e(?) T u(t) | Bo M UEN
RA 1 4y g

S al

T l

Fig 4.2 Esquema de control GPC en lazo cerrado.

Ya que la metodologia de control predictivo GPC exige el uso de un modelo
de orden entero y finito, tendremos que obtener éste mediante una aproximacion
discreta, de tal forma que describa de la manera mas precisa posible la naturaleza
fraccionaria de la planta. Asi pues, utilizaremos alguno de los métodos de

aproximacion y discretizacion vistos en el capitulo 3.

También se hard un estudio de la respuesta temporal y de la estabilidad de
estos sistemas de control, utilizando diversos modelos que aproximan la planta para
el disefio del controlador. También discutiremos sobre la fragilidad de los
controladores obtenidos, finalizando con unas recomendaciones para el diseiio de los

controladores GPC para plantas fraccionarias.

Las simulaciones realizadas son llevadas a cabo utilizando como modelo de la

planta la aproximacioén que se indique en cada momento y como planta real la
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obtenida mediante la aproximacion de Griinwald-Letnikov (3.4). Es bien sabido que
esta aproximacion nos da un numero de valores exactos para la respuesta temporal

igual al nimero de términos en z que tomemos para la aproximacion (Vinagre, 2001).

4.1. Obtencion del modelo

Es importante mencionar que no es materia de este capitulo la identificacion de la
planta o proceso. No obstante, si se estd interesado en identificar plantas con
comportamiento fraccionario, existen métodos adaptados para esta disciplina, como
los que podemos encontrar en los siguientes trabajos: para el caso de modelos de
orden conmensurable podemos utilizar el método de Vinagre (2001, pp. 140-141) y
el método de Hartley y Lorenzo (2003). Ambos estdn basados en la mejora del
método de identificacion de Levy (1959). Para el caso de modelos de orden no
conmensurable tenemos el método de Dorcak et al. (1996), que trabaja en el dominio
del tiempo, y el método de Lay et al. (1998), que lo hace en el dominio de la
frecuencia. Otro método, el de Hartley y Lorenzo (2003), hace su identificacion

basandose en distribuciones de orden continuo.

En el caso que nos atafie, podemos afirmar que la principal dificultad a la
hora de obtener el modelo discreto de una planta con naturaleza fraccionaria es el
hecho de que éste tiene infinitos términos en su funcidon de transferencia discreta, es

decir, memoria infinita, como ya se vio previamente.

Al requerir la formulacion de GPC el trabajar con modelos enteros discretos
finitos, se propone en esta Tesis la obtencion de estos modelos usando las
aproximaciones discretas de grado finito vistas en el capitulo anterior, y elegir
aquella que dé lugar a un controlador GPC con un buen funcionamiento en términos

de robustez y respuesta dinamica.

Cada uno de estos modelos aproximados tiene sus caracteristicas propias:
algunos aproximan mejor en el dominio del tiempo, otros en el dominio de la
frecuencia, etc. Por tanto, la eleccion del modelo idoneo para la obtencion del
controlador predictivo no es una tarea trivial. Ademas, tenemos el hecho de que no
siempre el modelo mas preciso da lugar al controlador mas robusto. Podemos

encontrar autores que ya han tratado el tema, como Kouvaritakis, et al. (1996), que
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describe como tomar un modelo de la planta diferente al nominal puede conducir a la
obtencion de un controlador que mejore las prestaciones del sistema de control en

lazo cerrado, con mayores margenes de estabilidad.

Por tanto, en este capitulo se propone una bateria de test donde se probaran
diferentes controladores obtenidos con cada uno de los diferentes modelos
aproximados de la planta fraccionaria (4.1), con el animo de ilustrar con cual de ellos
el sistema de control en lazo cerrado presenta mejores propiedades desde el punto de
vista del comportamiento dindmico, de la estabilidad, de la robustez y de la

sensibilidad.
H(s)=ks™; k,aeR. 4.1

Con esta planta tan sencilla trataremos de ilustrar técnicas que se puedan

utilizar en casos mas complejos.
4.2. Control GPC con modelos aproximados

En este epigrafe proponemos un estudio del control GPC de una planta fraccionaria,
concretamente de un integrador fraccionario de orden, oo = —0.4, ver expresion (4.1).
Debido a que este estudio pretende ser lo méds completo posible, de tal forma que el
disefiador conozca la casuistica y la dependencia de la respuesta del sistema con el

modelo tomado, trataremos el tema desde varios puntos de vista:
e Comportamiento dinamico y estabilidad.
e Robustez.
e Sensibilidad.

El ajuste de los controladores se llevard a cabo usando los pardmetros por
defecto vistos en el epigrafe 2.2.3 de esta Tesis. Asi pues: Ny=1, N, =10, y=1,y
A= 10" El valor de N, lo tomaremos igual a 3, ya que se recomienda que sea igual
al nimero de polos inestables o mal amortiguados del sistema. Como de forma
general, a priori, no conocemos los polos de la aproximacién que vamos a utilizar,
hacemos este valor igual al orden de ésta, asi cumplimos la recomendacion para el

peor de los casos. Para un ajuste mas fino del controlador se puede seguir la guia
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descrita en el epigrafe 2.1.3 de esta Tesis, donde se explica el significado de cada
uno de estos parametros y el efecto que provocan sobre la salida del sistema. Para el

prefiltro, inicialmente tomaremos el mas simple, 7(z ') = 1.

Para la simulacion de todos los sistemas de control se utilizara para la planta
la aproximacion de Griinwald—Letnikov (3.4) con 100 términos. Por tanto,
obtendremos una simulacion exacta del comportamiento del sistema durante 10
segundos para el periodo de muestreo usado de 0.1 segundos, ya que esta
aproximacion da un nimero de valores exactos igual a numero de términos que

utilicemos para la misma (Vinagre, 2001).

En nuestro estudio utilizaremos para obtener el modelo las cuatro
aproximaciones mas utilizadas en la literatura: expansion en fracciones continuadas
(CFE), aproximacion Crone (CRN), aproximacion basada en la identificacion en el
dominio de la frecuencia usando la funcién de MATLAB™ invfreqz (INV) y la
aproximacion de Griinwald—Letnikov (GL). Ademads, utilizaremos las dos

aproximaciones propuestas basadas en los polinomios de Chebyshev:

Chebyshev—Padé (CP) y racional de Chebyshev (RC).

Todas las aproximaciones se obtendran bajo las mismas condiciones de

discretizacion, las cuales se enuncian a continuacion:
e Periodo de muestreo 7 = 0.1 segundos.
.y 1 . .
e Funcién generadora de Euler (3.85) para discretizar.

e Grado de la aproximacion igual a 3, salvo en el caso GL, donde
tomaremos igual numero de términos que N,, de tal forma que
obtengamos el mejor modelo posible dentro de la ventana de

prediccion.

A continuacion se presentan las funciones de transferencia para los modelos

propuestos:

' Por motivos de espacio en este apartado nos cefiiremos a estudiar las aproximaciones
utilizando una tUnica funcion generadora, Euler, en el anexo II de esta Tesis podemos encontrar un
estudio del comportamiento temporal mas completo cuando se utilizan diferentes funciones de
generacion para discretizar y diferentes grados de las aproximaciones, manteniendo fijos los
parametros de configuracion del controlador GPC.
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0.398111-0.724359z"" +0.3633592° - 0.035137z"° __,

G (z")= . 4.2
er(Z) 1.000000—2.2189792 "' +1.520674z " —0.3014102° (4.2)
G (=)= 0.395274—0.897793z7" +0.626306z 2 —0.123733z" A 3)
ke 1.000000—2.679155z"" +2.364368z% —0.685208z> ~ '
G (=)= 0.398107—-0.517539z"" +0.165612z% —0.008280z " - 4.4)
crE 1.000000—1.700000z"" +0.816000z% —0.095200z> ~ '
G (=)= 0.398097 —0.647703z"' +0.281034z2 —0.022287z"° - @)
v 1.000000—2.026932z"" +1.23672222 —0.207105z" = '
G ()= 0.158489—0.051940z"" —0.300778z +0.194803z> A “.6)
RN 1.000000—2.256450z" +1.551021z72 —0.294480z > '
. 1
Gy (z7)= 4.7)

10 (0.4 .
71—0.42—10 (_ 1)/ [ * ]ZIO—_/

En la Fig 4.3 podemos observar la respuesta real del integrador al escalén
comparada con la respuesta de todas las aproximaciones anteriores, durante un
tiempo de simulacion de unos 100 segundos. Destaca por precision la aproximacion

RC seguida de CP y CRN, siendo las menos precisas INV, CFE y GL.

En este ejemplo se pone de manifiesto el hecho de que la aproximacion GL
pierde mucha precision, cuando se utiliza para representar el comportamiento del
sistema durante un numero de muestras superior al numero de términos utilizados
para su implementacion. No obstante, como veremos posteriormente, es muy precisa
cuando el numero de muestras representadas es igual al nimero de términos que

presenta.
La respuesta real analitica de este sistema, como vimos en el capitulo 3, tiene

por expresion:

1 0.4
y(t)—mt . (48)

Es observable que esta expresion es una funcidon potencial monoétonamente

creciente, asi pues, ninguna aproximacion en funcion de transferencia estable podra
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4.2. Control GPC con modelos aproximados

captar indefinidamente su comportamiento, ya que éstas tienen por definicion su

respuesta al escalon acotada.

Respuesta al escalon
8 T T T

Valor

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 20 30 40 5 60 70 80 90 100

Fig 4.3 Respuesta al escalén de las aproximaciones de s .

Realizando una ampliacién en la figura anterior, de tal forma que se haga
visible la zona correspondiente al espacio de la ventana de prediccion definida por
[N, N,], podemos observar, como se nos muestra en la Fig 4.4, que todas las
respuestas se encuentran bastante proximas a la respuesta real exceptuando la
obtenida con la aproximaciéon CRN. La Tabla 4.1 refleja cuantitativamente este
hecho destacando la precision alcanzada con las dos aproximaciones basadas en los
polinomios de Chebyshev: CP y RC, las cuales obtienen menor valor del error que el

obtenido con la aproximacion GL.

Este hecho aunque destacable no es significativo, ya que se trata, como
posemos observar en la tabla, de un error de dos centésimas, el cual es provocado,

posiblemente, por efecto del truncamiento del nimero de términos de los coeficientes
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4. Control GPC de una planta fraccionaria

de la funcion de transferencia. En cambio, si es significativo el error de la

aproximacion CRN que en diez muestras ya es mayor de una décima.

Respuesta al escalén

—CP
121 B

— NV
1L RC / i
GL £
— Redl
08 /

Valor

06f 1

02 B

0 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Tiempo (s)

Fig 4.4 Respuesta al escalén de las aproximaciones de s ** dentro del intervalo correspondiente a la
ventana de prediccion.

Desde el punto de vista de la respuesta en frecuencia, la Fig 4.5 muestra el
diagrama de Bode de estas aproximaciones, tanto en magnitud como en frecuencia,
dentro del intervalo [1073, 7/Ts]. Destaca de nuevo la aproximacion de RC por su
proximidad a la respuesta real. La Tabla 4.1 muestra cuantitativamente el error
cuadratico medio (ECM) de cada una de estas aproximaciones con respecto a la

respuesta real.
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Diagrama de Bode
CrFE
—_~ _@
m
3 —— RV
S o0 — NV
S
g -10 RC
< GL
20 — Real
| Lol Lol LT I |
10° 10° 10" 10’ 10 10°
Frequencia(rad/seg)
/,
4
@
n
(]
L
| Lol Lol Lol Lo
10° 10° 10 10’ 10 10°
Frequencia (rad/seg)

Fig 4.5 Diagrama de Bode de las aproximaciones de s .

Tabla 4.1 Error cuadratico medio (ECM) de las aproximaciones de s*,
CFE Cp CRN INV RC GL
Escalon 3.5906 0.3821  0.5841 2.2093  0.0736  3.8795
Escalon (0 —1)s  0.0256  0.0247  0.1220  0.0260  0.0213  0.0255
Magnitud 7.7810  2.1444  3.6144 47567 09478  8.8074
Fase 26.1386 18.6685 33.6142 22.6736 14.2972 27.2679

4.2.1. Estudio del comportamiento dinamico y de la estabilidad

En este epigrafe veremos el comportamiento dindmico de la sefial de salida y de los

esfuerzos de control para los modelos anteriormente descritos. El controlador GPC se

ajustara en la manera ya indicada.
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4. Control GPC de una planta fraccionaria

De forma cuantitativa se estudian los siguientes parametros:

e Tiempo de subida (Z,;). Tiempo necesario para que la salida del

sistema alcance el valor final de la referencia.

e Tiempo de establecimiento (7). Tiempo que tarda la salida del
sistema en establecerse en una franja inferior al 5% del valor final de

la referencia.

En la Fig 4.6 tenemos representada la grafica de la simulacion de los sistemas
de control GPC para cada uno de los modelos de la planta fraccionaria. Todos
presentan una respuesta similar salvo el obtenido usando Crone que es inestable y el
obtenido usando la aproximacion racional de Chebyshev que presenta oscilaciones a

su salida. En la Tabla 4.2 se recoge este hecho de forma cuantitativa.

Simulacion GPC
15 T T T T T
— Referencia
1 o —— - — P ——— @E —
—CP
= 05 —INV -
>
RC
0 A AN o GL
_05 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)
3
2 |
1-W4 } -
= 0F — _ .
5 e~ ’/,,.
AL / 4
2 i
_3 | | | | | | | | |

Tiempo (s)

Fig 4.6 Simulacion del sistema de control GPC usando varias aproximaciones de s .
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4.2. Control GPC con modelos aproximados

Este comportamiento puede ser debido a que la aproximacion de Crone es de
fase no minima, por tanto, presenta un cero fuera del circulo unidad. Es decir, no
presenta las caracteristicas que debe de tener una buena aproximacioén. Ademas, tanto
¢ésta como la aproximacion RC presentan dos de sus polos muy pegados a la frontera
con el circulo unidad, siendo esta circunstancia critica para la estabilidad, ya que con

un pequefio error de redondeo estos quedarian fuera de este circulo.

Con el resto de las aproximaciones obtenemos unas respuestas similares al

escalon, ya que apenas existen diferencias entre las mismas.

Tabla 4.2 Caracteristicas cuantitativas de los sistemas de control GPC.

CFE CP CRN INV RC GL
Estable Si Si No Si Si Si
tsub 0.1 0.1 - 0.1 0.1 0.1
Sobreoscilacion No No - No Si No
Les 0.1 0.1 - 0.1 0.9 0.1
ECM 0.0996  0.0996 - 0.0996  0.1044  0.0996

4.2.2. Estudio de la robustez

Como es bien sabido, cualquier modelo de una planta real que tomemos es
aproximado, ya que ningin método de identificacion existente nos permite captar
completamente la dindmica de una planta. En el caso de los sistemas de orden
fraccionario, ademas hay que tener en cuenta que cualquier implementacion discreta
es por definicidon aproximada, ya que, como hemos visto anteriormente, son sistemas
que poseen memoria infinita y, por tanto, infinitos términos en su funcién de

transferencia discreta.

Por consiguiente, se hace necesario un estudio de la robustez de estos
sistemas de control con plantas fraccionarias. Nosotros proponemos uno basado en el
criterio de Nyquist (Romero et al., 2008c). Ya se ha comentado que en la actualidad
no se disponen de técnicas numéricas tipo Routh o Jury para estudiar la estabilidad
de estos sistemas con naturaleza fraccionaria, so6lo las técnicas geométricas de

analisis complejo basadas en el principio del argumento son aplicables en el caso de
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4. Control GPC de una planta fraccionaria

usar funciones de transferencia con operadores fraccionarios. Con el criterio de
Nyquist se averigua cuantos polos inestables tiene el sistema en lazo cerrado, ademas
del margen en el que puede oscilar la ganancia del mismo para que éste siga siendo
estable. Para su aplicacion es necesario conocer las funciones de transferencia de

GPC sin ligaduras en lazo abierto (2.19).

A continuacion dibujamos la evaluacion del contorno para cada uno de los
controladores GPC obtenidos a partir de los modelos anteriores. Estos son dibujados

agrupandolos por respuestas similares.

Fig 4.7 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC para las aproximaciones CFE, INV y GL.

En la Fig 4.7 tenemos la representacion del diagrama de Nyquist para los
sistemas GPC obtenidos a partir de las aproximaciones de CFE, INV y GL. Como
podemos observar en la figura, todas las curvas dan un giro en el sentido antihorario

al punto (—1 + 0j), giro que compensa el polo doble en z = 1 que tiene el sistema en
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lazo abierto. A partir de la figura podemos calcular los margenes de estabilidad del

sistema para la ganancia k del integrador (4.1):

e CFE: ke (0, 1.2256).

e INV: ke (0, 1.5870).

e GL: ke(0, 1.6171).

Fig 4.8 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC para las aproximaciones CP y RC.

Los sistemas obtenidos con las aproximaciones de CP y RC presentan una
respuesta similar en el diagrama de Nyquist. Como podemos observar en la Fig 4.8
ambas rodean dos veces al punto (—1 + 0j) en sentido antihorario, para compensar el
polo doble en z = 1 que ambos sistemas tienen y al polo inestable que presenta en
z=-1.376 el sistema obtenido con CP, y al polo inestable en z = —6.024 del sistema

obtenido con RC.
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A partir de la figura podemos obtener los valores de £:

e CP: ke(0.6528, 1.3161).

e RC: k<(0.9759, 1.0280).

Fig 4.9 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC para la aproximaciéon CRN.

La Fig 4.9 nos muestra el diagrama de Nyquist del sistema obtenido para la
aproximacion de CRN. Se puede observar como la curva rodea dos veces en sentido
antihorario al punto (-1 + 0j), pero esto es insuficiente para compensar el doble polo
en z =1 y los dos polos inestables en z = 3.049 y en z = —1.397 que tiene el sistema

en lazo abierto. Por tanto, este sistema es inestable para cualquier valor de .

La Tabla 4.3 nos muestra los margenes de ganancia y fase de los sistemas de
control GPC obtenidos usando las aproximaciones anteriores. Destacamos el hecho
de que el sistema obtenido con la aproximacion GL nos da los mejores margenes de

estabilidad, por tanto, es el sistema mdas robusto. Recordamos que la respuesta
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temporal de la aproximacion obtenida usando GL con sélo 10 términos significativos
(4.7) era la que menos se aproximaba a la respuesta real del integrador que se
pretende controlar a lo largo de todo el tiempo de simulacion, 100 segundos. Aunque
también es cierto que su comportamiento dentro de la ventana de prediccion [N, N;]
es de los mejores en términos de error, como se recoge en la Tabla 4.1. En cambio la
aproximacion que tenia mejor comportamiento en términos de error a lo largo de
todo el tiempo de simulacion, la aproximacion RC, ha dado lugar al sistema con

menores margenes de estabilidad. Es decir, el sistema menos robusto.

Asi pues, tenemos aqui un caso donde no siempre el modelo mas preciso a lo
largo de toda la ventana temporal da lugar al controlador més robusto, como ya se
comentd al principio del presente capitulo. Puesto que para alcanzar este nivel de
precision tiene que colocar al menos uno de sus polos muy cerca de la frontera de la
estabilidad, y parece que este hecho condiciona enormemente la robustez en lazo

cerrado del sistema.

Tabla 4.3 Margenes de ganancia y fase para los sistemas de control GPC.

Aproximacion M. G. OMG M. F. WOMF
CFE 1.7648 31.4159 28.6511 17.4944
CP 23831 20.6361 23.7002 12.6670
CRN - - - -
INV 4.0109 31.4159 28.3280 15.7860
RC 0.2407 18.8524 5.1982  13.9690
GL 4.1408 31.4159 40.5048 14.1706

4.2.3. Estudio de la sensibilidad

En este epigrafe se propone un estudio de la sensibilidad de los sistemas anteriores
usando para ello las funciones de sensibilidad vistas en el capitulo 2 de esta Tesis, las
cuales tienen las conocidas expresiones (4.9) y (4.10). De esta forma, tendremos una
medida objetiva para cuantificar el grado en el que el sistema se ve afectado por las

perturbaciones y los ruidos en su sefial de entrada.
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5(2—1) _ R(Zil)AA(Zil) (4.9)
R(zHAA(z ) +B(zHS(z™)’ '
T(z")= B(z )S(") (4.10)

R(zHAA(z )+ B(zHS(z™")’

En la Fig 4.10 podemos observar las funciones de sensibilidad Sy 7 para los
sistemas que estamos estudiando, salvo para el obtenido con el modelo CRN, ya que

éste es inestable.

Andlisis de Sensibilidad

_1(x) Ll Ll Ll L
10° 10 10’ 10 10°
Frecuencia (rad/s)
CFE
L OD i
@ 0 W |
= RC
10- GL ]
o . —_—— . —_—— —= Ll | L
10° 10 10’ 10 10°
Frecuencia (rad/s)

Fig 4.10 Funcioén de sensibilidad Sy sensibilidad complementaria 7 para el sistema de control GPC.

La funcion de sensibilidad 5 nos muestra que todos los sistemas tienen un
comportamiento similar rechazando perturbaciones de baja frecuencia, salvo el
sistema obtenido con el modelo GL que es el que peor se comporta. Sin embargo, a

medida que vamos aumentando la frecuencia, el sistema obtenido con el modelo de
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4.2. Control GPC con modelos aproximados

RC es el que presenta peor rechazo a las perturbaciones. El resto de los sistemas

presentan un comportamiento similar.

Si estudiamos la funcion de sensibilidad 7 podemos observar que a bajas
frecuencias todos los sistemas tienen un comportamiento similar y son en las altas
frecuencias donde se produce diferencias entre ellos. En este caso observamos que el
mayor pico es para el sistema obtenido con el modelo de RC. Asi pues, este sistema
es mas vulnerable a los ruidos de alta frecuencia que pudieran provenir del sensor. El
resto de sistemas se comportan mejor a altas frecuencias, destacando el obtenido con

la aproximacion GL, que es el que obtiene un menor valor de pico.

De nuevo podemos observar como dependiendo de la aproximacion que
tomemos como modelo de la planta, se influye significativamente en las propiedades
del sistema de control en lazo cerrado. Asi pues, se hace necesario estudiar las
diferentes aproximaciones para quedarse con aquella que presente, a juicio del

disenador, el mejor comportamiento en aquellos aspectos que considere de interés.
4.2.4. Resumen utilizando diferentes funciones de generacion

A continuacion se extraen del anexo II de esta Tesis las principales conclusiones de
., . . . -04 .

la comparacion entre los diferentes modelos de la planta fraccionaria s ** obtenidos

utilizando diversas metodologias y funciones de generacion: Euler, Tustin y Al-

Alaoui:

e Se recomienda el método de Euler (backward rule) como funcién
generadora, ya que todos las aproximaciones discretizadas con esta

funcién han conducido a sistemas estables.

e Los mejores resultados, en cuanto a margen de ganancia y de fase, se
han obtenido usando las aproximaciones de Chebyshev—Pad¢, usando
Al-Alaoui como funcién generadora, y mediante la funcién invfregz

usando Euler como funcién generadora.

e Todas las aproximaciones estables tienen en general una rapida
respuesta, aunque algunas de ellas conducen a sistemas que presentan

sobreoscilaciones importantes. Podemos destacar el caso de aquella
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obtenida con el método de expansion en fracciones continuas y
Tustin, que presenta un sistema con una sobreoscilacién superior al

75%.

e Se desaconseja el uso de la metodologia Crone para obtener modelos
de la planta, ya que no se ha conseguido ningln sistema estable a

partir de estas aproximaciones.

e También se desaconseja utilizar Tustin como funcidon generadora para
discretizar, principalmente por el bajo nimero de sistemas estables

que se han obtenido.
4.3. La fragilidad del controlador

Durante los tultimos afos la comunidad cientifica de la teoria de control ha
desarrollado una gran cantidad de técnicas para disefar sistemas de control lineales e

invariantes en el tiempo que sean Optimos y robustos.

En todos estos desarrollos se entiende que el controlador disefiado debe
implementarse exactamente, ya que se asume el hecho de que las incertidumbres
que se presentan en el proceso de identificacion de la planta son claramente las mas
importantes dentro del disefio del sistema de control, mientras que los controladores

pueden ser implementados con un alto grado de precision en todos sus coeficientes.

En la actualidad muchos autores ponen en duda tal premisa, y afirman que es
necesario que cualquier controlador disefiado para formar parte de un sistema de
control en lazo cerrado tiene que ser tolerante a algunas incertidumbres en los
coeficientes que definen su funcion de transferencia. En (Keel y Bhattacharyya,1997)
se analizan varios ejemplos de disenos de controladores Optimos tomados de la
literatura, donde se puede apreciar la fragilidad de éstos ante cualquier pequefia

variacion en estos coeficientes.

Una vision general del disefio de controladores no fragiles la podemos
encontrar en (Dorato, 1998), donde se hace mencion y se resumen varias técnicas

enfocadas a este disefio, como el disefio basado en el margen de ganancia y fase.
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A continuacién, a modo de ejemplo, se va a realizar un estudio de la
fragilidad de los distintos controladores GPC obtenidos usando una serie de
aproximaciones racionales, variando el nimero de cifras significativas de los
coeficientes de sus funciones de transferencia mediante truncamiento, con la
intencion de concluir que aproximacion nos lleva a obtener un controlador mas
fragil.

Para este ejemplo se propone el control de un radiador eléctrico, el cual
podemos encontrar en (Vinagre, 2001, pp. 199-204), cuya funcion de transferencia se
ha obtenido mediante un método de identificacion que ha dado lugar a la siguiente

expresion fraccionaria de la planta:

1
39.695'%° +0.598

G(s) =

Para obtener un modelo aproximado de esta planta, se ha optado por obtener
una aproximacion racional del derivador de orden 0.26 y después multiplicarla por la
funciéon de transferencia racional del derivador entero de orden 1. La razon de esta
operacion es conservar el efecto derivador a bajas frecuencias como se explicard mas

adelante, en la Seccion 4.4.1.

A continuacidén, podemos observar las expresiones de las aproximaciones
discretas que usaremos como modelos de la planta (4.11), las cuales han sido
obtenidas con un periodo de muestreo, 7y = 1 s, usando la férmula de Euler como
funcion generadora y las siguientes técnicas: expansion en fracciones continuas
(CFE), Chebyshev—Padé¢ (CP), Crone (CRN), usando la funcién invfreqz de
MATLAB™ (INV) y racional de Chebyshev (RC):

~5+6.85z" —2.38382> +0.1470012" L

G z = z . 4.12
ere () —201.44+526.019800z"" —471.109034z72 +161.649980z> —15.352052z™* ( )
G (=)= —0.685622+1.2451162" —0.630015272 +0.0662460z> -

cr —27.622815+84.446105z" —92.0956952 +41.1929852> —5.923137z* ~

» 1-1.158414z7" +0.210201z .
Gy (z27)= I ) = = Z -
132.023942 —383.910591z" +388.5202422 —152.2185452 +15.615922
_ -1 -2 -3

G ()= 1-1.212560z" +0.3578572 2 —0.0177462 . (4.15)

= z
40.288809 —98.859280z " +81.561071z* —24.886406z " +1.972080z~*

4.11)

(4.13)

(4.14)
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1-2.098434z7" +1.311824272 —0.212521z L

GRC (Zil) = -1 -2 -3 =z
40.282443-134.634140z +164.597007z" —86.347381z7 +16.102590z

(4.16)

Una vez disefiados los controladores predictivos para cada uno de los
modelos anteriores usando los parametros por defecto: Ny =1, N, =10, N,=1,y=1,
A= 10", simularemos la respuesta escalon de todas ellas usando como equivalente
discreto de la planta real (4.11) la aproximacién de Griinwald-Letnikov con 300

términos, lo cual nos dard una simulacidon con resultados exactos para valores de

t<LT;=300s.

Simulacion GPC
1.5 ‘

—)

0 5 10 I ® ) 7
Tiempo (s)
5
4t |
5, \ |
0 \ : ‘7“ ‘ ‘ - {
0 5 10 I ® ) 7
Tiempo (s)

Fig 4.11 Simulacion del sistema de control GPC con controladores con la maxima resolucion en sus
coeficientes.

La Fig 4.11 ilustra la simulacién de estos sistemas de control, donde se ha

utilizado toda la resolucién que nos permite MATLAB™

para los coeficientes de los
polinomios del controlador, R y S. Es observable que todos los controladores

obtenidos tienen una respuesta casi idéntica, exceptuando el controlador obtenido
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con la aproximacion de Crone, el cual nos ha conducido a un sistema de control

inestable.

En una primera prueba, vamos a reducir a seis el nimero de cifras
significativas para los polinomios del controlador R y S. Como podemos observar en
la Fig 4.12, esta reduccion no le ha afectado mucho al controlador, ya que como

podemos ver la respuesta obtenida es idéntica a la que se obtuvo en la simulacion

anterior.
Simulacion GPC
1 —
=
0.5+ / -
/
o | | | | |
0 5 10 15 2 25 30

Tiempo (s)

4

J — )

CFE

0 5 10 15 20 25
Tiempo (s)

Fig 4.12 Simulacion del sistema de control GPC con controladores con una resolucion de 6 cifras en
sus coeficientes.

En una segunda prueba, el nimero de cifras significativas va a quedar
reducido a cuatro. En la Fig 4.13 podemos observar que todos los sistemas de control
permanecen con una respuesta similar a la simulacidon anterior, excepto aquella
perteneciente al controlador obtenido con la aproximacion de Chebyshev—Padé (CP),

cuya respuesta se ha degradado con respecto a la original.
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Por tultimo, nos quedamos Unicamente con tres cifras significativas, accion
que provoca el efecto en la simulacion de estos sistemas de control que muestra la
Fig 4.14. La respuesta se ha degradado bastante, hasta el punto de volverse inestable.
Solamente el controlador obtenido con la aproximacion de RC conduce a una

dinamica estable.

Simulacion GPC
y —
=
0.5~
////
J
0 / | | | | |
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (s)
4
— 1)

3 CFE

0 5 10 15 20 25 0
Tiempo (s)

Fig 4.13 Simulacion del sistema de control GPC con controladores con una resolucion de 4 cifras en
sus coeficientes.

La Tabla 4.4 muestra el valor del error cuadratico medio de la sefial de salida
de estas simulaciones con respecto a la sefial de referencia 7(f). Vemos como,
efectivamente, el error se dispara en el caso de usar solo tres cifras significativas,
salvo en el caso del controlador obtenido con la aproximaciéon RC, cuyo error

cuadratico medio se mantiene casi sin variacion.
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Simulacion GPC

"y

Tiempo (s)

o | | | | | | | | | ‘
0 5 0 15 20 2 30 35 40 4 0

Tiempo (s)

Fig 4.14 Simulacion del sistema de control GPC con controladores con una resolucion de 3 cifras en
sus coeficientes.

Tabla 4.4 Error cuadratico medio de las respuestas con diferente nimero de cifras significativas.
6 Cifras 4 Cifras 3 Cifras

CFE 0.288593 0.288593 2.090343
Cp 0.288746 0.297254 3.276408
INV 0.287720 0.288291 2.384350
RC 0.288801 0.288037 0.284215

Como resumen, podemos afirmar que no basta con el disefio de un
controlador robusto para controlar una determinada planta, ya que en la practica estos
controladores han de ser implementados en un dispositivo digital. Estos dispositivos
pueden no ser capaces de alcanzar la misma resolucion o numero de cifras

significativas que las utilizadas cuando se determinaron los coeficientes de la funcién
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de transferencia del controlador. Por tanto, se debe comprobar que el sistema sigue
conservando las propiedades de disefio con este nimero de cifras significativas que
nos va a permitir el sistema digital, ya que, como hemos visto, al truncar, unos
sistemas son mas fragiles que otros. De forma particular, y cifiéndonos al ejemplo
que nos atafie, podemos afirmar que el controlador menos fragil es aquel obtenido
con la aproximacion de RC, ya que éste no ha presentado apenas variacion en el
error a medida que se han ido quitando cifras decimales de su funcién de
transferencia. También hemos podido comprobar que el controlador obtenido a partir

de la aproximacion de CP se ha presentado como el mas fragil.
4.4. Recomendaciones para el disefio. Mejora de la robustez

Ya se ha estudiado que la respuesta del 1azo de control puede variar dependiendo de
la aproximacién que utilicemos para obtener la expresion del modelo de los
operadores fraccionarios en el ambito discreto. Debido a la gran cantidad de
aproximaciones racionales que podemos utilizar para aproximar discretamente la
planta fraccionaria, es muy dificil generalizar de forma teérica cudal aproximacion
nos lleva a un control mdas robusto y estable. Aunque de forma practica hemos
concluido en los epigrafes anteriores que determinadas metodologias de
aproximacion nos ofrecen modelos con los que se obtienen controladores GPC con

mejores prestaciones.

Como hemos visto, la metodologia de disefio propuesta lleva a que, una vez
elegida una aproximacidn, se compruebe la respuesta del sistema de control usando

unos pardmetros para el controlador determinados.

Desde el punto de vista del disefio, hemos propuesto (Romero et al., 2008c)
tres técnicas que nos ayudan a obtener sistemas mas estables, independientemente de
la aproximacion que tomemos para obtener el modelo de la planta fraccionaria. Estas

técnicas son:

Mejora de la respuesta del modelo a bajas frecuencias.

Uso del prefiltro del controlador 7(z ).

Ajuste de los parametros N, y /.
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De forma general, podemos decir que estas técnicas mejoran la estabilidad y

la robustez de estos sistemas contra los problemas de desajuste entre la planta real
fraccionaria y el modelo aproximado tomado.

Para ilustrar esta metodologia, se van a tomar dos aproximaciones del
integrador fraccionario de orden 0.4 (4.17), usando so6lo las dos técnicas de
Chebyshev vistas anteriormente, con un periodo de muestreo 7; = 0.1 s. Las

aproximaciones resultantes tienen las siguientes expresiones:

k
-1 -2 -3
Gop(z) = 0.226352-0.41 1845271 +0.2O6593Z,2 0.019978273 - (4.18)
0.568564 -1.261632z" +0.864601z™ -0.171371z
_ -1 = -3
(=)= 0.395274 0.89777?32 +O.62637(2)6z 0.1237332 - (4.19)
1-2.679155z7 +2.364368z" —0.685208z

12
10
8

— Real
—0CP
RC
0 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (s)

Fig 4.15 Respuesta escalon de las aproximaciones CP y RC del integrador de orden 0.4.
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La Fig 4.15 ilustra la respuesta escalén de ambas aproximaciones. Podemos
observar que la aproximacion RC es la que mas tiempo permanece cerca de la

respuesta real de la planta en esta simulacion.

Partiendo de estas aproximaciones, calculamos los controladores GPC usando
los parametros por defecto Ny =1, N, =10, N,=1,y=1,1= 104, obteniendo las
respuestas escalon que se ilustran en la Fig 4.16. La simulacion de esta respuesta
escalon se lleva a cabo usando como planta real, la aproximacion de Griinwald-
Letnikov con 100 términos. Recordamos que esta aproximacion nos dard una

simulacion con resultados exactos para valores de t < L7, =10 s.

Simulacion GPC

S (1T

0.5

y(t)
=

_cp’
\ ——RC
0 . ‘ ‘ : : I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)
2
1.5+ \l
€ 1
>
05} T
0 | | | | | |

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Fig 4.16 Simulacion del sistema de control GPC del integrador fraccionario de orden 0.4 para las
aproximaciones de CP y RC.
Los resultados de la simulacion nos muestran que la aproximacién mas
precisa, RC, da lugar a un sistema de control inestable. En cambio, con la
aproximacion de CP se obtiene un sistema de control estable. La Fig 4.17 y la Fig

4.18 muestran el diagrama de Nyquist de ambas aproximaciones. El sistema de
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control obtenido con la aproximacién de CP presenta un polo inestable en
z=13.4148, y un polo doble en z = 1. Por tanto, P = 2. El contorno de Nyquist rodea
al punto critico (-1 + 0j) dos veces en sentido antihorario. Por tanto, N = —2. Asi
pues, sumando tenemos Z = 0, es decir, sistema estable en lazo cerrado con un

margen de ganancia comprendido en el intervalo (0.9579, 1.0183).

Nyquist Plot

05 S R
-1.06 1.056 1.4 -1.083 1.2 -1.01 -1 099 -098 097

Fig 4.17 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC con modelo de orden 0.4 obtenido con la
aproximacion de CP.
El sistema de control obtenido usando la aproximacion de RC presenta un
polo inestable en z = 28.1224, y un polo doble en z = 1. Esto hace que P = 2, pero no

rodea al punto critico, por lo tanto, tenemos un sistema inestable con Z = 2.

Sera esta ultima aproximaciéon que da lugar a un sistema de control inestable,
la que utilizaremos, seguidamente, para ilustrar las técnicas para mejorar la

estabilidad.
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Nyquist Plot

I
106 -1.05 -14 -1.03 -1.02 -1.01 -1 09 -098 -097

Fig 4.18 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC con modelo de orden 0.4 obtenido con la
aproximacion de RC.

4.4.1. Mejora de la respuesta del modelo a bajas frecuencias

Tanto las aproximaciones de Chebyshev como las demds aproximaciones descritas
en capitulos anteriores tienen el problema de la pérdida del efecto integrador a bajas
frecuencias, es decir, presentan un margen de ganancia con pendiente horizontal

desde 0 rad/s hasta la frecuencia que le confiere el primer polo de la aproximacion.

Esta falta de precision a bajas frecuencias puede resultar critica a la hora de
disefiar el controlador GPC. Por tanto, en caso de obtener un sistema inestable con la
aproximacion del integrador fraccionario, se recomienda descomponer éste en un
producto de un derivador de orden fraccionario multiplicado por un integrador

convencional de orden entero.

G(s) = % _Lgos, (4.20)
S S
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Retomando el ejemplo anterior, podemos ahora calcular la aproximacion RC

del derivador fraccionario s°:

06 ~ 3.980108-9.532780z "' +7.283315z % —1.730421z"° o
1-1.794500z"" +0.869685z > —0.069682z " ’

4.21)

después de hacer la operacion descrita en la expresion (4.20) obtenemos la siguiente

expresion para el integrador:

0.398010—0.953278z" +0.728331z2 =0.173042z

Go ,(z7")=
RC*Z( ) 1-2.794500z" +2.664185z2 - 0.939367z° + 0.069682z*

' (4.22)

Diagrama de Bode

60‘ —
— Aproximacion inicial
Aproximacion mejorada | |

— Respuesta real

Amplitud (dB)
3

_20 Lol | Lol Lol L
10 10° 10° 10" 10’ 10

Frequencia (rad/s)

_m, _

Fase (%)

_&), _

_1(D‘ Lol Lol Lol Ll Lol
10" 10° 10° 10 10’ 10

Frequencia (rad/s)

Fig 4.19 Comparacion de la respuesta en frecuencia de la inicial y la nueva aproximacion de RC con
mejora a bajas frecuencias.

La Fig 4.19 muestra la comparacion de la respuesta en frecuencia entre las
funciones de transferencia del sistema usando la aproximacioén inicial (4.19) y la

nueva aproximacion de RC (4.22). Podemos observar que ambas presentan un
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comportamiento similar a altas frecuencias, pero s6lo la ultima conserva el efecto

integrador a bajas frecuencias.

La funcion de transferencia en lazo abierto del sistema presenta un polo en
z=131.599830, y un doble polo en z = 1, por lo tanto, tenemos que P = 2. El
diagrama de Nyquist correpondiente a este sistema se muestra en la Fig 4.20, donde
podemos observar que N = 2 y por tanto, Z = 0, es decir, el sistema es estable en lazo
cerrado para todo k dentro del intervalo (0.991, 1.005). La Fig 4.21 muestra la nueva

simulacion del sistema de control GPC, ahora con una dinamica estable.

Nyquist Plot

405 0@ 1015 -1.01 -1.005 -1 095 09

Fig 4.20 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC usando la nueva aproximaciéon RC con
respuesta mejorada a bajas frecuencias.
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Simulacion GPC
15 T T T

— 1)

——y(t)

u(t)

0.2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

Fig 4.21 Respuesta del sistema GPC usando la nueva aproximacién RC con respuesta mejorada a
bajas frecuencias.

4.4.2. Uso del prefiltro del controlador 7 (z_l)

Ya se ha comentado que el uso del prefiltro 7 puede mejorar la robustez del sistema
contra los problemas de desajuste entre la planta real y el modelo tomado. Por este
motivo una correcta eleccion del mismo puede conducir a estabilizar un sistema que,

a priori, no lo era.

Para la eleccion del prefiltro 7 se van a seguir las recomendaciones que
podemos encontrar en (Yoon, 1994), (Yoon y Clarke, 1995). Este prefiltro tiene la

conocida expresion (2.31).

La primera experiencia se va a realizar tomando el valor de 7 = 0. Haciendo
esto tenemos que 7 = A4. Con estas condiciones obtenemos un sistema de control
GPC cuya respuesta escalon se muestra en la Fig 4.22 y cuyo diagrama de Nyquist se

observa en la Fig 4.23.
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Simulacion GPC

1.5

4. Control GPC de una planta fraccionaria

10

Tiempo (s)

10

=A4.

Fig 4.22 Respuesta del sistema GPC usando la aproximacion RC con el polinomio T’

Nyquist Plot

Fig 4.23 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC usando la aproximaciéon RC con el

=A4.

polinomio T
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Siguiendo la misma recomendacion, se realiza una segunda experiencia
tomando el valor de 7 = 0.8, obteniendo un prefiltro con la siguiente expresion
T =A(1 - 0.8z"). Con estas condiciones obtenemos un sistema de control GPC cuya
respuesta escalon se muestra en la Fig 4.24 y su diagrama de Nyquist en la Fig 4.25.

Simulaciéon GPC
15

0.5

5 6 7 8 9

10
Tiempo (s)

Fig 4.24 Respuesta del sistema GPC usando la aproximacion RC con el polinomio 7' = 4(1 —0.8z™").

En ambos casos se ha estabilizado la respuesta del sistema en lazo cerrado,

teniendo ahora un sistema estable. Los dos sistemas poseen un doble polo en z = 1,

P =1, el cual se compensa con una vuelta en sentido antihorario en el diagrama de
Nyquist N =—1. Por tanto, Z = 0.

El primer sistema serd estable siempre que el valor de k pertenezca al
intervalo (0, 3.8595), y el segundo para valores de k£ que pertenezcan al intervalo

(0, 8.9686). Asi pues, queda comprobado que con la inclusion de este segundo

prefiltro hemos aumentado el grado de robustez del sistema.
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Nyquist Plot

Fig 4.25 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC usando la aproximacién RC con el
polinomio 7' = A(1 — 0.8z ).

4.4.3. Ajuste de los parametros N,y 4

Inicialmente en el ajuste del controlador GPC, para el modelo de la planta obtenido
mediante la aproximacion RC (4.19), se usaron los pardmetros por defecto
recomendados por (Clarke, et al., 1987a), pero, como pudimos observar en la Fig
4.16, estos parametros nos llevaron a la inestabilidad. Debido a esto parece logico
proponer una recomendacién diferente para elegir los valores del ajuste del
controlador. Entre todos ellos, y a tenor del efecto que tienen sobre la estabilidad del
lazo de control, se propone variar el valor del horizonte de control, V,, y la secuencia

de pesos del error de la sefial de control, 4, de la siguiente forma:

e N, igual al grado de la funcién de transferencia usada como modelo,

incluso aunque ésta sea estable.

e J igual a los coeficientes binomiales que aparecen, de forma natural,

en la aproximacion de Griinwald-Letnikov:
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(04
)

El incremento del valor de N, ocasiona una accién de control mas agresiva,

, j=12,..,N,. (4.23)

ya que aumenta el niimero de grados de libertad para minimizar en la funcion de
coste de GPC. Esta accion se compensa mediante la eleccion de la secuencia de

pesos, 4, ver expresion (4.23), Va € (-1, 1), que nos suaviza la accién de control.

De esta forma obtenemos una secuencia de pesos tal que A(k) < A(k+1), la cual
confiere al sistema una accion de control suave (Camacho y Bordons, 2004).
Siguiendo esta recomendacion vamos a elegir, para el modelo RC que hemos tomado
como ejemplo, un horizonte de control N, = 3, el cual nos genera la siguiente

secuencia de pesos: A(1)=0.12, 4(2)=0.4,y A4(3) = 1.

Usando esta nueva recomendacion obtenemos un sistema de control cuyo
diagrama de Nyquist en lazo abierto esta representado en la Fig 4.26. Este sistema
presenta un polo en z = 6.6508, y un doble polo en z = 1, por lo tanto tenemos que
P =2. Esto se compensa con dos vueltas en sentido antihorario en el diagrama de

Nyquist N =-2. Por tanto, Z = 0 (sistema estable en lazo cerrado).

Nyquist Plot

Fig 4.26 Diagrama de Nyquist del sistema de control GPC usando la aproximacién RC con los nuevos
parametros N, y 4.
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Por ultimo, la Fig 4.27 muestra la respuesta escalon del sistema de control
GPC, que como podemos observar es estable y sigue a la referencia, siempre que los
valores de k que pertenezcan al intervalo (0.899, 1.037).

Simulacion GPC
1.5 T T T

—o—y(t)

1.5 ‘ ‘

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)

Fig 4.27 Respuesta del sistema GPC usando la aproximacion RC con los nuevos parametros N, y 4.
4.5. Conclusiones

A lo largo del presente capitulo se ha visto como es posible el control de una planta
que presenta naturaleza fraccionaria mediante la metodologia general de control

predictivo GPC.

Para ello, se ha estudiado el tema de la eleccion del modelo de la planta
fraccionaria, ya que, como hemos visto, la discretizaciéon de la funcion continua de
una planta fraccional conduce a un modelo que posee un niimero infinito de términos
y la metodologia de GPC requiere de un modelo de orden finito. Hemos podido
comprobar como no siempre el modelo mas preciso da lugar al controlador maés
robusto. Fruto de este estudio se proponen una serie de recomendaciones practicas
para el disefio de los controladores GPC, las cuales podemos resumir en tomar el

método de Euler (backward rule) como funcidén generadora junto a la metodologia de
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Chebyshev—Padé y racional de Chebyshev para obtener las aproximaciones. Se
desaconseja el uso la metodologia Crone para obtener modelos de la planta y utilizar
Tustin como funciéon generadora para discretizar, como se desprende del estudio

realizado en el anexo I1.

Para el estudio de la estabilidad de estos sistemas de control GPC de plantas
fraccionarias se ha propuesto el uso de la técnica conocida como criterio de Nyquist,
ya que en la actualidad no se disponen de técnicas numeéricas tipo Routh o Jury para

estudiar la estabilidad de sistemas con operadores fraccionarios.

También proponemos tres técnicas utiles desde el punto de vista del disefio
que ayudan a mejorar la estabilidad, independientemente de la aproximacion que
tomemos para obtener el modelo de la planta fraccionaria. Estas las podemos resumir
en: mejora de la respuesta del modelo a bajas frecuencias, uso del prefiltro del

controlador GPC, y ajuste de los pardmetros NV, y 4.

Hemos podido observar que determinadas metodologias para obtener un
modelo aproximado del operador fraccionario dan lugar a controladores GPC mas
fragiles, es decir, éstos son mas sensibles a cualquier variacion en los pardmetros que
definen su funcién de transferencia. Por tanto, es recomendable la comprobacion
mediante simulacion del controlador con el numero de cifras significativas que va a

permitir su realizacion practica.

Como resumen podemos afirmar, desde el punto de vista de la eleccion del
modelo y debido al amplio abanico de resultados obtenidos usando los diferentes
modelos de la planta, que es mejor que el disenador simule el sistema (planta +
controlador) con diferentes modelos y tome aquél cuyas caracteristicas desde el

punto de vista de la dinamica, robustez, fragilidad, etc., le resulten mas adecuadas.

En los proximos capitulos se abordara el disefio de controladores predictivos
pero con naturaleza fraccionaria. Es decir, serd la funcion de coste de los mismos la
que venga definida por estos operadores. Para ello, en el capitulo 5 introduciremos el

operador integral definida fraccionaria.
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Capitulo 5

Integral definida fraccionaria

En este capitulo se propone una generalizacion del concepto de integral definida

extendiendo el significado de la misma para el caso de un orden de integracion real.

Es bien conocida, dentro del calculo integral entero, la regla de Barrow,
también llamada segundo teorema fundamental del célculo integral. Esta regla
permite calcular facilmente el valor de la integral definida a partir de cualquiera de

las primitivas' de la funcion:
b
[ f(r)dx = F(b)-F(a) (5.1)

En el presente capitulo se generalizara la regla de Barrow de forma que
abarque también el caso de ordenes de integracion fraccionaria (Romero et al.,

2010a).

Ademas, se presentaran dos métodos de evaluacion numérica de la integral

definida fraccionaria, apoyandose en la definicion de GL, vista en el capitulo 3.

Por ultimo, como consecuencia de la generalizacién anterior, se enunciaran
las propiedades mas importantes de esta nueva integral definida de orden

fraccionario.

! F es una primitiva de f'si y solo si fes la derivada de F : DF =f.



5. Integral definida fraccionaria

La integral definida fraccionaria sera la base para la definicion de un nuevo

tipo de controlador predictivo que se vera en el capitulo siguiente.
5.1. Resultado principal: integral definida fraccionaria

Como resultado principal vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.1. Sea f(x) una funcion descrita como una serie de potencias
(3.10), la cual es derivable fraccionariamente, y ademas f(x) no es una funcion

C(1—a) constante, para o € R. Entonces se cumple que:

[ D f(x) |dx = F*“(b) - F*(a), (5.2)

Q C—

donde F*(x) es una funcioén primitiva de orden a de f{x).
Demostracion
Para demostrar el teorema anterior, partimos de la transformacion del

operador D en el operador [

b

[ D" f(x)|dx = j (17 £ (x) ] ax. (5.3)

a

Q C— >

Con a R (teniendo en cuenta la definicion de GL (3.4)). Esta expresion
puede ser expandida usando la regla de Barrow para la integral definida de orden

entero.

? C—

(17 f (@) Jax = [[ 1 f(x)]dx‘ =l ]ax

xX=

(5.4)
=77 f(x)\x:b — 7' f(x)‘x:a .

Si f no es C(1—a) constante (como consecuencia del Teorema 3.2 no hace
falta asegurar que f no sea una C(—1) constante, porque suponemos que f(x) # 0)
entonces, como consecuencia del Teorema 3.1 y de la relacion entre los operadores

D e I, podemos afirmar:

Q C— >

(17 f(x) |dx =1 f(x)L:b G f(x)\x:a : (5.5)
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Introduciendo la siguiente notacion:
F(x)=1°f(x), (5.6)

la expresion (5.5) puede ser reescrita de la siguiente manera:

Q C— >

[ 17 £ (x) [dx = F“(b) - F*(a). (5.7)

Como queriamos demostrar.

La parte derecha de la expresion (5.7) tiene la apariencia de la generalizacion
de la regla de Barrow para el caso de la integral definida fraccionaria. Por esta razéon
proponemos la parte izquierda de la expresion (5.7), escrita en términos del operador

1, como la definicion de la integral definida fraccionaria de orden a.

Definicion 5.1. La integral definida fraccionaria de una funciéon f con
derivadas fraccionarias que no son C(l—a) constantes y que admita una

representacion en serie de potencias, viene dada por la siguiente expresion:

b
“I"f(x)= j [ D7 f (x)]ax, (5.8)
siendo: a,b € R los limites de integracion y a € R el orden de integracion.

Corolario 5.1. Regla de Barrow fraccionaria. Sea f{x) una funcion que
admita derivadas fraccionarias, representacion en serie de potencias y que, ademas,

no sea C(1-a) constante, con « € R. Entonces:
“I, f(x)=F*(b)-F“(a). (5.9)

Demostracion trivial a partir del Teorema 5.1 y la Definicion 5.1.
5.2. Evaluacion numérica

La evaluacién numérica de la integral definida fraccionaria cuya expresion es (5.8)
puede realizarse de dos formas diferentes: por un lado, en una primera via, como
consecuencia del Corolario 5.1, podemos aplicar a la expresion (5.9) la definicion de
Griinwald — Letnikov (3.4) para obtener una expresion discreta y evaluable de las dos

funciones primitivas F. Asi pues:
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“If(x)=F*“(b)—F“(a) =D f(b)-D“ f(a) =

Hmai(—l)’ (_fjf(b—rm}{mai(—l)’ [_r“}/(a —rAx)ﬂ. (5-10)

Operando y expandiendo:

1) = A {(—1)° (‘0“ ]f(b) 1) (_1“ jf(b—AX) + }
(5.11)
of & | @
- Ax” {(—l) [ 0 jf(a)+(—l) [ | Jf(a—Ax)Jr..}.
Definimos la expresion de @', como:
e 5.12
o', =(-1) ) (5.12)

Sustituyendo y agrupando términos:

@', f(b)+@' f(b—Ax)+...
I f(x)=Ax" |+, f(a)-0', f(a)+',,, f(a—Ax) -, f(a—Ax)+ [(5.13)
+0' , fa=2Mx)—', f(a=20x)+ @', , f(a—3Ax)— ', f(a—3Ax)+...

La expresion anterior la podemos escribir de manera mas compacta de tal

forma que queda resumida de la siguiente forma:

“I' f(x)= F*(b)— F*(a) = A&x" - W" . (5.14)
donde:
Wz( w, W, Wen W, o W W), (5.15)

7:( fO) f(Ax) ... fla—Ax) f(a) .. f(b-Ax) f(b))' (5.16)

-
conw, =o' -0', ;n=b-a;y o', =(—1)k[ i j, o' =0,Vk<O0.

Por tanto, utilizando la expresion (5.14), junto con las expresiones (5.15) y
(5.16) tenemos el primer método de evaluacion numérica de la integral definida

fraccionaria.
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Por motivos de simplicidad en la notacion y sin perdida de generalidad, a y b
han sido elegidos de tal forma que sean multiplos del periodo de muestreo del

sistema o paso de integracion Ax.

Por otro lado, siguiendo una segunda via, podemos encontrar otra forma de
evaluacion numérica de la expresion (5.8) mediante una evaluacién directa del
operador fraccionario D' * de dicha expresion, usando para ello la definicion de

Griinwald — Letnikov (3.4):

TD““f(x)dx=j.{Axa_li(—1)i (lfa}mﬂx)}dx- (517

Esta expresion puede ser expandida de la siguiente forma:

b

- -1 [ 0 -« f 1 l-a
jD “ f(x)dt = Ax” D(—l)( . jf(x)dx+j(—l)[ | jf(x—Ax)der

a

(5.18)
t L (l-a
+j(—1) , |[f=2ande.)
Usando la siguiente definicion para wy
(1«

w, =(-1) , (5.19)

k

podemos escribir,
b b b
j D" f(x)dx = Ax*" { j @, f (x)dx + j o, f (x—Ax)dx +

‘ ‘ ¢ (5.20)

+ [0, f(x=280)dx + [, f (x = 3Ax)dx +.. |.

Esta ultima expresion es una suma de infinitos términos, que son integrales

b
enteras definidas con la expresion a)pI f(x— pAx)dx. Estas integrales pueden ser

a

evaluadas de la siguiente forma:

a)p-b[ f(x=pAx)dx =, F,(b)-F,(a)], (5.21)

~ 141 -



5. Integral definida fraccionaria

donde F, es una funcion primitiva de f{x — pAx).

La expresion (5.21) puede ser expandida, de nuevo, usando la definicion de

Griinwald — Letnikov:

’ 0 (-1
®,[ f(x= pAn)dr =, KAXZ(—I)’ [ ,- }/(b -G+ p)Ax)]—

(5.22)
0 ; _1 )
- A (D) ; (a—(i+ p)Ax)
i=0
Teniendo en cuenta que:
(—1]_{ 1 si i= par
i) |1 sii=impar
) v (5.23)
(—l)i— 1 st i= par
-1 s i =impar
y
o, =0, Vk<O0, (5.24)
podemos evaluar la expresion (5.22) para cada valor diferente de p:
e p=0:
b
wojf(X)dX= @ Ax[f (D)~ f(a)+ f(b—Ax)~ f(a—Ax)+ (5.25)

+f(b—2Ax)—f(a—2Ax)+...].
e p=1:

a)ljjf(x—Ax)dx: a)le[f(b—Ax)—f(a—Ax)+f(b—2Ax)—f(a—2Ax)+(5.26)

+f(b—3Ax)—f(a—3Ax)+...].

e p=2

wsz (x=2Ax)dx = @,Ax[f(b—2Ax)— f(a—2Ax)+ f(b—3Ax)— f(a—3Ax)+ (527

+f(b—4Ax)— f(a—4Ax)+...].

~ 142 -



5.2. Evaluacién numérica

* p=p

o, f(x= pAx)dx = 0, AxX[ f (b= pAx)— f(a= pAx)+ f(b=(1+ p)Ax) - (528

— fla=(1+ p)Ax)++f(b—(2+ p)Ax)— f(a—(2+ p)Ax) +...].

Es importante destacar que todos los términos de las expresiones previas
estan desplazados un periodo de muestreo con respecto a la anterior. Por ejemplo,
cuando p = 0 el primer término de la sucesion es f(b), cuando p = 1 el primer término

de la sucesion es f(b — Ax), etc.

Sustituyendo en (5.20) y sumando término a término:

iDl"“f(x)dx =

[, f(b)+ @, f(b—AxX)+ ...+ (w, — @) f (@) +...+ (@, — @,) f(0) +... ]
+o,f(b-Ax)+..+(o,-o)f(a)+..+(o,—®,) f(0)+... (5.29)

:Axafle
+o,f(a)+.+(@,-w,)f(0)+..

+,f(0)+... |

Operando y ordenando, la expresion (5.29) puede ser resumida de la siguiente

forma:
b p— —_—
jD‘—“ F(x)dx = Ax“ k" f, (5.30)
donde
7:(,f(—Ax),f(O),f(Ax),,f(a—Ax),f(a),,f(b—Ax),f(b))' (531)
k= (o W T W+ F Wy O+ O |+ F Oy Op |+ O+ Oy ., (5.32)
@, to,+.+0,,0 +0, +..+0O,..,0+0,,0,)",

A:%x, B:%x, n=B-A . (5.33)
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5. Integral definida fraccionaria

Es importante destacar que las expresiones (5.14) y (5.30) tienen un nimero
infinito de términos, memoria infinita, ya que tanto 7 como k y W tienen un
nimero de términos infinitos. Tedricamente, f (—oo) deberia ser evaluada. Sin

embargo, en la practica, y debido al principio de memoria corta (Podlubny, 1999c),

s6lo un niimero finito de términos es necesario.

Aunque las expresiones vectoriales (5.15) y (5.32) son diferentes, conducen al
mismo resultado numérico debido a las propiedades de la funcién gamma, lo cual es
logico ya que el resultado de ambas expresiones debe ser el mismo, como veremos

en un ejemplo posterior.
5.2.1. Ejemplos de aplicacion

A continuacion se presentan una serie de ejemplos cuyo objetivo es ilustrar los
métodos de evaluacidon numérica propuestos anteriormente. En un primer ejemplo,
evaluaremos numéricamente el valor de la integral definida fraccionaria de una
funcidon siguiendo las dos vias comentadas anteriormente. Seguidamente se
presentara otro ejemplo donde evaluaremos numéricamente una funcion genérica f{x)
utilizando la segunda via de evaluacion de la integral definida fraccionaria,
comprobando que para el caso entero de a = 1 obtenemos el conocido resultado de la

formula de Euler para integracion entera.

Ejemplo 1. Supongamos que queremos calcular el valor de la integral

definida de la expresion (5.34) para un periodo de muestreo Az = 1.
SIf() = [ D (x)de = F(4) = FO ). (5.34)
Podemos calcular el vector de la expresion a la izquierda del igual con ayuda

de la formula (5.14) obteniendo: WAx® =(... —-0.3280 0.72 0.8 1)', o bien

podemos calcular el vector de la expresion a la derecha del igual con ayuda de la

formula (5.30) obteniendo: kAx* =( -0.3280 0.72 0.8 1)' Como podemos

comprobar por ambos lados obtenemos el mismo resultado, asi pues, se puede

utilizar cualquiera de las expresiones anteriores para evaluar numéricamente la
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5.2. Evaluacién numérica

expresion (5.34). Aunque se recomienda utilizar la expresion (5.14) por tener una

formulacion mas compacta.

Ejemplo 2. Supongamos que queremos hacer la evaluacion discreta de

SAx

I D' f(x)dx . Mediante la definicion de Griinwald — Letnikov obtenemos:

2Ax

T D" f(x)dx = Ax™* [T @, f (x)dx + T o, f(x — Ax)dx +

SAx SAx
+ [ o, f(x—24x)dx+ | a)3f(x—3Ax)dx+..1 (5.35)
2Ax 2Ax
=A[L+ L+ L+ L+ .

Cada integral definida /; puede ser evaluada de la siguiente forma:

I, =, | f(x)dx =m,[F(5A)- F(2AY)]

= @ AX[ [(5AX) + f(4Ax) + f(BAX) + f (2Ax) + f(Ax) + f(0) + f(-AX)+..—  (5.36)
= [(2A%) = f(Ax) = f(0) = f(=Ax) = f(-2A%) = f(-3Ax) ~ f(-4Ax) ..
=a)0Ax[f(5Ax)+f(4Ax)+f(3Ax)] .

I = T f(x—Ax)dx =w, [ F(4Ax) — F(Ax)]

2Ax

= 0, Ax[ f(4Ax) + fBAX) + f(2Ax)+ f(Ax)+ f(0) + f (=A%) + f(2Ax) +..—  (5.37)
—f(Ax) = f(0)— f(=Ax) - f(-2Ax) - f(=3Ax)— f(-4Ax) - f(-5Ax)—..]
= o, Ax[ f(4Ax)+ f(BAx) + f(2Ax)] .

I, = o, Sfx [ (x=2Ax)dx =, [ F(3Ax) - F(0)]

= @, AX[ £ (3BAX) + f(2A%) + f(AX)+ f(0) + f(=Ax) + f(=2A%) + f(=3Ax) +...—
— f(0)— f(=Ax) = f(-2Ax) - f(-3Ax) - f(—4Ax) - f(~5Ax) = f(=6Ax) -...]
= 0, Ax[ f(3Ax) + f(2A%) + f(AX)] .
(5.38)
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5. Integral definida fraccionaria

I =, T S (x—nAx)dx =w,[ F((5—n)Ax)— F((2—n)Ax)]

=0, Ax[ [((5=m)A)+ f(5—n=DA)+ f(5—n=2DAx)+ f(5-n=3)A0)+..— (5.39)
— f(2=m)Ax)+ f(2—n-DAx)+ f(2—n—2)Ax)+ f((2—n—-3)Ax)-..]
=0, Ax[ f(5-m)AY)+ f(4=mAx) + f(3-mAY)] .

La serie anterior de integrales definidas puede simplificarse de la siguiente

forma:

5Ax ©

I DY f(x)dx=Ax"D 1, =Ax“ (... o+o,+0, o+ +0, o+, o)

A 5 (5.40)

( f(2Ax) f(Q(BAx) f(4Ax) f(SAx))' )
De esta forma obtenemos:

5Ax ©

j Dl"“f(x)dszx“Z[n :Ax“(... O+, +0, O+o+0, 0,+0 a)o)-

2Ax 0 (5-41)

( f(2Ax) f(BAx) f(4Ax) f(SAx))'.

Esta expresion (5.41) se ha obtenido desarrollando completamente la
expresion de la integral definida para este caso, aunque se podria haber obtenido el

mismo resultado aplicando las expresiones (5.14) y (5.30), indistintamente.
Vamos a considerar dos casos extremos:

e =0:

Tplf(x)dx=Ax°(... 00 -1 0 0 1)

(5.42)
(. fO) f(AY) fQ2Ax) f(3Ax) f(4Ax) f(5Ax))".
_[YDI F(x)dx =f(5Ax)— f(2Ax) . (5.43)
o a=1:
ZLD f)dx=Ax'(.. 0 0 0 1 1 1) 540

(o SO f(AY) f(2A%) fBAY) f(4Av) f(5A))".
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STDO f(x)dx =Ax[ f(BAx)+ f(4Ax) + f(5AX)] , (5.45)

esta ultima expresion es la conocida formula de la aproximacién de Euler para
calcular la integral definida mediante la suma de las areas de los rectdngulos, como

se muestra en la Fig 5.1.

S (x) f(4Ax)f(5Ax)
/(3Ax)

f(2Ax)

pd

2Ax 3Ax 4Ax S5Ax X

Fig 5.1 Integral definida usando la formula de Euler.
5.3. Principales propiedades

La integral definida fraccionaria comparte muchas propiedades con la integral
definida de orden entero. En general, las propiedades relacionadas con la linealidad
de la integral definida se mantienen en el caso fraccionario. En la Tabla 5.1 se

resumen algunas de ellas, teniendo en cuenta Vk,/ e R y a<beR:

Tabla 5.1 Propiedades de la integral definida fraccionaria.
L[ ()] =k 1 f (x)
L) +g)] =TI f(x)+ “I;g(x)
I, [K () +Ig(0)] = kI f (x) + 1“1 g (x)

L f(0)=="I; f(x)
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5. Integral definida fraccionaria

Estas propiedades son consecuencia directa de la definicion (5.8) y de las
propiedades de las derivadas de orden fraccionario (West, et al., 2003, pp 79-81). A

continuacion podemos ver su demostracion.
b

“I [k ()] = [ D"“kf () Jbe = k1. £ () (5.46)

a

IS0 +g()] = [ D [f () + g () |ix
_ j:’Dl-“ F(x)dx+ LbDI-“ 2(x)dx (5.47)
= “I:f(x) + “Ifg(x).

L)+ @)= [ [ (K () +g(0) (5.48)

=k I’ f(x)+1-“I"g(x).

“If )= [ [0 f (x)]de=~["[ D s (x)]dx
)

(5.49)

Sin embargo, no todas las propiedades de las integrales definidas de orden
entero se pueden generalizar de forma tan facil. Por ejemplo, consideremos el

siguiente resultado de sobra conocido para el caso entero:

Sea f{x) una funcidn continua en el intervalo [a, b], tal que a <b. Si flx) >0 |

b
x € [a, b], entonces I f(x)dx>0.

Esto que se cumple para el caso entero, no se cumple para el caso de un orden
fraccionario por dos razones. La primera es que los operadores fraccionarios tienen
una memoria infinita y, por consiguiente, las propiedades de f{x) deben ser tenidas en
cuenta en todo el intervalo (—oo, b]. La segunda razén, como veremos posteriormente,
es que los coeficientes del vector de pesos que nos permite calcular la integral

pueden ser negativos cuando o < 1.

También destacamos que no se puede demostrar el cumplimiento del teorema

del valor medio para el caso integral: f(c) =% “I’ f(x) puesto que no se puede
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asegurar la existencia de c e [a,b], ya que para demostrar esto debe de cumplirse

que:
mL < °“I" f(x)g(x) <ML (5.50)

siendo m y M el infimo y el supremo finito, respectivamente, de la funcidon f(x)

dentro del intervalo [a, b,y L= “I"g(x).

Como no podemos demostrar que L >0, Vx €[a,b], ya que los coeficientes

del vector de pesos que nos permite calcular la integral pueden ser negativos cuando
a < 1. Entonces no podemos demostrar el cumplimiento del teorema del valor medio,

ya que este requiere de la validez de esta demostracion previa para su demostracion.
5.4. Conclusiones

En este capitulo se ha generalizado el concepto de integral definida de tal forma que
abarque el caso de un orden de integracion real. Ademas, también se ha generalizado

la conocida regla de Barrow para el caso fraccionario.

Las propiedades mds importantes de esta nueva integral definida de orden
fraccionario han sido estudiadas. También se ha mostrado cémo debido a la
posibilidad de un orden de integracion menor que uno (aparecen términos negativos
en la secuencia de pesos para calcular el valor discreto de la integral), y debido a la
memoria infinita que presentan los operadores fraccionarios, algunas propiedades
que se cumplian en el caso de ordenes enteros, dejan de hacerlo cuando
generalizamos a orden real. Aunque en todo momento, y para cualquier orden de
integracion, se ha demostrado que las propiedades de linealidad del operador se

siguen cumpliendo.

Por otro lado, se han propuesto dos métodos de evaluacion numérica de esta
integral de orden fraccionario, presentado dos ejemplos cuyo objetivo ha sido

ilustrarlos.

En el proximo capitulo se utilizardn estos resultados para generalizar el
controlador predictivo GPC a un nuevo tipo de controlador predictivo fraccionario,

mediante la redefinicion de su funcion de coste. Por otro lado, no se escapa a nuestra
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5. Integral definida fraccionaria

atencion que estas integrales definidas de orden fraccionario pueden ser usadas para
definir funciones de coste en diversos campos de ingenieria. En el anexo III de esta
Tesis podemos encontrar un ejemplo de ello, donde se propone una funcidén de coste

usando este tipo de operadores para el disefio de un filtro IIR.
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Capitulo 6

Control Predictivo Generalizado

Fraccionario (FGPC)

Continuando con la dindmica de aunar en un mismo sistema el control predictivo y el
calculo fraccionario, en este capitulo se propone un nuevo controlador que incluya

explicitamente en su definicion los operadores fraccionarios. Concretamente, se

utilizara el operador integral definida fraccionaria, ”1”, el cual ha sido introducido y

estudiado en el capitulo anterior.

Este nuevo controlador tiene su base en el controlador predictivo GPC, el
cual es generalizado usado el operador integral definida fraccionaria para redefinir su
funcion de coste. Es decir, se actuard sobre el bloque optimizador, como podemos

observar en la Fig 6.1.

El controlador recibe el nombre en inglés de Fractional—Order Generalized
Predictive Control, cuya sigla es FGPC, el cual amplia la definiciéon del control
predictivo en general y la del GPC en particular dentro del dmbito del control

fraccionario (Romero et al., 2008a, 2009b).



6. Control Predictivo Generalizado Fraccionario (FGPC)

Entradas y Salidas Pasadas Trayectoria de
| Referencia
i Salidas Predichas T y
— PREDICTOR C)
MODELO
PLANTA
'y
OPTIMIZADOR «
Controles Futuros Errores Predichos
FUNCION DE COSTE

Fig 6.1 Diagrama de bloques simplificado de un sistema de control predictivo.

En cuanto a la planta a controlar, ésta puede ser descrita tanto por ecuaciones
dinamicas enteras, como por fraccionarias. En esté¢ ultimo caso, para obtener el
modelo de la misma, bastara tomar una aproximacioén discreta de la planta
fraccionaria usando uno de los métodos discretos para aproximar que vimos en el

capitulo 3.

Desde el punto de vista de la estabilidad y para estudiar la robustez de este
nuevo controlador, se proponen dos técnicas de analisis. Por un lado, atendiendo a
criterios de margen de ganancia y de fase y, por otro lado, mediante el uso de las
funciones de sensibilidad. En capitulos anteriores pudimos estudiar la validez del
criterio de Nyquist para el estudio de estabilidad y robustez en sistemas

fraccionarios.

Para finalizar, se propone un método de sintonia de este controlador basado
en unos criterios de optimizacion, de forma que se obtenga un rendimiento lo mas

cercano posible a unas especificaciones de disefio.
6.1. Definicion de FGPC: Generalizacion de 1a metodologia GPC

Se define FGPC como la generalizacion de la metodologia de control GPC, donde la
funcion de coste a minimizar J viene dada mediante operadores fraccionarios,

concretamente, se hace uso del operador integral definida fraccionaria (Romero, et

al., 2010b).
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J= f(amf [e®)] . "1 [Au(l—l)]z). (6.1)

Como podemos observar esta funcion de coste, al igual que la de GPC,
penaliza el error e, definido como la diferencia entre las desviaciones futuras

predichas y la trayectoria de referencia, y los esfuerzos de control futuros Au.

Aunque podemos encontrar formulaciones de control predictivo generalizado
en el tiempo continuo, cémo es el caso de el Continuous-Time Generalized
Predictive Controller —CGPC— (Demircioglu y Gawthrop, 1991), (Demircioglu y
Karasu, 2000), la definicion de FGPC se va a realizar en el dominio discreto, en la

linea de la definicion del GPC original (Clarke, et al., 1987a).

Para una mejor compresion de este controlador FGPC, dividiremos su estudio
en una serie de apartados: Primeramente, estudiaremos la expresion de la funcion de
coste del controlador, asi como la expresion que permite su evaluacion numérica. A
continuacion, se procedera a la obtenciéon de la ley de control mediante la
minimizacion de la funcién de coste J. Después, presentaremos un apartado que
recogerd las analogias y diferencias de ambas metodologias, GPC y FGPC. Por
ultimo, mostraremos un ejemplo de aplicacion que ilustrard un método de sintonia

del controlador propuesto.
6.1.1. Funcion de coste fraccionaria

Es bien sabido que la ley de control 6ptima para un controlador predictivo se obtiene
mediante la minimizacion de una determinada funcion de coste, J, que penaliza tanto
la desviacion futura de los errores predichos, e, con respecto a la trayectoria de
referencia, », mediante la secuencia de pesos, I', como los esfuerzos futuros de la

sefal de control, Au, mediante la secuencia de pesos, A.

La funcidén de coste de FGPC sigue, como no podria ser de otra manera, los
mismos principios pero afiadiendo un efecto fraccionario a través del operador

integral definida fraccionaria.

rare (Bu,t) = “I: [e)] + 71" [Au(t D] (6.2)
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6. Control Predictivo Generalizado Fraccionario (FGPC)

donde, al igual que en GPC, N; y N, son los valores minimo y maximo de los

horizontes de prediccion, respectivamente, y N, es el horizonte de control.

Si sustituimos la expresion de la integral definida (5.8) en la expresion (6.2)

obtenemos:

N, N,
rope (Bu,t) = j D [r(6) - y(t)] dr+ j D7 [Au(t -] dt; a,feR."  (6.3)
N, 1
Al ser FGPC una metodologia discreta, éste se describe mediante ecuaciones
dindmicas discretas. Por ello, seguidamente, se describe el desarrollo matematico que

nos va a permitir pasar al dmbito discreto la expresion de la funcion de coste de

FGPC (6.3).

Observando la ecuacion de la funcion de coste para FGPC (6.3), podemos
encontrar dos operadores integral definida fraccionaria en su definicion. Estos
operadores pueden ser evaluados numéricamente con la expresion obtenida en el
capitulo anterior fruto de la generalizacion de la regla de Barrow. Esta expresion se
reproduce aqui, de nuevo, por motivos de comodidad para un orden de integracion

genérico y:
1P () = j:’[DH f(t)]dt="10f(t)=F"(b)-F"(a)= A" -W" f. (6.4)
donde:

W:( Wy Wy e Wy W, e W W)Y (6.5)

n+l n

f=( fO) f(AD) .. fla=AD) f(a) .. f(b—AD) f(b)  (6.6)

con Wj :a)/.—a)

j—n?

;n=b-a;y o, :(—l)k [_kyj; o, =0,Vk<0.

Atendiendo al resultado obtenido en (6.4), podemos expresar la discretizacion

de la funcion de coste de FGPC (6.2) de la siguiente forma:

! Por motivos de simplicidad en la expresion (6.3) no se ha escrito el operador expectacion
E, ni la notacién [z.
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Jrape (Bu,t) = (At" -e"T-e)+(At" - Au" A~ Au) (6.7)

donde los parametros I' y A son los factores de peso, expresados mediante matrices

cuadradas de dimension infinita.
6.1.2. Obtencion de la ley de control

Los valores de la ley de control u(z+jjf) deben obtenerse mediante la
minimizacion de la funcién de coste anterior J (6.7). Para hacer esto, la ecuacion de

prediccion y(¢t+k|1)=y.(t+k|t)+y,(t+k|t), haciendo uso del modelo elegido, se
sustituye en la funcion de coste J.

Debido a la naturaleza de los términos que forman parte de la funcidon de
coste, en lo sucesivo se va a utilizar la siguiente notacion: el simbolo (—) representa
valores futuros predichos de las variables y el simbolo («) representa valores

pasados de estas variables.

Asi pues, para FGPC vamos a plantear todas sus variables vectoriales en

términos de valores pasados y valores futuros de la siguiente manera:

e Para los vectores de esfuerzo de control y error,

Auglzc3; e((k—2))
Au(k—-2 elk-1
B ek | fe] | et s
”—{M} a(t) f e‘u‘ (ke | (6.8)
Au k+1) e(k+2)
_Au(k+Nu —1)_ _e(k+N2 )_
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e Para la referencia y la salida del sistema,

r(k—2) y(k—2)
r(k—l) y(k—l)
r] | r(®) y| | (k)
H ey | yH e | (69)
r(k+2) y(k+2)
r(k+N,) y(k+N,)
e Y para la secuencia de pesos,
_ : :
|
Y i 0
|
LT 3 S i
I'= 0 iE = | g ;
0 i V2
l
i VN,
L | 1
l
A, : 0
A,
AlO - To———————————— -
A=|=-r—|= L A )
{0 IA} LA
0 l
|
|
|
A
j | M | (6.10)

Haciendo uso de esta nueva notacién podemos expresar la funcion de coste

discreta de FGPC (6.7) de la siguiente forma:
rlo

vl 'l ! A I 0 Aﬂ
Trare A=l G ol A TR ST ey

= (Q'l:.g + A_”‘A.M) + (Q[g—l— .A_”'A.A_”) = Jrgre +Jporc-

N 11
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En la expresion anterior se pone de manifiesto la presencia de la memoria

infinita, ya que ésta depende de un nlimero infinito de términos pasados del error e y
del esfuerzo de control Au .

Sustituyendo las predicciones en los vectores de datos futuros, obtenemos la

siguiente funcion de coste:
Jrore =[ Mu'(G'TG+A) Au~2E,TGAu + E,LE, | +[e'Te+ Au'Apu].  (6.12)

Para el caso del controlador GPC podemos reescribir su funcion de coste

mediante la notacidn anterior, quedando ésta expresada de la siguiente forma:
Jope =| Bu'(G'DG + A) Au—2E,LGAu + E,LE, | (6.13)

Si comparamos las funciones de coste de FGPC (6.12) y de GPC (6.13),
observamos que ambas funciones tienen una serie de términos que dependen de los
valores futuros de Au y de los pesos futuros I' y A. No obstante, la funcién de
coste para el controlador FGPC depende, ademas, de una serie de términos pasados,

ey Au.

La secuencia de controles Optimos, Au , se obtiene mediante la minimizacion
de la funcion de coste anterior con respecto a la variable independiente Au , asi pues,

la ley de control optima vendra dada por Au,,.(¢)=arg minJgpc -

La expresion (6.12) tiene dos tipos de términos: aquellos que dependen de los
valores futuros de las variables y los que dependen de los valores pasados, como la

minimizacion s6lo depende de los valores futuros, entonces tenemos:

Attygpc = argminJ g, = argniin{A_u'(G'leJrA)M ~2E,[GAu+E,LE,} (6.14)

Como podemos observar en la expresion (6.14) no aparecen los términos
pasados («—) de los vectores, ya que estos términos son independientes con respecto
a la variable que hemos tomado para la optimizacion, Au , y por tanto, s6lo afectan al
valor del minimo de J pero no a la posicion del mismo. Por consiguiente, en el caso

de un sistema de control con las ligaduras desactivadas, la minimizacién de la
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funcién de coste anterior nos lleva a una ley de control similar a la de GPC (Clarke et

al., 1987a), (Camacho y Bordons, 1995), (De Keyser, 1991).

Attype (1) =(G'CG+A) " G'TE, =KE, . (6.15)

6.1.3. Analogias y diferencias entre GPC y FGPC

Anteriormente hemos concluido que la formulaciéon de FGPC comparte con la de
GPC la misma ley de control 6ptima (6.15), aunque parten de la minimizacion de dos
funciones de coste diferentes (6.12) y (6.13). Sin embargo, existen importantes

diferencias entre ambos, las cuales comentaremos a continuacion:

La primera diferencia es el nimero de errores predichos que son tenidos en
cuenta. Si consideramos un caso genérico donde N; # 1, GPC considera los errores
siguientes e(#+N)), ..., e(t+N,). Por otro lado, debido a la memoria infinita que posee
la discretizacion de los operadores fraccionarios, FGPC siempre toma en cuenta los
errores e(t+1), ..., e(t+N,). Asi pues, FGPC tiene en cuenta igual o mas elementos

que GPC.

La segunda diferencia consiste en la forma en que GPC y FGPC definen las
secuencias de pesos I' y A. GPC lo hace de forma explicita en su funcion de coste
Jepe (6.13). Sin embargo, FGPC define estas secuencias a través de los ordenes de

integracion definida fraccionaria a y f mediante la expresion (6.5).

En GPC, por definicién, las secuencias de pesos son siempre no negativas y
en algunas ocasiones también son constantes. En FGPC, a y f pueden ser vistos
como unos parametros de alto nivel que generan junto con el periodo de muestreo del
sistema las secuencias de pesos no constantes I' y A. Ademas, si o < 1 aparecen

elementos negativos, por construccion, en I'. Lo mismo podemos afirmar para A,

donde los elementos negativos aparecen cuando S < 1.

La presencia de elementos negativos en las secuencias de pesos en control
predictivo y, en general, en control 6ptimo, no es una situacion usual. Sin embargo,
esta situacion no debe de descartarse a priori, ya que estos controladores pueden
tener un buen rendimiento y, en algunos casos, maximizar criterios de robustez.

(Romero et al., 2008a, 2008b, 2009b, 2009¢, 2010a).
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Esto nos conduce a la tercera, y quizas la mas importante, diferencia: GPC y

FGPC no definen el mismo conjunto de controladores. La Fig 6.2 muestra la relacion

que existe entre ellos. Asi pues, podemos afirmar la existencia de tres tipos de

controladores (Romero et al., 2010b):

Tipo 1. Controladores con secuencias de pesos, I y A, imposibles de
obtener usando la expresion (6.5). Estos controladores se encuadrarian

dentro de los controladores GPC puros.

Tipo 2. Controladores con secuencias de pesos, I' y A, que se pueden
obtener usando la expresion (6.5) con todos los valores de la
secuencia no negativos. Estos controladores se encuadran dentro del
conjunto interseccion entre GPC y FGPC, ver Fig 6.2. Corresponden a

ordenes de integracion fraccionaria, o y f igual o por encima de 1
=1.

Tipo 3. Controladores con secuencias de pesos, I' y A, que se pueden
obtener usando la expresion (6.5) con algunos de los valores de la
secuencia negativos. Estos controladores son FGPC puros, es decir,
solo se pueden obtener siguiendo la generalizacion de la metodologia
propuesta anteriormente. Son controladores en los que se ha tomado
uno o ambos ordenes de integracion fraccionario, o y/o f, por debajo

de 1 (<),

Fig 6.2 Relacién GPC — FGPC.

6.1.4. Ejemplo de control FGPC

Para ilustrar el desarrollo tedrico anterior, se propone un ejemplo practico que

consiste en controlar una planta cuya funcion de transferencia es la discretizacion de

la ecuacién que rige el desplazamiento lateral de un vehiculo montado sobre un

sistema de rail, cuyo esquema se muestra a continuacion:
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- »
4

X

Fig 6.3 Esquema del vehiculo montado sobre rail.

El modelo simplificado de la dindmica del movimiento del sistema anterior

puede ser obtenido facilmente a partir de la Fig 6.3:

G(s) = x(s) _ 1/m 6.16
© Fs) g Jeg, 1 (©10
m m

donde:

e m: es la masa del vehiculo.

f.: es la fuerza de friccion.

F: es la fuerza de empuje.
e x: es el desplazamiento lateral.

Sustituyendo valores en la expresion anterior (6.16) y discretizando con un

periodo de muestreo, 75 = 0.01, obtenemos la siguiente ecuacion:

x(z™) 0.0002376 1

Gz = = N 52
F(z7) 1-1.986z" +0.9857z"

(6.17)

Para la sintonia de los diferentes controladores que van a ilustrar el presente
ejemplo, se han tomado los siguientes valores para los horizontes de prediccion y

control y para el prefiltro polindmico:
e N; =1 (s6lo un retardo, debido a la discretizacion).
e N,=100 (tiempo de subida de la planta).
e N, =2 (dos polos muy cerca de la frontera del circulo unidad).

e T(z)=1-09z"
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Suponemos que en todo momento se entiende que la expresion (6.17)

describe tanto al modelo como a la planta, sin haber diferencias entre ambos.

El controlador tipo 1 ha sido ajustado con los siguientes pardmetros: y; = 1,

Ji=107"°

I, (GPC)=diag(1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
1.0 1.0 1.0 1.0 ..) (6.18)

A, (GPC)=diag(10° 10°)

(Para o = f = 1 el primer elemento de cualquier secuencia de pesos es por

construccion igual a 0. Asi pues, este controlador no puede entenderse como tipo 2).

El controlador tipo 2 ha sido ajustado con los siguientes parametros: a = 5.7,

B=117.

T,(FGPC)=10"-diag(0.1502 0.1434 0.1369 0.1305 0.1244
0.1186 0.1129 0.1075 0.1023 .. (6.19)
A, (FGPC)=10"-diag(0.2787 0.3981)

Finalmente, el controlador tipo 3 ha sido ajustado con los siguientes

parametros: a = 0.05, f = 5.0.

I, (FGPC) =diag(~0.7938 0.0005 0.0005 0.0005 0.0005
0.0005 0.0006 0.0006 0.0006 ..) (6.20)
A, (FGPC)=10"" diag(4 1)

En la Fig 6.4 podemos observar la simulacion de la evolucion temporal del
desplazamiento del vehiculo sobre el rail con cada uno de los controladores
propuestos. No solo del tipo de controlador dependen las diferentes dinamicas sino
también la robustez. El controlador tipo 1 presenta una dindmica con una buena
velocidad de respuesta aunque un empuje inicial excesivamente elevado. Presenta un
margen de ganancia MG = 5.48 dB y un margen de fase MF = 51.83°. El controlador
tipo 2 presenta la respuesta mas rapida, alcanza antes que ninguno la referencia, pero
presenta sobreoscilacion. Su margen de ganancia se sitia en MG = 52.35 dB y el de
fase en MF = 28.59°. Por ultimo el controlador tipo 3, exhibe una respuesta bastante

mas lenta que los controladores anteriores, aunque el empuje es bastante contenido y
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no presenta sobreoscilacion. Su margen de ganancia es MG = 5.63 dB y el de fase es

MF = 54.30°

Simulacion Controladores Predictivos
1.5 T T T T T
S
5 I\~
C
@
= —— Referencia
8 sl Cort. Tipo1| |
3 . — Cont. Tipo 2
e ——— Cont. Tipo 3
0
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo(s)
40 | _
w | _
C 2 f
2
310 1
€
w 0 /\v- =
-10- i
I | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo(s)

Fig 6.4 Respuesta de los 3 tipos de controladores predictivos propuestos.

Como conclusion podemos afirmar que los o6rdenes de diferenciacion
fraccionarios, a y £, pueden ser considerados como unos parametros de alto nivel que
definen las secuencias de pesos I'(a,At) y A(f,At). De este modo, oy f pueden ser
usados para alcanzar las especificaciones deseadas en lazo cerrado (rendimiento,
robustez, etc.) de forma mucho mas sencilla que intentando encontrar secuencias no

constantes de I' y A mediante algiin método de optimizacidén o por ensayo y error.
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Notese que para este caso particular, donde N,=2 y N,=10, tendriamos 12

coeficientes diferentes a encontrar.
6.2. Analisis de la robustez de un sistema controlado por FGPC

En el apartado 6.1.4 se estudiaron las respuestas temporales del proceso descrito por
la funcion de transferencia (6.17), cuando se controla mediante controladores GPC y
FGPC. Ademas, también se comenté la estabilidad de estos sistemas estudiando los

margenes de ganancia y fase.

Funciones de Sensibilidad
50 T T T T T T T T rTTTg T o

100+ —— Cont. Tipo3| 1|
_1&) | Ll el | L
10° 10" 10’ 10 10° 10’
Frecuencia (rad/s)
20

0 T\ |

S 2 .
|—
_40, 4
Lol | | | L
10° 10" 10° 10 10° 10’

Frecuencia (rad/s)

Fig 6.5 Funciones de sensibilidad .5y sensibilidad complementaria 7.
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En este apartado se propone un analisis de la robustez de estos sistemas de
control desde el punto de vista de las funciones de sensibilidad, las cuales han sido
descritas en el capitulo 2 de esta Tesis (2.33) y (2.34). La Fig 6.5 recoge la
morfologia de estas funciones de sensibilidad, S y 7, para los tres sistemas

estudiados anteriormente: tipo 1, tipo 2 y tipo 3.

La funcion de sensibilidad, 5, nos muestra que el disefio usando un
controlador tipo 2 nos ofrece un buen rechazo a las perturbaciones, sobre todo las de
baja frecuencia. Sin embargo, podemos observar en la funcion de sensibilidad
complementaria, 7, que en este sistema tenemos un margen de robustez menor, ya
que obtenemos el mayor valor del pico de resonancia. Es decir, este sistema presenta
una tendencia mayor a oscilar y se hace mas vulnerable a los ruidos que pudieran

provenir del sensor.

Para el sistema de control usando los controladores tipo 1 y tipo 3 obtenemos
un mayor rechazo a las perturbaciones de baja frecuencia comparandolo con el
controlador tipo 2, segiin nos muestra sus funciones de sensibilidad 5. No obstante,
presenta un mayor margen de robustez al tener un menor pico de resonancia en su
funcioén de sensibilidad complementaria, aunque tampoco se atenua apenas a altas

frecuencias.

La funcién de sensibilidad complementaria nos muestra, ademas, que todos
estos sistemas presentan ganancia unidad en régimen permanente. Por consiguiente,

un error de posicion nulo.
6.2.1. Influencia en la sensibilidad del polinomio 7 (z'l)

El uso de este prefiltro polinémico 7(z ") y como éste altera la ley de control nominal
fue introducido en capitulos anteriores. En este epigrafe nos centraremos en dar una

vision detallada del efecto que tiene este prefiltro sobre las funciones de sensibilidad.

Es importante destacar que el punto fuerte del uso de este polinomio 7(z ") es
que puede modificar la sensibilidad del sistema o la sefnal de entrada sin impacto
alguno en el seguimiento de la sefal de referencia, siempre y cuando la planta sea

igual al modelo. Por consiguiente, podemos afirmar que existe, en efecto, un disefio

— 164 -



6.2. Analisis de la robustez de un sistema controlado por FGPC

en dos etapas. Una primera etapa para disefiar como va a seguir el sistema a la senal
de referencia, y, posteriormente, una segunda para mejorar la sensibilidad del mismo

a través del polinomio 7 (z"") (Rossiter, 2003).

El uso de este polinomio estd muy extendido entre los diferentes autores para
realizar un disefio robusto de GPC (Clarke y Mohtadi, 1989). La razon principal es
que éste puede ser seleccionado a partir de la intuicion y la experiencia del ingeniero;
ya que este filtro, junto con la ley de control incremental, actia como un paso de
banda que atenua las altas frecuencias para disminuir el efecto de las perturbaciones
de alta frecuencia y elimina las bajas frecuencias para evitar desviaciones del control

(Lambert, 1987a).

Funciones de Sensibilidad
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Fig 6.6 Anélisis de sensibilidad del sistema variando el prefiltro 7(z ).
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Tomando como ejemplo el sistema definido por la planta anterior
representada por el modelo cuya expresion es (6.17) y por el controlador predictivo
tipo 2 (6.19), podemos observar que la influencia del polinomio 7(z'") sobre las
funciones de sensibilidad del sistema es bastante apreciable, como se pone de
manifiesto en la Fig 6.6. La funcion de sensibilidad, .5, nos muestra como a medida
que vamos usando los distintos filtros la capacidad del sistema de bloquear las
perturbaciones a baja frecuencia va disminuyendo. Los mas vulnerables son aquellos
que presentan mayor pico de sobreoscilacion, siendo el sistema especialmente
vulnerable entorno a la frecuencia de 4 rad/s.

En cambio, la funcion de sensibilidad complementaria, 7, nos informa que el

sistema se hace mas estable y mas insensible a los efectos del ruido a alta frecuencia

cuando usamos filtro, sobre todo con el ultimo de ellos: 7(z ") =4 [1 —0.9].

Simulacidon Controladores Predictivos
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) — Referencia
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Fig 6.7 Simulacion del sistema de control FGPC para varios valores de 7(z ).
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En la Fig 6.7 podemos observar que, efectivamente, aunque se cambie la
expresion del polinomio 7(z '), ni la salida del sistema, ni la sefial de control se ven
alteradas, ya que el filtro no afecta al comportamiento nominal del sistema como ya

se comento en el capitulo 2.
6.3. Método de sintonia para controladores FGPC

En este epigrafe se propone un método para sintonizar los controladores FGPC
basandonos en varios criterios. Estos criterios se plantearan a través de la funcion de
sensibilidad y la funcién de sensibilidad complementaria ya estudiadas. Ademas,
también afiadiremos criterios basados en los margenes de ganancia y fase del sistema

controlado.

El método de sintonia se basa en la optimizacion de uno o varios de estos
criterios manteniendo los otros como restricciones a satisfacer. Asi pues, en este caso
definimos un problema de programacion matematica no lineal. Como fruto de esta

optimizacion obtendremos los pardmetros de sintonia o ajuste del controlador FGPC.

Aunque en la literatura podemos encontrar al menos un ejemplo de disefio
robusto para control predictivo mediante optimizacion de s6lo uno de sus pardmetros
(concretamente para GPC”, donde el objetivo es obtener un polinomio 7(z '), el cual
le confiere al sistema en lazo cerrado un comportamiento robusto frente a
determinado tipo de incertidumbres (Megias, 2000)) este enfoque es novedoso ya

que los controladores predictivos no se suelen sintonizar por optimizacion.

Existen una gran cantidad de software en el mercado cuyo objetivo es dar
solucion a estos problemas de busqueda de optimo global. En (Neumaier, 2004)
podemos encontrar una buena relaciéon de ellos. En nuestro caso particular, por
adecuacion y disponibilidad, para la obtencion de la solucién numérica se confiara en
el paquete software Optimization Toolbox de MATLAB™ (2005), el cual posee una
extensa coleccion de funciones y rutinas para la resolucion de este tipo de problemas,

donde se pretende alcanzar la mejor solucion con el menor error posible.
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6.3.1. Especificaciones para el diseiio y formulacion del problema

En todo problema de programacion matematica hay que definir en primer lugar los

posibles criterios a ser satisfechos. Es decir, la funcidbn matematica sujeta a

optimizacion (minimizacion o maximizacion) y el conjunto de restricciones a

satisfacer.

En nuestra propuesta para la sintonia FGPC definimos, entre otros, los

siguientes (algunos de ellos ya han sido propuestos, anteriormente, para la

optimizacion de otros controladores fraccionarios como el PI*'D* (Monje, 2006)):

Margen de ganancia (MG). Es uno de los principales indicadores de la
robustez del sistema y se define como el factor por el cual la ganancia
difiere de 0 dB a la frecuencia para la cual la fase es de —180°

(Eronini, 2001).

MG =-20log BS
RAA

(6.21)
donde H H —180°.

Margen de fase (MF). Este es otro parametro que sirve de criterio para
medir la robustez del sistema y se define como la cantidad por la cual

la fase difiere de —180° a la frecuencia para la cual la ganancia es

0dB.

/ BS | —(-180°)
RAA

donde —20log BS
RAA

(6.22)

o

Funcioén de coste (J). Como la minimizacion de la misma lleva a una
menor desviacion futura de los errores predichos, podemos utilizarla
para aumentar la velocidad de respuesta del sistema y reducir la

sobreoscilacion.
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e Rechazo a los ruidos de alta frecuencia. Para asegurarse un buen
rechazo a este tipo de ruidos, normalmente provenientes del sensor, se

tiene que cumplir:

[T (jw)|<a dB

6.23
para @2 o, rad |/ s. (6.23)

e Rechazo a las perturbaciones en la salida. Para asegurarse un buen

rechazo la funcidn de sensibilidad tiene que cumplir:

|5(jw)| <b dB

6.24
para @ <o, rad/s. (624

e Robustez frente a las variaciones en la ganancia de la planta. Para
asegurar este criterio, hay que tener en cuenta la siguiente restriccion,

como se comenta en (Chen ef al., 2003) y en (Monje, 2006):

BS
d("“g(m)j
=0. (6.25)

dw

=0,

Con esta condicion se fuerza a que la fase del sistema en lazo abierto
tiene que ser plana en la frecuencia de cruce, w,, y ser casi constante
dentro de un intervalo alrededor de ésta. Siguiendo este criterio

hacemos al sistema mas robusto frente a cambios en la ganancia.

Para llevar a cabo el ajuste de estos criterios disponemos de las siguientes

variables independientes: Ny, N», N, T(z '), a 'y f.

De forma particular en esta Tesis se va a hacer uso Uinicamente de los drdenes
de integracion fraccionaria, a y f, ya que de esta forma podemos observar
graficamente la dependencia de los criterios anteriores con respecto a estos dos

parametros, como se mostrara en algunas de las figuras siguientes.

Las variables correspondientes a los horizontes de prediccion y control sélo
pueden tomar valores dentro del conjunto de los numeros enteros. Asi pues, estamos

planteando un problema de programacion matematica mixta. Sin embargo, si fijamos
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un valor méaximo para el horizonte N,, el problema se simplifica y es resoluble
mediante la llamada iterativa a una serie de bucles anidados, dentro de cada uno de
los cuales se resuelve un problema de programacion matematica que depende
Gnicamente del resto de variables independientes, 7(z"'), a y f. De manera
alternativa, el polinomio 7(z ') se podria dejar fuera del problema de optimizacion,
para ser ajustado a posteriori por el disefiador para eliminar el efecto de las

perturbaciones de alta frecuencia.

Desde el punto de vista computacional, resolver este problema de
optimizacion utilizando como parametros de alto nivel los 6rdenes de integracion oy
[ para generar las secuencias de pesos I' y A es computacionalmente mas liviano que
plantear una optimizacion de cada uno de los términos de estas secuencias de pesos
individualmente. Por ejemplo, para el caso de un controlador con N; =1, N, =10y
N, = 1 tendriamos once variables independientes en el problema de optimizacién en

lugar de Gnicamente dos.

El método aqui descrito es general y podria servir también para la sintonia
mediante optimizacion de un GPC; de hecho, en un ejemplo posterior se planteara a

modo ilustrativo.
Uso de la funcion FMINCON

De entre todas las funciones disponibles en la toolbox de optimizacioén de
MATLAB™, la funcion fimincon es la que mejor se ajusta a la resolucién numérica
del problema que aqui se plantea. A continuacién se describe su sintaxis y los

parametros de ajuste que se han tomado para la optimizacion.

[parameters, error, convergente] =FMINCON ( ‘main’,init_cond, [1,[],

[1,[1,[1,[1, 'constraints’,options),

donde :
e main: funcién a minimizar.
e init cond: valores iniciales para a y f.

e constraints: funciéon de MATLAB™ que contiene el conjunto de

restricciones a satisfacer.
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e options: estructura que contiene los pardmetros de optimizacién, en

nuestro caso he decidido dejar los que vienen por defecto.
e parameters: valores de o y S 6ptimos.

e error: valor de la funcidon objetivo para la solucidon optima del

problema.
e convergence: muestra la condicion de salida del algoritmo.

Los parametros de optimizacion utilizados, a través de la variable options son

los siguientes:

o  MaxFunEvals = 5000. Namero maximo de evaluaciones de la funcion

objetivo.

o Tolfun = 10'°. El valor maximo para la tolerancia de la funcion

objetivo.

e TolCon =10". Tolerancia maxima permitida para la violacion de las

restricciones.
6.3.2. Ejemplo de sintonia utilizando optimizacion

En este apartado, a modo de ejemplo, se va a realizar la sintonia de un controlador
FGPC (tipo 2 o tipo 3) usando el método propuesto, para la planta presentada
anteriormente cuya expresion es (6.17). También a efectos ilustrativos se va a aplicar
el mismo método de sintonia a un controlador GPC puro (tipo 1) pero actuando
directamente sobre la secuencia de pesos I' y A, que van a ser constantes para

mantener la dimension del problema para ambos controladores en dos.
Mejora de la robustez del sistema

Una forma de mejorar este criterio es maximizando el margen de fase,
manteniendo como restricciones unos buenos valores maximos para las funciones de
sensibilidad. Ademads se afiade un valor minimo para el margen de ganancia para

redundar en la mejora de la robustez.

Las especificaciones de disefio son las siguientes:
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e Maximizar el valor del margen de fase.
e | S5(jw) <—40dB para w <0.1 rad/s.
o | 7(jw)| <2.0dB para w > 1.7 rad/s.
Se mantendran el valor de los horizontes: Ny =1, N, =2y N, = 10.

Inicialmente optimizamos un controlador GPC (tipo 1) introduciendo como
variables independientes el valor de las secuencias de pesos y; y 4; (recordamos que
van a ser constantes para toda la secuencia). La semilla necesaria para iniciar el
algoritmo la tomaremos igual a (y,4)=(1, 10°), coincidiendo con las

recomendaciones de Clarke ef al. (1987a).

Terminado el proceso de optimizacion en MATLAB™, después de unas

cuantas iteraciones hemos obtenido como solucion optima la siguiente:
(7",A7)=(0.1414, 0.2). Esta soluciéon nos conduce a un sistema con un margen de

ganancia que tiene un valor de 33.29 dB y un margen de fase que es igual a 69.63°.

Gain Margin (dB)

Fig 6.8 Margen de ganancia para el controlador GPC.

- 172 -



6.3. Método de sintonia para controladores FGPC

En la Fig 6.8 y en la Fig 6.9 podemos observar el valor de los margenes de
ganancia y fase para este sistema GPC. Es destacable la poca variacion en cuanto al

valor de ambas magnitudes para la mayoria de los valores de y; y 4;.

3
X
o
X

&

Phase Margin (°deg)
3

Fig 6.9 Margen de fase para el controlador GPC.

A continuacion repetiremos el proceso de optimizacion con el objetivo de
obtener un controlador FGPC (tipo 2 o tipo 3) usando como variables independientes

el valor de los 6rdenes de integracion definida fraccional a y . Como semilla inicial

tomaremos los valores («, £) =(2.0, 2.0)

Terminado el proceso de optimizacién en MATLAB™ después de unas
cuantas iteraciones hemos obtenido como soluciébn optima la siguiente:
(a", ) =(0.4351, 1.0), los vectores de pesos generados tienen la expresion (6.26).
Con esta solucion obtenemos un sistema con un margen de ganancia igual a 24.3215

dB y un margen de fase igual a 76.5454°.
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y" =diag(—0.1299 0.0050 0.0050 0.0050 0.0050
0.0051 0.0051 0.0051 0.0052 ... (6.26)
A" =diag(0.0000 0.0100)

En la Fig 6.10 y en la Fig 6.11 encontramos representados los margenes de

ganancia y fase, respectivamente, para este controlador FGPC (tipo 3).

Gain Margin

Gain Margin (dB)

Alpha 0 1

Fig 6.10 Margen de ganancia para el controlador FGPC.

Es observable que tanto el margen de ganancia como el de fase presentan una

mayor variacion en sus valores con respecto a la variacion de las variables

independientes.
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Phase Margin

(6ap;) uibiepy aseyd

Fig 6.11 Margen de fase para el controlador FGPC.

En la Fig 6.12 se muestra la evolucion temporal de estos sistemas

optimizados comparandolos entre si. A tenor de lo que nos muestra la sefial de salida,

(), podemos afirmar que la dinamica del sistema FGPC es algo mas lenta que en el

caso del GPC. Esto es logico ya que el controlador FGPC le da al sistema un mayor

margen de fase, a costa de la velocidad de respuesta.
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Simulacion
1.5 T T T
1 _
< —— Referencia
05+ — GPCopt. i
FGPC opt.
0 4 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (s)
2
1 _
€ o -
>S5
_1 L 4
_2 | | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 1 14 16 18 20
Tiempo (s)

Fig 6.12 Simulacion de la respuesta escalon de los sistemas optimizados GPC y FGPC.

En la Fig 6.13, la funcion de sensibilidad, .5, nos muestra que el disefio
usando tanto el controlador FGPC optimizado como el GPC optimizado nos ofrece
un buen rechazo a las perturbaciones de baja frecuencia. Ambos sistemas presentan
una funcion de sensibilidad complementaria, 7, bastante similar. Por tanto, ambos

sistemas presentan poca vulnerabilidad a los ruidos que pudieran provenir del sensor.
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Funciones de Sensibilidad
a) T T T T T T T o

or /— — .

)
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(7)) — GPCopt.
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10
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_40 | | Lol Ll Lo
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Fig 6.13 Funciones de sensibilidad Sy de sensibilidad complementaria 7.
6.4. Conclusiones

En este capitulo hemos introducido un nuevo controlador que hemos llamado
Fractional-Order Generalized Predictive Control, FGPC, el cual se puede presentar
como una generalizacion del conocido controlador predictivo GPC pero haciendo

uso de una funcion de coste definida con operadores fraccionarios, concretamente el
operador integral definida,”/”. Este nuevo controlador presenta dos nuevos
parametros de ajuste, a y f, que representan los drdenes de integracion definida de
los errores predichos y de los esfuerzos de control, respectivamente. Estos son

usados en lugar de las clasicas secuencias de pesos de GPC, 'y A.
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También hemos mostrado como o« y f definen, junto con el periodo de
muestreo del sistema Az, dos secuencias de pesos que vienen dadas por dos
funciones: I'(a, Af) y A(B, Af). De esta forma, podemos afirmar que FGPC es una
generalizacion del controlador GPC usando una secuencia de pesos no constantes y
con posibilidad de presentar valores negativos para alguno de los mismos. De este
modo, se ha mostrado que GPC y FGPC no definen el mismo conjunto de

controladores.

Se ha propuesto un método de sintonia para FGPC, basado en la resolucion de
un problema de optimizacidon que tiene como variables de entrada los parametros de

ajuste del controlador y como objeto satisfacer unos criterios planteados de robustez.

Estos ordenes de integracion definida fraccionaria, o y f, han sido usados

como variables dentro de un proceso de optimizacion numérica usando el software
™ Co

MATLAB ™, concretamente su foolbox de optimizacidon, para obtener aquel

controlador que cumpla con las especificaciones de disefio.

También se han propuesto varias técnicas de andlisis de la robustez de este
controlador, basadas en los cldasicos margenes de ganancia y de fase, y mediante

funciones de sensibilidad.

En el proximo capitulo utilizaremos este nuevo controlador con una serie de

plantas fisicas reales para ilustrar la metodologia aqui presentada.
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Capitulo 7

Resultados experimentales

En el capitulo anterior se ha presentado un extenso estudio tedrico del controlador
predictivo fraccionario (FGPC). También se ha descrito su formulacion, estructura y
un método de sintonia que permite el disefio de su comportamiento dinamico

basandonos en una serie de criterios sujetos a optimizacion.

Este capitulo estd dedicado a la aplicaciéon de este nuevo controlador en
entornos donde estdn involucradas plantas reales y podemos encontrar diferentes
formas de conexion entre la planta y el controlador. Asi pues, aqui se comprobard la
validez de la formulacion del controlador FGPC sometiéndolo a casos practicos, en

los cuales también se comparara con otros métodos de control como GPC o PID.
A continuacion se enuncian estos casos practicos:
e Control de un servomotor usando FGPC.

e Control de un sistema AGV (Autonomous Guided Vehicle) en red

mediante FGPC.

e Control de un sistema Smart wheel en red mediante FGPC.
7.1. Control de un servomotor usando FGPC

En este apartado se presenta un primer ejemplo donde pretendemos ilustrar el

método FGPC. Para ello se presenta el control de una planta servomotor utilizando
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un GPC convencional junto a un FGPC sintonizado para que la respuesta del sistema,
en cuanto a margen de ganancia y de fase, se parezca a la obtenida con el GPC

(Romero et al., 2008b, 2009c¢).

Para ilustrar el procedimiento de disefio de los controladores se van a realizar
una serie de simulaciones y test practicos que pondran de manifiesto el desempefio
de ambos controladores tanto en el control de velocidad como en el control de
posicion.

A partir de los resultados podremos observar que el uso del FGPC para
controlar este sistema nos permite obtener un buen rendimiento, ya que disponemos
de un conjunto de controladores los cuales confieren diferentes dindmicas y robustez
al sistema controlado. Asi pues, podremos afirmar que con esta estrategia
fraccionaria el sistema adquiere mayor flexibilidad mediante la posibilidad de ajustar

los 6rdenes fraccionarios, a y 3, del controlador.
7.1.1. Descripcion del sistema

Para aplicacion de las estrategias de control predictivo GPC y FGPC a un sistema
practico se ha elegido la siguiente plataforma, cuyo esquema de conexion se muestra

en la Fig 7.1.

Power
Board Supply

| HAnalog jte} ﬂ

Analogae | e ceble My hamical
TUnit 33-110 . s Uit 33-100

— USE cable 197 5250
G —

Fig 7.1 Esquema de conexion de la plataforma experimental.

Esta plataforma experimental esta integrada por:

e Tarjeta de adquisicion de datos: NI DAQPad-6259 con conexidon por
USB de National Instruments (ver Fig 7.2), la cual implementa un
hardware de adquisicion de datos de altas prestaciones y rendimiento
(consultar documentacion del fabricante para una descripcidn mas

exhaustiva).
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Ordenador Intel®Core™?2 Quad, 2.40 GHz, 2 GB RAM, donde se
ejecuta la version 7.5 (R2007b) de MATLAB™. Concretamente se
hace uso de la Data Acquisition Toolbox para la implementacion y

validacion de los controladores propuestos.

Un servomotor 33-002 de Feedback con a) una unidad mecanica 33-
100, constituida por el servo estrictamente dicho; b) una unidad
analogica 33-110 para conectarla a la unidad mecénica a través de un
cable de 34 vias el cual suministra las sefales de mando y de
alimentacion; ¢) una fuente de alimentacion 07-100, (ver Fig 7.2).
Cabe destacar que la unidad mecdanica tiene un freno cuya posicion
varia la ganancia y la constante de tiempo del sistema, ya que éste
actiia como una carga para el motor. La unidad analdgica permite el
control de velocidad y posicion del servomotor (consultar

documentacion del fabricante para una descripcion mas exhaustiva).

Fig 7.2 Tarjeta de adquisicion de datos y planta servomotor.

7.1.2. Diseno de los controladores

En esta seccion se propondran dos estrategias de control predictivo para controlar la
velocidad y la posicion de la planta servomotor: una usando el control convencional
GPC vy la otra utilizando el FGPC, para los modelos en funciéon de transferencia
identificados a partir de la planta real. Como veremos, los resultados experimentales
y tedricos son comparados para ambas estrategias de control con la intencion de
validar la efectividad de éstas. Cabe destacar que estos controladores han sido
ajustados (no optimizados) con la idea de obtener plantas estables y suficientemente
rapidas en su respuesta, con el animo de comprobar la validez de FGPC como

estrategia de control.
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Para la eleccion del prefiltro 7 se ha tenido en cuenta las recomendaciones de
Yoon y Clarke (1995), validando de forma practica que se obtenia un buen rechazo a

las perturbaciones y, por tanto, un buen funcionamiento del sistema. El prefiltro tiene

la siguiente expresion: T(z')=1-0.8z".
Control de velocidad

La funcion de transferencia discreta obtenida a partir de la identificacion de la
variable velocidad del servomotor con un tiempo de muestreo 75 = 0.2 s tiene la

siguiente expresion:

0.3393z"

G (z1)= 2052
&)= 657

(7.1)

Ateniéndonos al modelo anterior, disefiamos un controlador GPC usando los
parametros por defecto, es decir, Ny =1, N,=10, N,=1, y,=1, 4;= 10°°. Con estos
parametros obtenemos un controlador que confiere al sistema un margen de ganancia
igual a 12.14 dB y un margen de fase de 72.67°. Para el disefio del controlador
fraccionario FGPC tomaremos los mismos valores para los horizontes Ni, N, y N,,.
Sin embargo, los valores de las secuencias de pesos vendran dados por las
expresiones vistas en el capitulo 6, las cuales se reproducen aqui, de nuevo, por

motivos de comodidad para a y f:

y=At"diag(w, w,, .. w W), (7.2)

m

J—m

Kl —&X
conw, =@, -, ;m=N,-N;; o =(-1) [ ‘ j;y w, =0,Vk <0.
A :Atﬁdiag(wa1 Wy 5 o W W), (7.3)

con Wj =a)1.—a)

s m' =N, —1; @, :(—l)k [_ﬂj;y o, =0,Vk <0.

Estos valores de las integrales definidas fraccionarias se elegiran de tal forma
que obtengamos un margen de ganancia y fase similar al que obtengamos con el
controlador GPC (en este ejemplo no se pretende optimizar el rendimiento del

sistema, sino ilustrar la metodologia FGPC).
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En la Fig 7.3 y en la Fig 7.4 podemos observar la evolucion de los margenes
de ganancia y fase de los sistemas de control para los valores fraccionarios

a, f€(—1,6.3). Seleccionando el controlador correspondiente a los valores de los

parametros a = f = (0.2, obtenemos un sistema cuyos margenes de ganancia y fase

son, respectivamente, 15.96 dBy 72.28°.

La Fig 7.5 muestra la evolucion de las sefiales de control y las salidas del
sistema para este control de velocidad usando las estrategias de control predictivo
propuestas. Como podemos observar, las salidas de estos sistemas presentan un
comportamiento estable aunque un poco ruidoso. Destacamos también que la
respuesta real se encuentra en ambos casos muy proxima a la respuesta obtenida de

forma practica.
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Fig 7.3 Margen de ganancia para el control de velocidad.

— 183 -



7. Resultados experimentales

Apha=02
Beta=0.2

~
w

Phase Margin (°deg)
R

3

L

Fig 7.4 Margen de fase para el control de velocidad.

Fig 7.5 Control de velocidad usando los controladores predictivos propuestos.
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Control de Posicion

La funcion de transferencia discreta que describe la dinamica de la posicion
del servo para nuestros propdsitos de disefio, obtenida en las mismas condiciones que

la de velocidad, presenta la siguiente expresion:

—1 -1
Gp(z_l) _ 0.3f4z - 7(?.3642 . (7.4)
1-1.64z7" +0.64z7  (1—z")(1-0.64z")

Al igual que para el caso del control de velocidad, el controlador GPC se ha
disefiado utilizando los valores por defecto para los parametros: Ny, Na, N, 7 y 4.
Para el disefio del FGPC se han seguido también las mismas pautas que para el caso
anterior: valores por defecto para N;, N, y N, y secuencias de pesos para y y 4
obtenidas mediante las expresiones (7.2) y (7.3) para los valores fraccionarios

a,Be(-1,63).

En la Fig 7.6 y en la Fig 7.7 podemos observar la evolucion de los margenes
de ganancia y fase para los controladores propuestos. Se ha elegido aquel definido
por los valores de los pardmetros o = f = 0.5, por presentar los margenes de ganancia

y fase mas parecidos a los obtenidos con el GPC.

En la Fig 7.8 podemos observar la dindmica que sigue el sistema servomotor
cuando se le aplica los controladores predictivos propuestos. En ambos casos el
sistema es estable, aunque en este caso se observa una diferencia mayor entre la
respuesta tedrica y la obtenida de forma practica. Estos sistemas de control presentan
unos margenes de ganancia de 8.63 dB y 6.38 dB y unos margenes de fase de 43.84°
y 44.71°, para el GPC y FGPC, respectivamente. Si comparamos la evolucién
practica de las salidas, podemos observar como la obtenida con el FGPC es un poco

mas rapida.
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Alphe: 0.5
Beta: 05

_ | Gain Margin: 6.376

(ap) wibrep uren

Fig 7.6 Margen de ganancia para el control de posicion.

(bap;) uibiepy aseyd

Fig 7.7 Margen de fase para el control de posicion.
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Sefial de Control
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Fig 7.8 Control de posicion usando los controladores predictivos propuestos.
7.1.3. Conclusiones

En esta seccion nos hemos centrado en el disefio y la aplicacion de un control
predictivo de orden fraccionario (FGPC) a una planta servomotor, tanto para
controlar su velocidad como su posicion. Los resultados en simulacion y

experimentales han sido comparados con los obtenidos usando una estrategia GPC.

Se ha mostrado como el sistema controlado mediante FGPC puede alcanzar
un buen rendimiento al igual que utilizando una estrategia de control GPC. E1 FGPC
puede conferirle una amplia variedad de dinamicas al sistema controlado mediante el
ajuste de dos de sus parametros, los cuales son definidos por los ordenes
fraccionarios a y . En este sentido es posible conseguir un ajuste fino en lazo

cerrado para alcanzar los objetivos en cuanto a rendimiento y robustez.

7.2. Control de un sistema AGYV en red mediante FGPC

En este apartado se estudiara la viabilidad de la metodologia de control FGPC para
controlar un sistema que cierra su lazo de control a través de una red de

comunicacion. Se presentard también una comparacion mediante simulacion con un
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sistema de control GPC, cuando se trata de controlar una planta que representa la

dinamica de un vehiculo auténomo guiado (AGV) en red.

Algunos autores destacan que los sistemas futuros de automatizacion, e
incluso los presentes, estan compuestos por un nimero de dispositivos inteligentes y
sistemas de control interconectados a través de redes de comunicaciones locales o
globales (Vatanski, et al., 2009). Los sistemas de control en red, conocidos por sus
siglas en inglés Network Control Systems (NCS), los podemos definir como sistemas
de control donde los sensores, actuadores y los elementos de procesado o computo
digital estan conectados mediante una red de comunicacién o cualquier otro medio

compartido.

En la actualidad podemos encontrar diversas estrategias de control que han
sido ya implementadas en el desarrollo del NCS; sirvan de ejemplo (Banerjea, ef al.,

1996), (Aweya, et al., 2004), (Goodwin, et al., 2004), (Tejado, et al. 2008a, 2008b).

El desempefio de un sistema de control en red se ve afectado, tanto directa
como indirectamente, por los retardos en la transmision y la pérdida de datos
inherentes a las redes de comunicaciones. Basandonos en un modelo de
comunicacion en red se estudiaran los efectos de estas caracteristicas no deseadas de
las redes de comunicacion en el control lateral de un vehiculo AGV (Romero, et al.,

20094a).

El uso compartido de una red de comunicacién multiproposito para cerrar el
lazo de control ofrecen algunas ventajas frente a las arquitecturas de control
tradicional, como pueden ser: un facil mantenimiento, bajo coste de instalacion y una

alta eficiencia (Goodwin, et al., 2004).

Sin embargo, el intercambio de informacion a través de ella hace el disefio y
el andlisis de un NCS complejo, puesto que se imponen nuevos retos para controlar
el sistema debido a la aparicion de una nueva serie de contrariedades: retardos en la
transmision de informacion entre los distintos componentes tanto de naturaleza fija
como aleatoria, enlaces de comunicacion no fiables con pérdidas de informacion
“packet dropout”, y el limitado ancho de banda que permite el canal de

comunicacion. Todos estos problemas han sido ya estudiados por diferentes autores
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(Gomez-Skarmeta, et al., 2002), (Hristu-Varsakelis y Levine, 2005), (Hespanha, et
al., 2007), (Chai, et al., 2008).

7.2.1. Modelado del sistema

Modelado de la red de comunicacion

A continuacion se presenta un modelo resumido de la red de comunicacion,
incluyendo los problemas tipicos que son introducidos por su uso: retardos aleatorios
en la transmision y pérdidas de informacion. Una descripcion mas completa puede

verse en (Tejado, et al., 2008a, 2008b).

Un problema importante surge, con respecto a los sistemas de control
convencionales, cuando se consideran los dos retardos de transmision causados por
la porcion de la red de comunicacion que une la salida de la planta y la entrada del
controlador y la que une la salida del controlador y el actuador de la planta. Estos
retardos los llamaremos retardo del sensor hacia el controlador (zy.) y retardo del
controlador hacia el actuador (z.,). La modelizacion de estos retardos se lleva a cabo
mediante dos generadores de retardos aleatorios que oscilan entre un valor maximo y
un minimo uniformemente distribuidos, y con valor diferente para cada uno de ellos,

con el fin de tener en cuenta la posible asimetria de estos retardos.

La otra incidencia a modelar es el “packet dropout”. Un sistema NCS donde
se tenga en cuenta esta particularidad puede ser modelado mediante un conmutador
que se cierra cada cierto tiempo, 7, como se describe en (Ostertag y Carvalho, 2006).
Por consiguiente, la pérdida de datos en la red de comunicacion se simula mediante
un generador de nuimeros aleatorios uniformemente distribuido entre 0 y 1, un
retenedor de orden cero y un conmutador cuyo umbral se fija en (1-7). Con este
modelo, durante un porcentaje » de tiempo, el estado actual se transmite a la salida,

mientras tanto el resto del tiempo el estado anterior es transmitido a través de la red.

La Fig 7.9 ilustra el modelo de comunicacion en red descrito anteriormente,
con retardo en la transmision, pérdida de informacion y conexién entre la planta y el

controlador.
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Fig 7.9 Modelo de la red de comunicacién con pérdidas de informacion y retardos en la transmision.

Modelado del vehiculo

Para llevar a cabo el control lateral del AGV, se tienen que obtener el modelo

cinematico y dinamico del mismo:

Modelo cinematico del vehiculo: de acuerdo con (Suarez, et al.,
2006), consideraremos las ecuaciones que determinan el movimiento
en el plano del vehiculo a partir del conocido modelo del bicycle

kinematic model (Fig 7.10).

Fig 7.10 Modelo cinematico de la bicicleta.
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X=vcos¢
y=vsing (7.5)
$=vy,

donde (x, y) son las coordenadas del punto de orientaciéon en el plano
XY, v es la velocidad longitudinal del vehiculo en el punto de
orientacion, ¢ es el angulo de viraje y y es la curvatura instantanea del
vehiculo. La variable de control que se va a considerar es el angulo de
la direccion de las ruedas delanteras, o, el cual guarda la siguiente
relacion con la curvatura vy:

_tano
L

: (7.6)

siendo L la distancia del eje delantero al trasero.

Modelo dinamico del vehiculo: la cinematica del modelo no es
suficiente de cara a la simulacion; por tanto, se debe tomar también en
cuenta el comportamiento dinamico del vehiculo. Con respecto a la
dinamica lateral, consideraremos el efecto del actuador de direccion
del vehiculo como se describe en (Suarez, et al., 2006), que viene

dado por la siguiente expresion:

(7.7)

donde 7 es la constante de tiempo del actuador de direccion, K, es la
ganancia (se supone igual a 1) y Jes la sefial de mando de las ruedas

delanteras.

Para el modelado de la dinamica longitudinal del vehiculo se han
utilizado los resultados experimentales que se resumen en (Suarez, et
al., 2004), de tal forma que puede ser aproximado con la siguiente
funcion de transferencia de tercer orden:

V,(s) _ 1
Vi(s) 8s’+12s°+6s+1

H(s)= (7.8)
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donde ¥V, y V; representan la transformadas de Laplace de la velocidad
de salida del vehiculo y la sefial de mando de velocidad,

respectivamente.
Sensores

Para recrear un entorno de simulacién lo mas realista posible, se necesita un
modelo de la salida del sensor en lugar de asumir que nosotros podemos medir los
estados del vehiculo con exactitud. Es bien sabido que todas las lecturas que
provienen de un sensor son ruidosas. El modelo para este ruido lo tomaremos de
acuerdo con (Wang, et al., 1999). Es decir, tomaremos un generador de ntimeros

aleatorios uniformemente distribuidos entre en valor maximo y minimo ajustable.

En la Fig 7.11 podemos observar el diagrama de bloques completo del
sistema, donde se han considerado las limitaciones impuestas por la red de

comunicaciones y el ruido del sensor descrito previamente.

+ [ -<T=>s l
—PO—D Controller —e —t»| Vehicle >
i +
Sensor
( )‘_ noise

<

|

1

I

I

|

| -<T>s \
l e

COMMUNICATIONS NETWORK

Fig 7.11 Diagrama de control del vehiculo.

Durante la simulacidon se practicard un cambio de carril mediante una sefial
tipo escalon de valor inicial 0 y de valor final 3.5 metros, cuando la velocidad
longitudinal del vehiculo sea estable (aproximadamente unos 60 segundos). Ver Fig

7.12.
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——————— —
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Fig 7.12 Descripcion del cambio de carril del vehiculo.
7.2.2. Diseiio de los controladores

En este apartado se proponen dos estrategias de control predictivo para controlar el
desplazamiento lateral del vehiculo AGV (Romero et al., 2009a). La primera es el
disefio de un GPC y la segunda es el disefio de un FGPC. Una vez obtenidos los

controladores, se simulara el sistema de control y se obtendran algunas conclusiones.

El modelo matematico simplificado del movimiento lateral del vehiculo
puede ser obtenido mediante la linealizacioén de las ecuaciones (7.5) y (7.6), el cual
presenta la siguiente expresion en el dominio de Laplace:
v / L

G(s)= Km,

(7.9)

donde K =9.6963-10* (corresponde a la relacion existente entre el actuador de la
direccion y el giro de las ruedas, y la conversion de grados a radianes), L = 2.69 m,

v=20m/syt=0.1s.

Ya que las metodologias de control predictivo propuestas necesitan un
modelo discreto del sistema, la ecuacion (7.9) ha sido discretizada con un tiempo de

muestreo igual a 20 ms, presentando la siguiente expresion:

0.1830+0.6968z ' +0.16552°
1-2.8187z" +2.6374z72 - 0.8187z "

G(z")=10"° (7.10)

Como prefiltro 7" hemos elegido uno que posea dos polos en 0.9, ya que el

sistema anterior presenta polos muy cerca de 1.

T(z")=(01-09z"). (7.11)
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En el caso del GPC convencional se han tomado los siguientes valores para el
ajuste del controlador: Ny =1, N, =200, N, =3 (numero de polos de (7.10)), y;=1y
4;=107. Podemos observar que todos los términos de la secuencia de pesos son
constantes en este caso. Este sistema de control presenta un margen de ganancia
igual a 12.15 dB y un margen de fase de 48.81°. Los polinomios R y S tienen la

siguiente expresion:

R(z")=0.0111-0.0106z" +0.0038z*

(7.12)
S(z7)=67.2175-185.5890z"' +170.28382> —51.90232™".

Para el caso del controlador FGPC, conservaremos los mismos valores para
los parametros N; , N> , N,. Sin embargo, los valores y y 4 vendran determinados por
las expresiones (7.2) y (7.3) para los valores fraccionarios «, f € (—1,6.3), de tal
forma que a y S son elegidos para obtener un margen de ganancia y fase similar al
obtenido con el GPC convencional. La Fig 7.13 y la Fig 7.14 muestran los margenes

de ganancia y fase para todos los sistemas de control resultantes.

Beta=2.1 The -
Gain Margin=10.04

/

/

/
/
/

/
/
/

/
/
/

Gain Margin (dB)
/A A
/ / /
i I

/
/

/

/A A R B Ry R —

Fig 7.13 Margen de ganancia de acuerdo con a y 5.
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Phase Margin

(Bop,) uibrepy aseud

Fig 7.14 Margen de fase de acuerdo con a y f.

Seleccionando el controlador cuyos valores para los operadores fraccionarios

(7.13)

2.1, obtenemos unos margenes de ganancia y fase de 10.04 dB y

S(z7')=66.3026—-183.5740z"" +168.8961z> —51.6147z"".

R(z")=0.0615-0.0912z"" +0.0359z°

34.09°, respectivamente, y los siguientes polinomios R y S:

sono=24yp

Q
T T T x]
H : o
: : o
: : 2
H H o @
: [ & W =
: : T
: : Owx
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- 1 Rt =]
L .t Jo
] . @
| ' i
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I :
— . H t— T . )
: : : @
U 49
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time, s

Fig 7.15 Respuesta ideal al escalon.
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La respuesta ideal del sistema al escalon considerando el modelo dindmico
lineal del vehiculo descrito por la expresion (7.10) se muestra en la Fig 7.15. Como
podemos ver ambas salidas son suaves y estables, destacando la respuesta del FGPC

que es algo mas rapida.
7.2.3. Resultado de la simulacion

En este apartado se presenta la simulacion del desplazamiento lateral del vehiculo
AGYV usando los dos controladores propuestos anteriormente para dos entornos de
simulacion diferentes: en presencia de ruido del sensor y incluyendo o no la red de

comunicacion.

El valor de los parametros usados para la simulacion del sistema se resume a

continuacion:

e Vehiculo: ¢

=0,(x,»)

limite de giro de la direccion = (—540°, 540°), v=20m/s y = 0.1 s,

inicial ~  linicial = A inicial inicial = (0’ O) > L= 269 m,

los cuales corresponden con el valor de los parametros del vehiculo

real (Suarez, et al., 2004).

e Red de comunicacion: consideraremos una red Ethernet inalambrica
regida bajo el protocolo /EEE 802.11b. De acuerdo con (Hristu-
Varsakelis y Levine, 2005) fijaremos el retardo medio de transmision
del protocolo en 1.733 ms; supondremos una red simétrica con unos
retardos de emision y recepcion entre controlador y actuador acotados

=1.6-h vy,

max sc

min sc

entre: 7,

o - =0.2-h, donde 4 es el
periodo de muestreo (2 = 20 ms). Ademas, fijaremos el parametro » en
0.9, es decir, el 90% de la informacion transmitida por la red llega

correctamente al receptor, el 10% restante de los mensajes se pierden.

En la primera simulacion vamos a considerar un pequefio nivel de ruido en el
sensor, acotado entre (—0.005, 0.005). En la Fig 7.16 podemos observar la respuesta
del sistema al desplazamiento lateral usando ambos controladores predictivos y en
las condiciones de ruido descritas. Ambos sistemas presentan una respuesta bastante

similar con un buen rechazo a las perturbaciones. Sin embargo, si introducimos en la
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simulacion el efecto de la red de comunicacion, obtenemos una respuesta mucho mas
rizada como podemos observar en la Fig 7.17, siendo la del GPC convencional algo

peor en estado estacionario.

4 ! ! ! ! !
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: : : /,’/ : :
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Fig 7.16 Cambio de posicion lateral del vehiculo considerando solo ruido en el sensor.
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Fig 7.17 Cambio de posicion lateral del vehiculo considerando los efectos de la red de comunicacion y
poco ruido en el sensor.
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A continuacion repetiremos la simulacion usando ambos controladores pero
en esta ocasion se va a incrementar considerablemente el nivel de ruido que llega
desde el sensor, acortdndolo entre los siguientes valores (-0.1, 0.1). En la Fig 7.18
podemos ver como en esta ocasion las salidas de los sistemas se han vuelto bastante
ruidosas, aunque el FGPC tiene un mejor comportamiento de rechazo frente a ellas.

& T T T T

5

f.m

Fig 7.18 Cambio de posicion lateral del vehiculo considerando los efectos de la red de comunicacion y
mucho ruido en el sensor.
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Fig 7.19 Esfuerzos de control: (a) con pequefio nivel de ruido, (b) con gran nivel de ruido.

— 198 —



7.3. Control de un sistema Smart wheel en red mediante FGPC

Finalmente, los esfuerzos de control son representados en la Fig 7.19, donde
podemos observar que éstos son sustancialmente menores en el caso de usar el

controlador FGPC.

7.2.4. Conclusiones

En esta seccion nos hemos centrado en el control lateral de un vehiculo AGV
aplicando estrategias de control predictivo en presencia de un sensor ruidoso. El lazo
de control del vehiculo AGV se ha cerrado por medio de una red de comunicaciones

la cual afecta de forma negativa al normal desempefio del sistema.

Se ha podido comprobar como el comportamiento de ambos controladores
predictivos, GPC y FGPC, es adecuado en el ambiente descrito, a pesar de los
retardos aleatorios y las pérdidas de informacién que introduce la red de
comunicaciones. Destacamos el comportamiento obtenido usando FGPC sobre todo
en términos de rechazo de las perturbaciones, especialmente en ambientes muy

ruidosos.

7.3. Control de un sistema Smart wheel en red mediante FGPC

En este apartado se presenta un nuevo ejemplo de control con FGPC, en este caso de
una planta llamada Smart Wheel. La planta y el controlador se hayan
interconectados, de nuevo, por medio de una red de comunicacion. Los resultados
son obtenidos tomando un modelo de la planta y de la red mediante identificacion;
para mas informacion consultar (Tejado, ef al., 2009b). Estos resultados deben de
servir como base para la realizacion futura de las pruebas finales de control con la
planta real, mediante una conexion en red entre la Universidad de Extremadura y la

Universidad de Utah, que es donde se encuentra la planta.

Como ya vimos en el caso anterior, el controlador predictivo fraccionario ha
probado ser una metodologia de control adecuada para entornos de transmision
ruidosos con retardos aleatorios de comunicacion y pérdidas de informacion. En este
caso el rendimiento de este controlador fraccionario serd comparado con otros
controladores del tipo PID que también son disefiados tomando en cuenta las

peculiaridades de la red de comunicacion.
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7.3.1. Plataforma experimental

Modelado de la planta

La planta que nos va a servir como plataforma experimental es la Smart
Wheel. Esta es una rueda robodtica con tres ejes que ha sido ensamblada en el Center
for self-Organizing and Intelligent Systems (CSOIS) en la Universidad de Utah. Los
tres ejes son: eje de direccion, eje de rotacion y eje z, que pueden ser operados de

forma independiente tal y como se muestra en la Fig 7.20.

Fig 7.20 El sistema Smart Wheel del CSOIS.

La planta esta equipada con motores que actian sobre la direccion y la
rotacion de la rueda y ademas tiene un actuador lineal que le habilita el movimiento a
lo largo del eje z. También dispone de los sensores y actuadores suficientes para su

control, todos ellos gobernados por un microcontrolador.

Este sistema puede ser controlado a través de un ordenador remoto que esté
conectado en red. Este se conecta a un servidor que es el encargado de procesar la
informacion y comunicarse con la planta. También se dispone de una cadmara IP
(DLINK-DCS5300) conectada a Internet encargada de enviar audio y video del
movimiento de la planta al ordenador remoto. La sefnal de audio y video se envia de
forma independiente, y no conjuntamente con la sefial de control a través del

servidor.

El rendimiento del sistema en lazo cerrado puede ser analizado mediante la

visualizacion de los datos provenientes de los sensores en la pantalla del ordenador

—200 -



7.3. Control de un sistema Smart wheel en red mediante FGPC

remoto. Ver en (Bhambhani, et al., 2008a, 2008b) los detalles sobre esta

visualizacién y sobre la dindmica de la planta.

El modelo matemdtico de la dindmica de esta planta viene dado por la

siguiente funcidn de transferencia:

G(s)= K el = —0'1484 e 00 (7.14)
75 +1 0.045s +1

Modelado de la red de comunicacion

Para una correcta simulaciéon de la planta anterior y un disefio robusto de
controladores, es necesario tener un modelo lo més fidedigno posible de la red de
comunicacion entre la Universidad de Extremadura y la Universidad de Utah, donde
se encuentran el terminal que ejerce de controlador y la Smart Wheel,
respectivamente. Para ello, se han hecho varias pruebas para determinar los retardos
en la transmision, asi como las pérdidas de paquetes de informacion, ademas de
caracterizar el trafico entre ambos nodos. Para més detalle sobre este estudio y el
modelo del trafico de la red ver (Tejado, et al., 2009b). Este modelo del trafico de la

red se puede resumir en el siguiente esquema de Simulink listo para la simulacion:

Delay Generator

| {lognormal/ G amna

| distibution)

| —

| Transmission

| Eate (1) I

Packet Lost |

| Generator Mo Packet

| lost I

| |
o * T I

In - €
L - - - - Y =

Fig 7.21 Esquema del modelo del trafico de la red de comunicacion.

donde el valor de » medido es igual a 0.9908 y el valor del retardo medio de la

transmision, 7, en la red es igual a 266 ms.
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7.3.2. Diseio de los controladores

Aqui se propone una estrategia de control predictivo fraccionario que permita
controlar el sistema descrito anteriormente. Para ello el controlador FGPC sera

disefiado teniendo en cuenta las especiales caracteristicas de la red de comunicacion.

Por motivos de comparacion, también se disenaran dos controladores PID, los
cuales ya han sido utilizados con anterioridad para el control de esta planta
demostrando que son adecuados en simulacion. Para mas detalles ver (Tejado, et al.,

2009a).

Cabe destacar que todos los controladores han sido disefiados teniendo en
cuenta el retardo medio de transmision de la red de 266 ms, mas el retardo inherente

a la planta.

Para el disefio del FGPC, el primer paso es obtener la expresion discreta de la
funcién de transferencia que sirve como modelo del sistema (7.14); esta funcion

discreta se presenta con la siguiente forma:

0.04669 +0.01657z"" =t

G(z )=
) 1-0.57382"

(7.15)

La eleccion de los parametros N;, N,, y N, pasa por seguir las
recomendaciones por defecto vistas en capitulos anteriores, tomando los siguientes

valores:
e N; =35 (nimero de retardos que presenta el sistema).
e N, =45 (tiempo de subida + N).
e N, =35 (ntimero de polos inestables o mal amortiguados + N;)."

Como no se tiene, a priori, mas informacion del ruido que puede afectar al
sistema real, para la simulacion se ha decidido tomar el valor siguiente para el

prefiltro Tt zh=1.

1 : , . .

Esta eleccion de sumar el valor de N; al numero de polos inestables o mal amortiguados no

aparece en las recomendaciones por defecto, pero se ha afiadido aqui porque con ella hemos
conseguido los mejores resultados de forma practica.
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Para el ajuste de los valores de los 6rdenes fraccionarios (o = 2.6, f = 3.2) se
ha seguido el criterio de obtener un sistema con unos margenes de ganancia y fase
similares a los obtenidos con los controladores PID cuyas expresiones son (7.16) y
(7.17), los cuales fueron propuestos para controlar NCS con pérdidas de informacion

en (Ostertag y Carvalho-Ostertag, 2006).

Pl(s)=kp+5=1.1345+3'6210. (7.16)
S N

OPID(s) =k, L k,s =0.9057 + 38041 . 0.03345. (7.17)
S S

El primer controlador con expresion (7.16) es un controlador PI obtenido
aplicando un método mejorado de Ziegler-Nichols (Astrém y Murray, 2008). El
segundo cuya expresion es (7.17) es un PID con ajuste Optimo para sistemas con
retardos de tiempo variables (Eriksson, 1998). Para el disefio de ambos se ha tenido
en cuenta no solo el retardo intrinseco del sistema sino también el retardo medio de

trasmision de la red.

Los resultados obtenidos en el dominio de la frecuencia para la planta usando

los controladores descritos anteriormente se resumen en la siguiente tabla:

Tabla 7.1 Resumen de los resultados en el dominio de la frecuencia

Controller ~ Margen de ganancia (dB) Margen de fase (°) o, (rad/s)

Plzn 11.3 71.5 0.545
OPID 11.5 68.3 0.568
FGPC 11.5 70.43 0.499

7.3.3. Resultado de la simulacion

En esta seccion se presenta la simulacion de los controladores anteriores y su
efectividad a la hora de controlar el sistema propuesto (ver Fig 7.22). Este estudio es
ilustrado con simulaciones de MATLAB™/Simulink, usando el modelo del trafico

de la red presentado anteriormente.
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+
—bO—b Controller

TRAFFIC MODEL OF
COMMUNICATIONS NETWORK

Fig 7.22 Diagrama del sistema de control completo.

Para ello, consideramos una red simétrica con 7, =7,. El retardo de la

transmision viene dado por valores aleatorios generados por una distribucion
Gamma® con parametros (a = 1.163 y b = 1). Los valores maximos y minimos para

los retardos son los siguientes: 7, =7

sc

=7,| . =164 ms, 7

Cad |max

. =171 ms,

min m:

que corresponden con los peores valores obtenidos en las pruebas de identificacion
de la red.

Control efforts

10

Fig 7.23 Esfuerzos de control.

1 w X
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La Fig 7.23 y la Fig 7.24 presentan la respuesta temporal de la sefial de salida
y los esfuerzos de control de los sistemas de control propuestos. Podemos observar
que en todos los casos se presentan sistemas estables con respuestas bastante
similares, destacando el PID con ajuste 6ptimo, que presenta una respuesta algo mas

rapida.

Steering Speed (rad/s)

Fig 7.24 Respuesta escalon del Smart Wheel con los controladores propuestos.

7.3.4. Conclusiones

En esta seccion se ha probado, a tenor de los resultados de la simulacion, que el
controlador fraccionario FGPC es una herramienta valida para controlar plantas que
cierran su lazo de control a través de una red de comunicacién (NCS). Hemos podido
observar que con el ajuste de sus parametros hemos obtenido resultados muy
similares a los obtenidos con dos controladores especificamente concebidos para el

control en estos entornos, a pesar de ser FGPC una metodologia general.
7.4. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se ha presentado la aplicacion préactica de FGPC. Este nuevo

controlador ha demostrado su validez en entornos muy variados, donde estan
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involucradas plantas reales y podemos encontrar diferentes formas de conexion entre

la planta y el controlador.

Se ha comparado su funcionamiento con respecto a otras metodologias de
control tales como GPC y PID, demostrando que es también una herramienta util y

valiosa cuando ha sido sometido a casos practicos concretos.
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Capitulo 8

Conclusiones y Trabajos futuros

8.1. Conclusiones

El objetivo fundamental de esta Tesis ha sido la aplicacion de las herramientas de
calculo fraccionario al control predictivo basado en modelos, extendiendo su
metodologia y generalizando su formulacion. Para la consecucion de este objetivo se
han estudiado los tres bloques constituyentes de todo controlador predictivo: la
planta, el predictor y el optimizador para poder aplicar los operadores fraccionarios

en tres frentes diferentes: la planta, el modelo y la funcion de coste.

Como consecuencia del estudio realizado, se han obtenido una serie de
conclusiones, cuyo resumen se destaca a continuacion como las principales

aportaciones de esta Tesis:

e Se ha realizado un resumen tanto de la metodologia de control
predictivo basado en modelos como del calculo fraccionario, con
vistas a poder conjugar ambas disciplinas en la formulacion del
problema de control, de tal forma que se puedan aunar las ventajas de

ambos.

e Se ha mostrado que el uso de aproximaciones basadas en los
polinomios de Chebyshev es una herramienta perfectamente valida
para obtener aproximaciones enteras de los operadores fraccionarios,

ya que éstas suelen dar lugar a funciones de transferencia estables, con
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un entrelazado de ceros y polos a lo largo de z € (-1, 1), y con fase
minima. Ademads, consiguen en muchos casos mayor precision que
otras aproximaciones, obtenidas con otros métodos, con el mismo

namero de términos en su funcion de transferencia.

e Se ha mostrado como la aproximacion racional de Chebyshev (RC)
presenta unos niveles de precision muy elevados tanto en el dominio
temporal como en el de la frecuencia. Sin embargo, a medida que
vamos aumentando el grado del numerador/denominador o el orden
del operador fraccionario esta aproximacion se va degenerando. Por
consiguiente, esta aproximacion es idonea para ordenes y grados
bajos, en caso contrario es recomendable el uso de la aproximacion de

Chebyshev — Padé (CP).

e Se ha probado que es posible el control predictivo de una planta que
presenta naturaleza fraccionaria mediante la metodologia general de
control predictivo GPC, usando para ello modelos discretos finitos de

la planta fraccionaria a controlar.

e Para la obtencién de estos modelos se recomienda el uso de las
distintas metodologias de Chebyshev usando Euler o Al-Alaoui como
funcion generadora. Se desaconseja la obtencion de modelos usando
la metodologia Crone al igual que el uso de Tustin como funcion
generadora, debido principalmente al elevado numero de sistemas

inestables que se han obtenido.

e Al no disponerse en la actualidad de técnicas numéricas tipo Routh o
Jury para estudiar la estabilidad de sistemas con operadores
fraccionarios, se ha propuesto para el estudio de la estabilidad de los
sistemas de control GPC de plantas fraccionarias el uso del criterio de
Nyquist, ya que solo técnicas geométricas de andlisis complejo

basadas en el principio del argumento son aplicables.

e Se han propuesto, para mejorar la estabilidad de estos sistemas de

control GPC de plantas fraccionarias, tres técnicas las cuales podemos
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resumir en: mejora de la respuesta del modelo a bajas frecuencias, uso
del prefiltro del controlador 7T(z "), y ajuste de los pardametros N, y A.
De forma general, podemos afirmar que estas técnicas mejoran la
estabilidad y la robustez de estos sistemas frente a los problemas de
desajuste entre la planta real fraccionaria y el modelo aproximado

tomado.

Se ha introducido y desarrollado el operador integral definida

fraccionaria,”/”. Asimismo, se han demostrado sus propiedades

fundamentales, destacando la linealidad del operador para cualquier

orden de integracion al igual que su equivalente entero.

Para la evaluacion numérica de este operador, se han propuesto dos
métodos diferentes, los cuales han sido desarrollados en el cuerpo de

la memoria de esta Tesis.

Se ha demostrado un teorema cuya conclusion es la generalizacion de

la conocida regla de Barrow para el caso fraccionario.

Se ha formulado la generalizacion fraccionaria del controlador
predictivo GPC mediante el uso del operador integral definida
fraccionaria. Esto ha dado lugar a un nuevo controlador llamado
Fractional-order Generalized Predictive Control, FGPC, mediante la

redefinicion en términos fraccionarios de su funcidon de coste.

Este nuevo controlador presenta dos nuevos parametros de ajuste, a y
[, que representan los 6rdenes de integracion definida fraccionaria de
los errores predichos y los esfuerzos de control, respectivamente.
Estos son usados en lugar de las cléasicas secuencias de pesos de GPC,

'y A.

Para la sintonia de estos dos nuevos parametros, se ha propuesto un
método basado en la resolucion de un problema de optimizacion que
tiene como variables de entrada los pardmetros de ajuste del
controlador, y como objetivo la consecucion de unos criterios

especificados en el dominio del tiempo y de la frecuencia.
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e Se ha comprobado la eficacia de FGPC en los siguientes entornos:
control de un servomotor, control de un sistema AGV en red, y
control de un sistema Smart wheel en red. Para validar los resultados
se ha comparado el rendimiento de FGPC con otros controladores

bien conocidos como GPC y PID.
8.2. Trabajos futuros
A tenor de los resultados obtenidos, destacaremos una serie de ideas que pueden

servir de base para la continuacién futura del presente trabajo:

e Generalizacion del operador integral definida fraccionaria en el
ambito continuo, utilizando para ello otras definiciones de partida,

como la definicion de Riemann—Liouville y la de Caputo.

e Estudio del significado matematico y fisico de la integral definida de

orden fraccionario.

e Ampliacion del estudio de las caracteristicas de la funcion de coste del

controlador FGPC.

e Formulaciéon y estudio del controlador FGPC para sistemas

multivariables.

e Desarrollo y generalizacion utilizando las herramientas de célculo
fraccionario de otros tipos de controladores predictivos (DMC,

formulacion en variables de estado, etc.).

e Aplicacion del controlador FGPC a otras plantas reales.
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Anexo I

Comparacion estadistica entre las

aproximaciones de Chebyshev

En este anexo se presentan una serie de tablas que muestran la comparacion
estadistica de las dos aproximaciones de Chebyshev: Chebyshev-Padé (CP) y
racional de Chebyshev (RC), las cuales fueron descritas en el capitulo 3 de esta

Tesis.

I.1 Comparacion de las respuestas escalon

Tabla I.1 Comparacion usando Euler para discretizar y CP para aproximar
Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 e=1.888196 ¢e=1.217021 e=0.746426 e=0.420142
c=1.114955 06=0.944666 o0=0.730867 o0=0.510480
M0O=2.192737 MQ=1.540557 MQ=1.044598 M0 =0.661093
-0.5 €=6.436571 €=3980913 £=2.231656 ¢e=1.114261
0=4.667968 ¢=3.717795 ©0=2.600748 o=1.612760
MQ=7.950719 MQ=5.446670 MQ=3.426732 MQ=1.960082
-0.7 e=16.027003 e=8.519083 ¢=4.058063 e=1.723169
0=14.685768 ©0=9.803784 0¢=5.745496 o =3.089655
MQ=21.73666 MQ=2.987106 MQ=7.033516 MQ=3.537356




I. Comparacion estadistica entre las aproximaciones de Chebyshev

Tabla 1.2 Comparacion usando Euler para discretizar y RC para aproximar

Orden | Grado 2

3

4

5

-0.3 e=0.636368
o=0.741697
M0=0.977211

e=0.189651
o=0.335108
M0 =0.385015

e =-4.329420
o =3.095350
MO =5.321905

e =1.004060
o=0.737977
M0 =1.246038

-0.5 e=1.368248
0=2.194876

M0=2.586190

&=0.125569
o= 0.689472
M0 =0.700729

&=10.739734
o=5.519074
MO =12.07453

e=-15.841434
o=11.317819
MQ=19.46823

e=2.060124
o=4.359834
MQO=4.821567

e =-14.60354
o=11.694370
MO =18.70795

€ =24.962281
0=21.766415
MQ=33.11757

€=
0=

MQ = 0

Tabla 1.3 Comparacién utilizando Tustin para discretizar y CP para aproximar

Orden | Grado 2

3

4

5

-0.3 e =2.458753
o= 1.185494

MQ=2.729562

e=1.815770
o=1.104329
MO =2.125149

e =1.332896
o =0.985760
MQ=1.657737

€ =0.958325
0=0.841719
MO =1.275422

e =28.108996
0=>5.027184
M0=9.540549

&=15.962731
o =4.537034
MO =7.492242

€=4.239334
o =3.855430
MQ=5.729972

e=2.872804
o=3.069384
M0 =4.203780

-0.7 €=20.610142
0=16.693160

M0=26.52112

e =13.846223
o =13.508660
MQ=19.34311

e =38.760554
o=10.014064
MO =13.30427

e=15.249764
o=6.949158
MQ=8.708545
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I.1. Comparacion de las respuestas escalon

Tabla 1.4 Comparacion usando Tustin para discretizar y RC para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5

-0.3 €=0.923680 ¢e=0.560426 ¢€=0.290714 ¢e=0.171211
0=0.972247 06=0.721333  ¢=10.444701 0=0.362769
M0=1.340974 Mm0=0.913382 Mm0=0.531248 M0=0.401100

-0.5 €¢=13.185059 e=o e=o €=
0=3.678842 0= 0= g=00
MQ =4.865706 MQ =0 MQ = MQ =©
-0.7 e=4.612583 &=19.488645 e=w e=w
0=7483637 o=11.410750 0= 0=
MQ=8.790150 MQ=14.83937 MQ =0 MQ =0

Tabla [.5 Comparacion usando Al-Alaoui para discretizar y CP para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5

-0.3 e=1.953857 e=1.282550 ¢=0.807331 e=0.471272
o0=1.125960 ¢=0.967498 6=0.764762 o=0.550392
MQ=2.255000 MQ=1.606472 MQ=1.111980 MmQ=0.724537

-0.5 €=06.648227 €=4.212995 £=2.443057 é=1.274069
0=4.724855 ©0=3.835989 ¢=2.761200 o=1.771993
MO =8.155832 MQ=5.697409 MQ=3.686577 MQO=2.182299

-0.7 €=16.644311 €=9.136953 &=4.522773 €=2.019592
0=14.997534 0=10.292463 0¢=06.221435 0=3.459237
M0 =22.40318 MQO=13.76198 MO =7.691037 MO=4.005257

—229 -



I. Comparacion estadistica entre las aproximaciones de Chebyshev

Tabla 1.6 Comparacion usando Al-Alaoui para discretizar y RC para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5

-0.3 €¢=0.683058 ¢€=0.220240 e=10.962783 e=1.539716
0=0.778013 0=0.391995 0¢=0.560379 ¢=0.926155
M0=1.035239 M0 =0.449586 MQO=1.113955 MQO=1.796740

0.5 &=1569149 &=0.012985 &=-7.690672 ¢&=3.918309
0=2340675 ¢=0.791984 5=5929351 o=2.883336
MO=2.817733 M0=0.791992 MQ=9.710554 MO =4.864637

-0.7 €=2310040 e=-19.20793 ¢€=4.058578 ¢é=21.407938
0=4.607443 0=14.864160 o0=3.112790 o=14.655808
MQ=5.153592 MQ=24.28647 MQO=5.114596 MO =15.942992

.2 Comparacion en el dominio de la frecuencia

Tabla I.7 Comparacién de magnitud usando Euler para discretizar y CP para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5

0.3 £=2.529049 &=1.928464 &é=1543274 &=1.259199
0=5.059419 5=4271826 =3.759657 o&=23.383640
MO=5.654044  MO=4.685000 MO =4.062336 MO =3.608761

-0.5 €=3.624077 e=2.816046 e=2.253531 e=1.825739
oc=7.731778 0=6.598865 0=5.836580 o=>5.264435
MQ=8.535487 MmQ=T7.171582 MO =6.253799 MO =5.569550

-0.7 e=4.131591 e=3.190011 =2.503100 ¢e=1.977125
0=9.530235 0=28.197468 0=7.262090 o =6.549068
M0=10.382899 MmQ=8.792465 MQ=T7.677937 MQ=6.837866
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1.2. Comparacion en el dominio de la frecuencia

Tabla 1.8 Comparacién de magnitud usando Euler para discretizar y RC para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5

-0.3 e=1.498824 ¢=1.035964 ¢&=-5.846957 ¢&=1.804845
0=3.726404 0=3.108196 0=11.974077 o=3.807992
M0=4.014807 M0=3.274819 MQ=13.319987 MQ=4.212336

-0.5 €=2.093087 e=1.353349 £=6.555450 é&=-5.782282
0=15.563217 0=4.666704 o¢=10.232844 ¢=10.596610
MQO=5.941334 MQ=4.856738 M=12.148264 M0=12.066923

-0.7 €=2343546 e=-3.297787 e=-2.148400 ¢=-3.027047
0=6.939539 6=9.026295 ¢="7.097868 o=8.393948
MQO=7.321287 MQ=9.605620 MQ=7.412488 MQ=8.919132

Tabla 1.9 Comparacion de fase usando Euler para discretizar y CP para aproximar

Orden|Grado

2

3

4

5

-0.3

€ =-14.980696
o=13.979644
M=20.485513

e =-13.619405
o=13.344411
M=19.062618

e=-12.678781
o=12.941686
MQO=18.112737

€ =-11.940438
o=12.664475
MQO=17.401224

e =-23.742736
o=22.710743
M=32.847824

e =-21.752029
o=21.750311
M0=30.753109

€=-20.303410
o=21.169642
M0=29.324632

&=19.137518
o= 20.760424
MO=28.227802

-0.7

€ =-30.989303
o =30.380420

MQO=43.386448

e =-28.493080
o =129.404285
M0=40.934129

€ =-26.590404
o =128.760926
M0=39.158821

e =-25.034355
o =128.255610
M0=37.739900
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I. Comparacion estadistica entre las aproximaciones de Chebyshev

Tabla I.10 Comparacién de fase usando Euler para discretizar y RC para aproximar

Orden|Grado 2 3 4 5

-0.3 e=-12.384055 ¢€=-11.326500 ¢=18.566323 ¢&=-13.038016
0=13.759006 o0=12.626406 o0=31.642575 o©o=12.394865
M0O=18.506370 MQ=16.957485 MQ=36.673691 MQ=17.985242
-0.5 €=-19.480288 ¢e=-17.742724 &=-28.838003 ¢&=12.318407
0=21.999423 06=20.604830 o0=21.844408 o0 =29.996889
M0O=29.376389 MQ=27.183427 MQ=36.170864 M(Q=32.413834

-0.7 e=-25.811551 e=1.084433 ¢£=-53.405262 ¢e=0.546310
0=29.192876 0©=29.559404 o0=57.398098 o =28.368854

M0O=38.956488

MQ=29.564516

MQO=78.379647

MQ=28.359928

TablaI.11 Comparaciéon de magnitud usando Tustin para discretizar y CP para aproximar

Orden|Grado 2 3 4 5

-0.3 €=3.459593 e=2.748477 e=2315627 é=2.008213
0=5.787895 0=4.903605 0=4.345615 o¢=23.949879
MQ=6.740550 MQ=5.619201 MQ=4.922155 MQ=4.429318

-0.5 e=4.753990 £=3.946945 &=3.381803 ¢=2.951852
0=28.595348 ¢=7.397897 0=06.638461 ¢=6.076109

MQO=9.818684 MO =8.381678 MQ=7.447260 MQO=6.752453

-0.7 €=15374344  =4.548097 e=3.901668 ¢é=3.390288
0=10.320220 ¢=9.039506 0=28.189373 ¢="7.529516

MQ=11.631165

M0=10.115145

MO =9.067622 MQ=8.254148
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1.2. Comparacion en el dominio de la frecuencia

Tabla I.12 Comparacién de magnitud usando Tustin para discretizar y RC para aproximar

Orden|Grado 2 3 4 5

-0.3 e=1.743775 e=1.722841 e=1.438083 ¢&=1.333846
0=4.532808 0=3.665649 0=3.315540 o=3.145006
M0O=4.854623 M0=4.048669 MO=3.612464 MO =3.414721

-0.5 €=3.090668 €=2.665997 e=2.115427 €=1.166363
0=6.552492 0=5438430 o0=5.113733 0=4.173076
MQO=7.241854 MmQ =.054295 MQ=5.531650 MQO=4.330999

-0.7 e=3.501477 e=4.000747 e=1.903053 ¢é=-2.398649
0=7.523226 0=28.494526 ©0=5.599775 ©0=9.264864
M0=8.294737 MQ=9.385670 MO =5.911660 MO =9.565845

Tabla I.13 Comparacion de fase usando Tustin para discretizar y CP para aproximar

Orden|Grado

2

3

4

5

-0.3

é=-15.176395
0=17.572689
MQO=23.21235

€=-13.609015
o =16.646655
MQ0=21.495099

€=-12.660021
o=15.994126
M0=20.391969

e=-11.932720
o=15.631377
M0=19.659232

&=-23.473924
o =28.243603
M0O=36.71414

€=-21.310003
o =126.864725
M0O=34.279848

€=-19.979450
0=26.034915
M0O=32.807277

e =-18.895377
o=25.542313
M0=31.761496

-0.7

€=-29.910006
0 =37.350834
M0=47.83615

e=-27.464103
0=36.001270
M0O=45.266680

e=-25.819701
o =35.272458
M0O=43.698502

e=-24.429312
o=34.762383
MQO=42.473593
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I. Comparacion estadistica entre las aproximaciones de Chebyshev

Tabla I.14 Comparacién de fase usando Tustin para discretizar y RC para aproximar

Orden|Grado

2

3

4

5

-0.3

e=-12.611132
o=19.493264
M0=23.208792

€=-11.031766
o=16.164298
M0=19.563310

e=-10.551388
o=15.563671
M0=18.796739

e=-10.186773
0=15.212594
M0=18.301966

-0.5

€=-19.622630
o =27.963400
MQ=34.149925

&=-17.369511
o=24.677135
M0=30.167067

&=-16.478673
o =25.391744
M0=30.259587

e=-13.986813
o =24.536043
MQ=28.232008

e =-24.533827
o=34.376978
M0=42.219705

€=-26.240678
o =35.980046
MQO=44.517888

€=-19.465769
o=32.855781
MQ=38.175110

e=21.286279
0=51.662243
MQ=55.851805

Tabla I.15 Comparacion de magnitud usando Al-Alaoui para discretizar y CP para aproximar

Orden|Grado 2 3 4 5
-0.3 €=2.654606 e=2.043347 €=1.653669 ¢é=1.366983
0=5.105852 0=4.305993 ©0=3.788368 o¢=3.409190

MQO=5.752442 MQ =4.764274 MQ=4.131828 MQ=3.671457

-0.5 ¢=3.800399 &=20989621 ¢€=2.425484 e=1.995719
c=17.778800 0=6.635634 ¢=5.870124 ¢=15.295934
MQO=8.654030 MQ=7.274987 MQ=6.348769 MO =5.657011

-0.7 e=4348288 ¢£=3.413392 e=2.727575 e=2.200077
0=9.555606 0=28.223206 o¢=7.289567 o0=06.576525

M0=10.494089 Mm©O=8.899705 MmQ=7.779737 MQ =6.931650
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1.2. Comparacion en el dominio de la frecuencia

Tabla I.16 Comparacién de magnitud usando Al-Alaoui para discretizar y RC para aproximar

Orden|Grado 2 3 4 5

-0.3 e=1.596965 e=1.140935 e=1.742971 e=2.391188
0=3.755692 0=3.154923 0=3.561778 o=4.334556
M0=4.079389 MQ=3.353404 MQO=3.963777 MQO=4.948471

-0.5 €=2276208 e=1478734 e=-4342073 e=2.915048
0=35.578215 0=4.697616 0=9.768836 o=6.068125
M0=6.022167 MQ=4.922620 MQ=10.685894 MQO=6.729251

-0.7 €=2.558324 e=-3.546974 €=-0947718 €=15.298269
0=6.889400 ¢=10.322883 0=7.514368 0=9.692811
MQO=7.345842 Mm0=10.910379 MmO =7.570167 MQO=11.042114

Tabla I.17 Comparacién de fase usando Al-Alaoui para discretizar y CP para aproximar

Orden|Grado

2

3

4

5

-0.3

e=-14.891305
o= 14.347230
M0=20.673368

e=-13.513426
o=13.672869
M0=19.219081

e=-12.570663
o=13.247896
MQO=18.257952

e=-11.832682
o=12.955105
MQO=17.540789

e =-23.540936
o =23.283493
M0=33.102185

e=-21.544102
0 =22.266305
M0=30.974843

€=-20.101733
0=21.656140
M0=29.539788

e=-18.941277
o=21.226541
MQ=28.440947

-0.7

e =-30.647979
o=31.099332
MQO=43.652032

e=-28.167994
o =30.070400
MQ=41.191754

e=-26.282684
0=29.401937
M0=39.425739

e =-24.738526
o =128.878780
M0=38.015058
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I. Comparacion estadistica entre las aproximaciones de Chebyshev

Tabla I.18 Comparacién de fase usando Al-Alaoui para discretizar y RC para aproximar

Orden|Grado 2 3 4 5
-0.3 €=-12.216992 e=-11.257036 &=-12.334224 ¢=-13.886455
0=14.177928 ¢ =12.992369 0=12.018609 o =12.547357
M0=18.710092 MQ=17.185858 MmQ=17.217305 MmQ=18.711290
-0.5 €=-19.157915 &=-17.532838 ¢=9.850857 ¢é=-20.768600
0=22.515488 0=21.186967 0=29.654429 o =20.533788
M0=29.554458 M0=27.492528 MmQO=31.233718 MQ=29.198451
-0.7 e=-25271278 e=2340160 é=-3.690704 ¢é=-31.561705
0=29.759527 ©0=29.293254 0=26.584001 o =28.263642

M0=39.030518

M0=29.371976

MQO=26.825802

MQO=42.357713

1.3 Distribucion de ceros y polos

Tabla I.19 Ceros de las aproximaciones obtenidas usando Euler para discretizar y CP para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.283893 0.148045 0.089772 0.060030
0.944532 0.731056 0.520567 0.373479
0.982252 0.890418 0.749664
0.991779 0.945116
0.996591
-0.5 0.207899 0.104600 0.062405 0.041346
0.929146 0.693692 0.481391 0.340207
0.978022 0.875962 0.727312
0.989958 0.940201
0.994345
-0.7 0.127255 0.061692 0.036213 0.023732
0.909753 0.650946 0.439134 0.305575
0.973125 0.859796 0.703235
0.987997 0.933995
0.992582
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1.3. Distribucion de ceros y polos

Tabla 1.20 Ceros de las aproximaciones obtenidas usando Euler para discretizar y RC para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.595951 0.362931 0.125043 -0.467660
0.988868 0.940124 0.760186 0.392530
0.996691 0.977620 0.919062
0.998726 0.988623
1.004864
-0.5 0.549687 0.300764 -0.057323 0.042223
0.988755 0.942254 0.665545 0.346635
0.996436 0.977180 0.735743
0.998052 0.944287
0.994851
-0.7 0.449782 0.219502 -0.221248 -0.732056
0.986545 0.949823 0.564961 0.291368
0.996609 0.981391 0.954483
1.000498 0.997266
1.098421
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Tabla 1.21 Polos de las aproximaciones obtenidas usando Euler para discretizar y CP para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.548016 0.309494 0.192513 0.130077
0.986764 0.856469 0.660546 0.494549
0.994992 0.942218 0.830946
0.997269 0.969317
0.999999
-0.5 0.653337 0.380771 0.238016 0.160748
0.994285 0.897454 0.714633 0.543760
0.997524 0.958203 0.860945
0.998876 0.977970
0.999999
-0.7 0.750477 0.456371 0.287718 0.194428
0.997929 0.929923 0.764743 0.592575
0.998951 0.971810 0.887574
0.998853 0.984553
0.999999
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Tabla 1.22 Polos de las aproximaciones obtenidas usando Euler para discretizar y RC para aproximar

Orden| Grado 2 3 4 5
-0.3 0.843969 0.634105 0.293580 -0.452171
0.997090 0.974075 0.876914 0.628432
0.998840 0.988924 0.961219
1.000000 0.997753
1.000000
-0.5 0.924989 0.760679 0.169931 0.164057
0.998760 0.985702 0.908186 0.552324
0.999415 0.996 - 0.0011 0.867512
0.996 +0.0011 0.979851
0.999999
-0.7 0.960081 0.869475 0.054012 -0.697558
0.999448 0.992445 0.950806 0.885615
0.999999 0.999118 0.993535
1.000000 1.000000
1.097991
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Tabla 1.23 Ceros de las aproximaciones obtenidas usando Tustin para discretizar y CP para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 -0.882685 0.946431 -0.987428 0.988023
0.812628 -0.968740 -0.626499 0.795853
-0.065867 0.977359 -0.993570
0.551293 -0.834137
-0.042753
-0.5 -0.911296 0.938602 -0.990836 0.986126
0.784990 -0.976764 -0.653931 0.782876
-0.116060 0.973913 -0.995391
0.524770 -0.847788
-0.072678
-0.7 -0.944470 0.930055 -0.994373 0.984176
0.749997 -0.985516 -0.684325 0.769268
-0.174926 0.970332 -0.997217
0.495674 -0.862456
-0.104764
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Tabla 1.24 Ceros de las aproximaciones obtenidas usando Tustin para discretizar y RC para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.959994 -0.979649 0.995133 -0.996838
-0.843321 0.988617 0.854914 -0.895262
0.408618 -0.993860 0.996090
-0.498235 0.923918
0.110386
-0.5 0.947743 -1.035179 0.995100 -1.018700
-0.694530 0.988280 0.878387 -0.955028
0.227947 -1.021922 0.996905
-0.661467 0.946685
0.182998
-0.7 0.955083 0.938995 0.996274 0.997518
-0.488357 -0.987182 0.920113 0.954272
-0.167002 -1.031468 -1.112685
-0.598567 -1.008865
-0.115151
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Tabla 1.25 Polos de las aproximaciones obtenidas usando Tustin para discretizar y CP para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.964614 -0.876877 0.993985 -0.978358
-0.520710 0.987707 0.780638 -0.680885
0.420445 -0.954388 0.996459
-0.309547 0.899575
0.277420
-0.5 0.988437 -0.774314 -0.919614 -0.963543
-0.168070 0.995111 0.997292 -0.559817
0.636117 0.863223 0.998271
-0.089207 0.935513
0.443150
-0.7 0.996707 -0.619329 -0.865804 -0.940996
0.219767 0.998300 0.998939 0.999273
0.786891 0.917947 0.959702
0.137169 0.584667
-0.413838
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Tabla 1.26 Polos de las aproximaciones obtenidas usando Tustin para discretizar y RC para aproximar

Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.993223 -0.870560 -0.969851 -0.989014
-0.113629 0.997167 0.998506 -0.755050
0.798635 0.945302 0.998730
0.030714 0.967188
0.518638
-0.5 0.997307 -1.037487 -1.041738 -1.026560
0.408810 0.998741 0.999258 -0.616417
0.907934 0.976130 0.999590
0.391460 0.987039
0.770125
-0.7 0.999157 -0.623884 -1.038156 -1.014382
0.818432 0.998673 0.999758 -0.899974
0.804565 0.991059 0.999999
0.773127 0.994075
0.877801
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Tabla 1.27 Ceros de las aproximaciones obtenidas usando Al -Alaoui para discretizar y CP para

aproximar
Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.936744 0.980093 0.990957 0.995284
0.168365 0.685193 0.872861 0.938476
0.017049 0.438225 0.706112
-0.046576 0.268893
-0.078733
-0.5 0.919453 0.975405 0.989033 0.994211
0.084255 0.642223 0.856315 0.930959
-0.030085 0.393619 0.681020
-0.075975 0.231500
-0.098684
-0.7 0.897631 0.969944 0.986744 0.992911
-0.004374 0.593120 0.837953 0.923153
-0.076453 0.345730 0.653552
-0.104085 0.192734
-0.117463
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Tabla 1.28 Ceros de las aproximaciones obtenidas usando Al -Alaoui para discretizar y RC para

aproximar
Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.987161 0.996023 0.997918 -0.675996
0.512206 0.922952 0.971493 1.001703
0.232012 0.671478 0.989989
-0.064678 0.899914
0.273352
-0.5 0.987752 0.995668 0.997973 0.994457
0.468025 0.919459 0.971234 0.936188
0.150942 0.557069 0.691078
-0.300717 0.238966
-0.097735
-0.7 0.985625 0.994681 -0.492284 0.993901
0.357351 0.914945 0.999410 0.927862
0.051395 0.977923 0.664179
0.446193 0.199633
-0.116919
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Tabla 1.29 Polos de las aproximaciones obtenidas usando Al - Alaoui para discretizar y CP para

aproximar
Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.985281 0.994494 0.997050 0.999259
0.471153 0.833228 0.933634 0.966118
0.196732 0.601834 0.802538
0.065836 0.407785
-0.002813
-0.5 0.993795 0.997323 0.998507 0.998333
0.595939 0.882021 0.952882 0.977185
0.278542 0.666223 0.838284
0.116838 0.465603
0.031036
-0.7 0.997807 0.998888 0.999323 0.999999
0.711544 0.920316 0.967689 0.982886
0.366404 0.726202 0.870189
0.173131 0.523279
0.068528
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Tabla 1.30 Polos de las aproximaciones obtenidas usando Al - Alaoui para discretizar y RC para

aproximar
Orden | Grado 2 3 4 5
-0.3 0.996772 0.998676 0.998978 -0.665539
0.810058 0.967063 0.987127 1.000000
0.541138 0.832072 0.996510
0.094409 0.952012
0.548170
-0.5 0.998683 0.999352 1.000000 0.998782
0.914135 0.980861 0.992123 0.978901
0.677005 0.882080 0.846162
-0.105723 0.475796
0.034741
-0.7 0.999430 1.000000 0.999999 0.998654
0.956096 0.987441 0.998049 0.986016
0.792730 0.940348 0.876985
-0.263164 0.533946
0.073050
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Anexo 11

Comparacion entre la estabilidad y
las respuestas temporales de sistemas
de control GPC para el integrador

fraccionario de orden 0.4

A continuacion se presenta un extenso estudio del comportamiento temporal de
diferentes sistemas de control GPC, cuando la planta a controlar es el integrador

fraccionario de orden 0.4.

Para el disefio del controlador se toman diferentes modelos de la esta planta
fraccionaria usando las diferentes metodologias vistas en el capitulo 3: Chebyshev-
Padé¢ (CP), racional de Chebyshev (RC), expansion en fracciones continuas (CFE),
Crone (CRN) y utilizando la funcién invfregz de MATLAB™ (INV), las cuales

fueron descritas en el capitulo 3 de esta Tesis.

Todos los controladores predictivos son sintonizados siguiendo los mismos
parametros: N; = 1, N, = 10, N, = grado de la aproximacion, y = 1, y A = 10°. El

periodo de muestreo de todas las aproximaciones es igual a 0.1 segundos.

Cabe destacar que se toman aproximaciones con diferentes funciones de
generacion: Euler, Tustin y Al-Alaoui. También se toman diferentes grados para los

polinomios que definen la funcidn de transferencia, desde grado 2 hasta grado 4.



II. Comparacion entre la estabilidad y las respuestas temporales de sistemas de

control GPC para el integrador fraccionario de orden 0.4

II.1 Funcion de transferencia de las aproximaciones

Las funciones de transferencia de las aproximaciones de este integrador fraccionario

son las siguientes:
e Chebyshev — Pad¢ (Euler)

0.307300-0.363773z"' +0.071000z > _,

G.,(z")= z II.1
(27 0.770776—1.227426z"' +0.459367z"* Ly
-1 -2 -3
G (") = 0.226352+O.411845271 O.206593ziz+0.019978zi3 A (112)
—0.568564+1.261632z"' —0.864601z> +0.171371z
o 0.160689—0.393941z7" +0.320645z —0.092671z +0.005357z"* |
Gp(z7)= - = - —z .(IL3)
0.403633—1.150995z"" +1.152768z % —0.461983z° +0.056587z
e Chebyshev — Padé (Tustin)
. . -1 -2
G (=)= 0.377105 0.0365302_1+0.2702702_2 = (11.4)
—1.209693 +0.755871z"" +0.420227z
o 0.475364+0.057113z7' —0.43453727 -0.039249z> |
Gp(z7)= ~ - ~z (I1.5)
1.584031-1.104190z"" —1.170402z> +0.701101z
o 0.573915+0.066052z7" —0.7509492° —0.058945z7 +0.190774z" |
Gp(z )= — —~ — —z . (IL6)
1.900576 —1.29499227" —2.026106z > +1.127947z + 0.295720z
e Chebyshev — Padé (Al — Alaoui)
-1 -2
G (=)= 0.299318 0.315927271 +O.035277272 = (117
0.791169—1.206086z" +0.418498z
o —0.229263+0.374964z" —0.146469z —0.000980z
Gep(z7) = — — —z'. (1Y)
—0.607483+1.270763z" —0.786606z > +0.123072z
-1 -2 -3 -4
G., (2_1)20.169880 0.375387z' +0.252931z7> —0.043562z> —0.003719z (IL9)

0.450133-1.200460z"" +1.083681z —0.357727z" +0.024391z ™ :

—250 -



II.1. Funcién de transferencia de las aproximaciones

e Racional de Chebyshev (Euler)

0.385984—0.605888z"' +0.221659z° =
1.000000—1.891537z"" +0.891736z>

Gre(z) = (I1.10)
0.395274—0.897793z" +0.626306z > —0.123733z° _,

GRC(Z%) = 0 ) 32
1.000000—-2.679155z"" +2.364368z" —0.685208z

(IL11)

0.399190—1.089428z"" +0.994997z* —0.3157272° +0.010973z* _,

Gre(z™) = z7' (IL12
(=) 1.000000-3.123158z"" +3.460459z > —1.550711z +0.213410z"* (.12
e Racional de Chebyshev (Tustin)
-1 -2
GRC(Z,I):O.326020 0.047003271 0.245630272 = (IL13)
1.000000—-1.037081z" +0.041722z
-1 2 -3
GRC(Z,I):O.299627+0.0348252_] 0.2777442_2 0.0249792_3 S (L14)
1.000000—-0.704419z" —0.757008z" + 0.466358z
. 0.302033+0.034638z"' —0.401000z > —0.0313372 +0.105161z* _,
Gre(z) = — - ~ —z ' (IL15)
1.000000 —0.680994z" —1.082835z" +0.602151z +0.162979z
e Racional de Chebyshev (Al — Alaoui)
-1 )
G ()= 0.361180 0.537623271 +O.178628272 = (L16)
1.000000—-1.872437z +0.872689z
_ -1 2 -3
GRC(Z,I):O.375638 0.793466z" +0.485007z" —0.067082z 1AL

1.000000 - 2.586457z" +2.182908z " —0.5964422" -

. 0.378416-0.910208z"" +0.650650z2 —0.078910z° +0.039938z~* |,
Gre(z7) = — — - —z ' (IL.18)
1.000000—2.847228z " +2.699364z 2 —0.855480z " +0.003344z

e Expansion en fracciones continuas (Euler)

9.952679—7.962143z"" +0.796214z* o

Gere (27 = 2530z 1727

(I1.19)
4976339 6469241z +2.0701572" ~0.103507z" _,

G z )=
cr(27) 12.50-21.25z""+10.20z2 -1.19z7

(11.20)
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II. Comparacion entre la estabilidad y las respuestas temporales de sistemas de

control GPC para el integrador fraccionario de orden 0.4

1.741718-3.135093z"" +1.746695z* —0.310523z" +0.009315z ™"

Gepp(z7) = z7 ' (IL21
cre () 4.3750-9.6250z"" +7.0125z° ~1.8700z"° +0.1309z"* (.20)
e Expansion en fracciones continuas (Tustin)
-1 -2
G (=) = 7.542720-3.017088z" +2.111961z = (11.22)

25410z +7z7

. 1.885680+0.754272z" —=1.010724z2 —0.193093z" _
G (27) = 6.25-2.50z" —=3.3522 +0.64z" 2. (11.23)

. 6.599880+2.639952z7' —5.204477z % —1.342604z7° +0.466743z" |
Gop(z7) = — - - - z.(I1.24)
21.875-8.750z" —17.250z72 +4.450z> +1.547 2

e Expansion en fracciones continuas (Al — Alaoui)

4.623164—2.905988z"' —0.026418z" S

G.(z7) = 11.25
cre(Z7) 12.25-13.30z7" +2.33z7> (1123)
. 8.090537-8.552853z7" +1.456957z7 +0.155074z
Gerp(z7) = — — ——z . (11.26)
21.4375-32.4625z"" +12.2605z* —0.5699z
o 1.982181-2.944955z7" +1.091529272 -0.012231z° —0.015348z* |
Gepp(z7) = - — ~ —z ' (I1.27)
5.252187-10.204250z"" +5.9792252 —=0.956690z " —0.022549z
e Funcion invfreqz (Euler)
-1 -2
G ()= 0.398055 0.4147252_1 +o.0650252_2 - (1128)
1.000000—1.441591z" +0.460101z
. 0.398097-0.647703z"" +0.281034z % —0.022287z"° _
Gpy(z7) = ' (11.29)

z
1.000000 - 2.026932z"" +1.236722z> - 0.207105z""

Lo 0.398105-0.881429z7" +0.634971z2 —0.15761727* +0.007559z*
Gy (z7)= - - ~ —z'.(11.30)
1.000000 —2.6140462 " +2.360598z2 —0.832218z"> +0.086058z
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I1.2. Respuestas de los sistemas de control

e Funcion invfreqz (Tustin)

0.301740+0.022132z"' —0.130366z -
1.000000—0.725102z"" —0.172132z%

Gpy(z7)= (IL31)
0.301706 +0.020466z "' —0.21757922 —0.006332z" _,

G..(z")= z
wr () 1.000000—0.731413z"' —0.456024z7 + 0.226626z >

(11.32)

0.301703+0.018610z"" —0.30532222-0.010991z° +0.042172z™* |

G, (z)= z7' (1133
() 1.000000—0.737988z"" —0.741573z 72 +0.441308z> +0.053420z (11.33)
e Funcioén invfreqz (Al —Alaoui)
_ -1 -2
G ()= 0.377336 0.339567271 +o.023075272 - (1134)
1.000000—1.356689z" +0.381103z
. 0.377387-0.536029z"" +0.166692z> —0.005308z > _
G, (z N = - > _321. (I1.35)
1.000000—1.877419z7" +0.999560z > —0.118049z
o 0.377398-0.733471z"' +0.414407z % —0.049473z7° —0.006166z"* |
Gpp(z7) = - — — —z'.(11.36)
1.000000 —2.400616z"" +1.895079z72 —0.515447z > +0.021674z
e Crone
-1 _ -2
G (Z_l):0.158489+0.018514zil 0.168770{2 - (1137)
1.000000—1.667616z" + 0668921z
. 0.158489-0.051940z"—0.300778z 2 +0.194803z> _
G (27 = —~ ~ —z . (IL33)
1.000000 —2.256450z" +1.551021z7%2 —0.294480z
_ -1 -2 -3 -4
G.. (Z_,)=0.158489 0.165568z"1 —0.270660z% +0.412741z> —0.134963z 1 (11.39)

1.000000 —2.933348z"" +2.979095z 7 —1.154704z> +0.108964z"*
I1.2 Respuestas de los sistemas de control

A continuacion se presentan una serie de tablas que resumen las caracteristicas en
cuanto a respuesta temporal y estabilidad de las aproximaciones racionales

anteriores, cuando se usan como modelo interno del controlador GPC. La planta real
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II. Comparacion entre la estabilidad y las respuestas temporales de sistemas de

control GPC para el integrador fraccionario de orden 0.4

a controlar esta simulada mediante la aproximacién GL del integrador fraccionario

de orden 0.4.
Descripcion de los parametros:

¢ Grado: numero de términos en el numerador y el denominador de

la funcién de transferencia.
e M. G.: margen de ganancia en (dB).
* wyq: frecuencia de cruce de ganancia en (rad/s).
e M. F.: margen de fase en (°).
e oy frecuencia de cruce de fase en (rad/s).
® yyux: valor maximo de la funcion.
e 1)4x: momento en el que se produce el valor maximo en (s).

Las tablas que recogen los datos de la aproximacién se encuentran

clasificadas por el tipo de aproximacion:

Aproximacion de Chebyshev — Padé

Tabla II.1 Parametros del sistema de control GPC usando CP con Euler

Grado M. G. OMG M. F. OMF YMAX tyax
2 2.6822  18.0544  36.7263 8.9057 1.103 0.1
3 2.3851  20.6361  23.7002  12.6675 1.023 0.1
4 1.3562  21.4374 14.1048  14.8145 1.006 0.1

Tabla I1.2 Parametros del sistema de control GPC usando CP con Tustin

Grado M. G. OMG M. F. OMF YMAX tyax
2 -3.8020  31.4159  38.3028  28.1588 inestable inestable
3 -1.1906  31.4159 o0 0 inestable  inestable
4 -1.4844  27.1134  19.9929  24.5866 inestable inestable

— 254 -
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Tabla I1.3 Pardmetros del sistema de control GPC usando CP con Al-Alaoui

Grado M. G. MG M. F. OMF Ymax tmax
2 27363  19.3979  43.7010 8.9499 1.168 0.4
3 4.1903  26.5801  30.7429  14.9762 1.074 0.1
4 2.1353 249166  20.9143 16.9611 1.061 0.1

Aproximacion racional de Chebyshev

Tabla I1.4 Parametros del sistema de control GPC usando RC con Euler

Grado M. G. MG M. F. WOMF YMAX tvax
2 0.1694  12.9559 1.6561 12.2297 1.649 0.7
3 0.2407  17.8524 5.1982 13.9690 1.240 0.5
4 0.4254  20.8141 5.8095 12.9501 1.066 0.3

Tabla I1.5 Pardmetros del sistema de control GPC usando RC con Tustin

Grado M. G. MG M.F. OMF YMAX tvax
2 -1.9502  31.4159  36.1729  28.1039 inestable inestable
3 -0.2897  31.4159 00 00 inestable inestable
4 -1.4680  27.0376  18.9028  24.7182 inestable inestable

Tabla I1.6 Parametros del sistema de control GPC usando RC con Al-Alaoui

Grado M. G. OMG M.F. OMF YMAX tMax
2 -0.3510  14.6000 00 00 inestable  inestable
3 -0.0785  21.0486 0.9596 20.4632 inestable inestable
4 -1.1876  27.9188 2.0778 20.9467 inestable inestable
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II. Comparacion entre la estabilidad y las respuestas temporales de sistemas de

control GPC para el integrador fraccionario de orden 0.4

Expansion en fracciones continuas

Tabla I1.7 Parametros del sistema de control GPC usando CFE con Euler

Grado M. G. OMG M. F. OMF YMAX tMax
2 2.7369 314159  28.6511 17.4944 1.119 0.1
3 1.7648  31.4159 17.7374  20.2891 1.022 0.1
4 1.2132  31.4159  11.7488  21.6898 1.007 0.1

Tabla I1.8 Parametros del sistema de control GPC usando CFE con Tustin

Grado M. G. MG M. F. OMF YMax tmax
2 -3.0189  31.4159  34.3862  26.3701 inestable inestable
3 -2.3267 314159  22.0629  28.1867 inestable inestable
4 0.359 28.2973 393016  16.1463 1.778 0.3

Tabla I1.9 Parametros del sistema de control GPC usando CFE con Al-Alaoui

Grado M. G. MG M. F. OMF YMAX tMax
2 1.6743  31.4159  28.1355  19.1501 1.175 0.1
3 0.7692  31.4159 16.5122  22.8413 1.148 0.3
4 0.3013  31.4159 9.5993 25.8197 1.195 0.3

Funcion invfieqz

Tabla I1.10 Parametros del sistema de control GPC usando INV con Euler

Grado M. G. MG M. F. OMF YMax tmax
2 7.1067  26.8657  41.5786  11.9026 1.122 0.1
3 40109  31.4159 283280  15.7860 1.022 0.1
4 3.5113 31.4159 19.4180 17.5217 1.007 0.1
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Tabla II.11 Parametros del sistema de control GPC usando INV con Tustin

Grado M. G. MG M. F. OMF Ymax tmax
2 -4.1409  31.4159  42.7863  23.8569 inestable inestable
3 -5.9049  31.4159 0 00 inestable  inestable
4 -0.3076  29.7663 -2.5213 30.161 inestable inestable

Tabla II.12 Parametros del sistema de control GPC usando INV con Al-Alaoui

Grado M. G. OMG M.F. OMF YMAX tMax
2 41779 314159 444034  13.5450 1.184 0.1
3 1.1220  31.4159  21.2532  21.2935 1.119 0.3
4 0.7053  31.4159  15.5765  23.0849 1.148 0.3

Aproximacion Crone

Tabla II.13 Parametros del sistema de control GPC usando CRN

Grado M. G. MG M.F. OMF YMAX tvax
2 -00 © 66.7207  11.5893 inestable inestable
3 -2.5813 7.7887 00 00 inestable inestable
4 -0 0 © 0 inestable  inestable

I1.3 Conclusiones

En este anexo nos hemos centrarnos en comprobar que aproximacion es mejor desde
el punto de vista de la estabilidad y su respuesta temporal, para utilizarla como
modelo de planta fraccionaria utilizando para ello diversas metodologias y funciones

de generacion: Euler, Tustin y Al-Alaoui.

A continuaciéon se presentan las principales conclusiones de dicha

comparacion:
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e Se recomienda el método de Euler (backward rule) como funcion
generadora, ya que todos las aproximaciones discretizadas con esta

funcién han conducido a sistemas estables.

e Los mejores resultados, en cuanto a margen de ganancia y de fase, se
han obtenido usando las aproximaciones de Chebyshev—Padé, usando
Al-Alaoui como funcién generadora, y mediante la funcion invfregz

usando Euler como funcion generadora.

e Todas las aproximaciones estables tienen en general una réapida
respuesta, aunque algunas de ellas conducen a sistemas que presentan
sobreoscilaciones importantes. Podemos destacar el caso de aquella
obtenida con el método de expansion en fracciones continuas y
Tustin, que presenta un sistema con una sobreoscilacion superior al

75%.

e Se desaconseja el uso de la metodologia Crone para obtener modelos
de la planta, ya que no se ha conseguido ningin sistema estable a

partir de estas aproximaciones.

e También se desaconseja utilizar Tustin como funcidon generadora para
discretizar, principalmente por el bajo numero de sistemas estables

que se han obtenido.
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Anexo 111

Un ejemplo de aplicacion de los
operadores fraccionarios en el diseno de

un filtro digital

I11.1 Introduccion

El filtrado digital es una de las operaciones mas importantes dentro del
procesamiento digital de sefiales. Un filtro es esencialmente un sistema que
selectivamente cambia las caracteristicas de forma de onda, amplitud y/o fase de la

sefal que le llega a su entrada obteniendo una sefial de salida deseada.

Son comunes a todos los filtros los siguientes objetivos: mejorar la calidad de
la sefial (eliminando o reduciendo el ruido), extraccion de informacion de sefiales o
separacion de dos o mas sefiales previamente combinadas, para por ejemplo, hacer

un uso eficiente de un canal de comunicacion disponible.

Un filtro digital se puede definir como la implementacion de un algoritmo
matematico dentro de un circuito hardware o un programa sofiware que opera sobre
una sefnal de entrada digital con el proposito de obtener una sefial de salida
alcanzando unos objetivos de filtrado. Los filtros digitales generalmente actiian sobre
sefales analogicas digitalizadas o simplemente muestras que representan algun tipo

de variable en la memoria de un ordenador.
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digital

Los filtros digitales juegan un papel relevante dentro del procesamiento
digital de senales. En comparacion con los filtros analdgicos, los digitales se
prefieren en un elevado numero de aplicaciones, como por ejemplo: compresion de
datos, procesamiento biomédico de sefiales, reconocimiento de voz, procesamiento

de imagen, transmision de datos, audio digital, etc. (Ifeachor y Jervis, 1993).
En general la mecanica del procesamiento es:

1.- Tomar las muestras actuales y algunas muestras anteriores (que
previamente han podido ser almacenadas) para multiplicarlas por unos

coeficientes definidos.

2.- También se podria tomar valores de la salida en instantes pasados y

multiplicarlos por otros coeficientes.

3.- Finalmente todos los resultados de todas estas multiplicaciones son

sumados, dando una salida para el instante actual.
I11.2 Disefio del filtro

Los filtros digitales se clasifican en dos clases diferentes atendiendo a como
responde a un impulso unidad: filtro de respuesta a impulso finita (FIR) y filtro de
respuesta a impulso infinita (IIR). Las expresiones de ambos en términos de

transformada z son las siguientes, respectivamente:

N-1
H(z)=) ¢z " (I11.1)
k=0

H(z™") :ﬁakz_k/l+(§:bkz_kj. (1I1.2)

El objetivo perseguido en el disefio de filtros digitales es obtener los valores
de ax, bi, 0 ¢, de tal forma que el filtro obtenido cumpla con los requerimientos
iniciales de disefio en un grado suficiente para considerarlo 1util. Para conseguir esto
podemos encontrar, en la extensa literatura sobre el tema, muchos métodos como el
método de la ventana, métodos basados en la frecuencia de muestreo, métodos que

optimizan algliin parametro, etc.
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En el caso del disefo utilizando optimizacion podemos afirmar que se suele
perseguir un filtro selectivo en frecuencia que se define, evidentemente, en el
dominio de la frecuencia. La idea general es perder la menor potencia posible de
sefial en la banda pasante del filtro y transmitir la menor potencia posible en la banda
de parada. Por ejemplo, en (Fliege, 1994) encontramos un criterio de diseno basado
en la optimizacion de un indice basado en el error cuadratico medio de la desviacion

de la sefial real de salida y la deseada.

Asi pues, podemos afirmar que estos métodos, en el caso de filtros IIR, se

basan en la minimizacion de un indice de coste discreto del tipo:

2

n B(C() )

J=>|hle)-—L2], (I11.3)
;( () A(a)k)]

donde A, B son las transformadas de Fourier de los polinomios a y b (I11.2) a la

frecuencia wy, n es el nimero de puntos y /4 es la respuesta en frecuencia deseada del

filtro.

La minimizacion de la expresion (I11.3) puede ser llevada a cabo mediante el
método no—lineal de Gauss—Newton (Denis y Schnabel, 1996). Este método se

encuentra implementado en la funcidn invfiegz de MATLAB™, que resuelve

n;,ianiW(a)k)(h(wk)—iEZk;J , (I1L4)

permitiendo cuantificar los errores de ajuste mediante una serie de pesos distribuidos

frente a la frecuencia.

Con el fin de usar los operadores fraccionarios, proponemos la siguiente

funcién de coste como indice para el disefio (Romero ef al., 2010a) :

J=°I"| h(w) _Ble)} _ap f(w) (IIL.5)
1 A(a)) 1

Como ya vimos en el capitulo 5 de esta tesis, este tipo de expresiones pueden

discretizarse quedando una expresion del tipo:

J =AW [ (I1L6)
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donde Aw es el incremento de frecuencia, W es la secuencia de pesos fraccionarios

(truncada de acuerdo con el principio de memoria corta) y f es un vector que

2
contiene los errores al cuadrado, es decir, f(w)= (h(a)) — B(%(w)) .

Si comparamos las expresiones (II1.4) y (III.6), podemos facilmente
identificar que los pesos W(w,), para k= 1,..., n vienen dados por Aw®W . En este

sentido, podemos considerar la expresion (II1.5), mediante el uso de los pesos

W(w,), un indice de coste con sentido fraccionario. De esta forma podemos usar un

software de computacion convencional como MATLAB™ para disefiar filtros

optimos IIR mediante su funcion invfreqz.
II1.3 Ejemplo de disefio
Para ilustrar el método de disefio propuesto anteriormente, vamos a considerar el
disefio de un filtro rechazo de banda IIR con las siguientes especificaciones:
e Banda de operacion del filtro desde o, = 10™ rad/s hasta wp =1 radss.
e (Ganancia de las frecuencias de paso = 0 dB.
e Frecuencia inferior de parada w; = 10 rad/s, con caida exponencial.
e Frecuencia superior de parada wj, = 10" rad/s.

e Ganancia a la frecuencia (w,, = 107 rad/s) = -20 dB.

A continuacién vamos a disefiar cuatro filtros diferentes fraccionarios, para
los valores de a = [0.9, 1.0, 1.1, 1.2]. Para que la expresion (II1.6) corresponda con
una integral, las frecuencias elegidas deben de estar lineal y equiespaciadas en toda
la banda de operacion del filtro. Para la comparacion también se ha decidido disefiar
un filtro de forma “convencional”, con una secuencia constante de pesos

W(w,)=1,Vk, con frecuencias logaritmicamente espaciadas. Las funciones de

transferencia para estos filtros son las siguientes:
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0.8871z"' —4.3308z 7 +8.4642z7° —8.2777z " +4.0508z~° —0.7935z™°

= 111.7
" 1-4.915927"4+9.744522 -9.7987z > +5.0900z* —1.1820z° +0.0622z° ({LL.7)
_0.8777z7 —4.2949z7 +8.413627 —8.2479z™* + 4.04602° —0.79452"° (II1.8)
Y 1-4.933027"+9.817822-9.922627 +5.1920z* —1.22262° +0.06832° '
_0.8435z7'—4.1520z7 +8.182927° —8.07122* +3.98422° —0.78742"° (IIL9)
1249981271 +10.1129272 —10.45502 +5.6695z 7 —1.4351z° +0.1058z° ©
0777827 —=3.851927° +7.6368z° —7.5771z" +3.7624z7° - 0.7480z"° (IIL.10)
2 1-5.0999z7" +10.5959272 —11.37372> +6.54582* —1.8544z7° +0.1863z°
0.7166z7" =1.2956z2-=2.0310z> +6.7193z* —5.7466z"° +1.6374z° (IL11)

122791227 +1.4511z 2 +2.249927 —2.52262 " +0.44782 +0.16502 °

En la Fig. IIl.1 estan representadas las respuestas en frecuencia de la

magnitud de estos filtros frente a la respuesta ideal descrita anteriormente. La Tabla

II1.1 contiene los valores numéricos de los errores. Podemos observar como algunos

de los filtros obtenidos para valores no enteros del parametro fraccionario o estan

mas cercanos a la respuesta ideal que el filtro obtenido usando la secuencia de pesos

constantes W = 1. Particularmente, el mayor indice de coincidencia se obtiene para

a = 0.9. Es importante recordar que para valores de o < 1 se generan elementos

negativos en el vector de pesos W, ver Fig. I11.2.

Tabla III.1 Comparacion estadistica de los filtros en términos de error

Media Desviacion tipica  Error cuadratico medio
a=0.9 0.2185 0.7688 0.7992
a=1.0 0.2673 0.7909 0.8348
a=1.1 0.3423 0.8379 0.9050
a=1.2 0.4969 1.0921 1.1998
W=1 0.4815 1.1694 1.2646

—263 -



II1. Un ejemplo de aplicacion de los operadores fraccionarios en el disefio de un filtro

digital

Response

Magnitude (dB)
o
T

Ideal
alpha =0.9
251 alpha=1.0/ 4
alpha = 1.1
300 alpha=1.2| |
W=t
-35 R | | L
-4 -3 2 -1 0
10 10 10 10 10

Frequency (rad/s)

Fig. III.1 Respuesta en frecuencia de la magnitud.

0.81- *

Weights

08 . | . R | . L)
8 - > - 0
10 10 10 10 10

Frequency (rad/s)

Fig. I11.2 Pesos frente a la frecuencia para a = 0.9

A tenor de los resultados obtenidos, podemos considerar el orden de
integracion fraccionario a como un nuevo grado de libertad para el disefio de filtros

IR para intentar conseguir un mayor indice de coincidencia con la respuesta real.
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Es importante tener en cuenta que los casos W =1y a = 1 no representan la
misma situacion ya que dan lugar a filtros diferentes como se muestra en la Fig. II1.2.

Por construccion, cuando W =1 todos los valores del vector de pesos son constantes
e iguales a 1. Sin embargo, cuando « = 1 se evalaa “I”y, por consiguiente, todos los
valores del vector de pesos son iguales a Aw excepto el primero, que es 0, de acuerdo

con la férmula de Euler para la integracion entera, como vimos en el capitulo 5 de

esta Tesis.
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