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Resumen.

El control robusto es una de las dreas que mas interés despierta entre los investigadores
en teoria de control. Dentro de las diferentes aproximaciones al problema de control
robusto, cabe destacar los resultados de puntos extremos, que permiten determinar si
se satisface robustamente una propiedad dada para un sistema de control, a partir del
estudio de un subconjunto finito de sistemas extremos. Desde el punto de vista del anélisis,
la teoria de resultados de puntos extremos puede considerarse madura, pero no se puede

decir lo mismo para ambitos de control, como por ejemplo la identificacion de sistemas.

El proposito de esta tesis es abordar la identificacion de intervalos de planta, es decir,
identificar sistemas tales que los polinomios numerador y denominador de la planta son
intervalos de polinomios. Se persigue encontrar propiedades que faciliten el desarrollo de
algoritmos de identificacion eficaces, evitando mallados en los parametros de perturbacion

y disminuyendo el coste computacional.

La identificacion de tales sistemas se realiza en frecuencia. Para ello, se estudian
diversas propiedades de la geometria del conjunto de valores de los intervalos de planta,
determinando la estructura de la familia de plantas. Conocida dicha estructura, se
caracteriza la frontera del conjunto de valores de los intervalos de planta, para una
frecuencia determinada. Las propiedades obtenidas sobre la continuidad de los elementos
de la frontera permiten obtener las condiciones necesarias (existencia de al menos cinco
vértices de la frontera en un cuadrante) para la identificacion de los polinomios de
Kharitonov asociados, determinando sus valores a partir de los polinomios asignados
calculados con el algoritmo de identificaciéon construido. A continuacién, se plantea y
resuelve un sistema de ecuaciones para obtener los intervalos de indeterminacion de la
familia de plantas, es decir, los intervalos de polinomios numerador y denominador de la

familia de funciones de transferencia.

Al ser la condiciéon necesaria restrictiva, se mejora el algoritmo de identificacion
propuesto, determinando los polinomios asignados a partir de un elemento de la frontera
(arco o segmento) completo en un cuadrante. Esta nueva condicion no es restrictiva, pues
practicamente todos los conjuntos de valores la verifican. El nuevo algoritmo es valido
tanto para el caso de cinco vértices como para el caso de un elemento (arco o segmento)

completo en un cuadrante.






Abstract.

Robust control is one of the areas that arouses more interest among researchers in
control theory. Among the different approaches to the problem of robust control, we
would stand out the extreme points results, to determine whether a given property is
robustly satisfied for a control system, based on the study of a finite subset of extreme
points. From the point of view of the analysis, the theory of extreme points results may be
considered developed. However, this cannot be said for areas of control, such as systems

identification.

The purpose of this thesis is to address the identification of plant intervals, i.e. to
identify systems in which numerator and denominator polynomials of the plant are
interval polynomials. The objective is to find properties to provide the development
of effective identification algorithms, avoiding disturbance parameters and reducing the

computational cost.

Identification of such systems is performed in frequency. This is done studying some
properties of the geometry of the value set of the interval plant, determining the structure
of the plant family. Knowing this structure, the value set boundary of the plant will be
characterized for certain frequency ranges. The properties obtained about the continuity
of the boundary elements allow to obtain necessary conditions (existence of at least
five vertices of the boundary on a quadrant) to identificate the associated Kharitonov
polynomials, determining their values from the assigned polynomials computed by the
given algorithm identification. Then, a equations system is formulated and solved, to
obtain the indeterminate intervals of the plant family, i.e. the numerator and denominator

interval polinomials of the transfer function family.

The former necessary condition is restrictive. Then, the proposed identification
algorithm is improved, determining the assigned polynomials from a complete element of
the boundary (arc or segment), lying on a quadrant. This new condition is not restrictive,
because practically all the value sets verify it. The new algorithm is valid in the case of

five vertices and in the case of a complete element (arc or segment) on a quadrant.






Introduccion.

En la actualidad existen diversos tipos de sistemas de control, entre los que se
encuentran los sistemas de control de tiempo continuo y de tiempo discreto, sistemas

de control variante e invariante en tiempo, sistemas de control lineales y no lineales.

Todos ellos requieren de un modelo matematico para representar el comportamiento
del sistema real. Los modelos matematicos de los procesos fisicos reales son obtenidos
bajo numerosas suposiciones, las cuales provocan generalmente que su comportamiento
dinamico difiera del proceso real. Lo anterior se realiza con el objeto de simplificar los
modelos matematicos para su analisis. Esta diferencia, entre el comportamiento dinamico

del modelo matemético y el proceso fisico real, afecta al sistema.

Una forma de tomar en cuenta esas diferencias entre el modelo matematico y el
proceso fisico real, es mediante la inclusion de incertidumbre en los parametros del modelo

matematico.

La incertidumbre se puede describir de muchas formas: restricciones sobre los
parametros de un modelo, acotaciones en el dominio de la frecuencia, etc. Para tomar
en cuenta las incertidumbres del modelo, puede suponerse que la conducta dinamica de
la planta viene descrita no por un tnico modelo, sino por una familia de modelos. Desde
esta perspectiva, el adjetivo robusto se utiliza para indicar una propiedad que se mantiene

no solo para el modelo, sino también en la presencia de incertidumbres.

Entre las diferentes aproximaciones al control robusto, destaca la basada en puntos
extremos, que permite verificar que alguna propiedad de un sistema de control se satisface
de forma robusta mediante la verificacion de dicha propiedad sobre un subconjunto
finito de los sistemas extremos. El origen de esta teoria es el trabajo de Kharitonov

[Kharitonov, 1978|.

La teorfa de puntos extremos trabaja con diferentes tipos de estructuras de
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incertidumbres.

Los intervalos de planta, introducen las incertidumbres en el modelo considerando

familias de sistemas formadas por todas las plantas representadas de la forma G(s,a, b) =
N(s,a)

D(s,b)
Las incertidumbres se modelan de tal forma que los polinomios numerador y denominador

, tal que el numerador y denominador de la familia son intervalos de polinomios.

de la planta tienen sus coeficientes limitados en intervalos independientes conocidos a

priori.

Los intervalos de planta han sido estudiados y analizados con detalle en los dltimos
anos. Existen numerosos resultados orientados a resolver el problema de calcular la
respuesta en frecuencia de dichas familias, sin embargo, el problema inverso, es decir,

calcular los intervalos de planta a partir de la respuesta en frecuencia no ha sido resuelto.

La identificacion de intervalos de planta fue investigada en [Bhattacharyya et al., 1995,
donde se desarrolla un método en el que la identificacion se realiza para plantas del
intervalo en las que el numerador y denominador tienen el mismo grado, a partir de la
variacion de los valores de los coeficientes de una funcién de transferencia nominal. Es
decir, inicialmente se realiza una identificacion de una funcién de transferencia nominal,

y posteriormente se determinan los intervalos de variacion de los coeficientes.

El objetivo fundamental de esta tesis es obtener un algoritmo para la identificacion
de intervalos de planta a partir de los vértices de la frontera de sus conjuntos de valores,
basandose en propiedades que caracterizen los conjuntos de valores de la familia. Este
algoritmo sera no conservador, en el sentido de que si se conocen exactamente los valores
de los intervalos de la planta y en particular los vértices de sus conjuntos de valores,
la familia de intervalos de planta identificada es exactamente la utilizada para obtener
los conjuntos de valores. La estructura de este trabajo se ha realizado de acuerdo a los

siguientes capitulos.

En el capitulo 1 se desarrolla una breve introducciéon al control robusto y se comentan
algunas teorias de control robusto basadas en las estructuras de las perturbaciones (H,
LQG y QFT para las no estructuradas y u para las estructuradas). Se detallan los
resultados de puntos extremos enunciando los mas relevantes. Se revisan también algunos
métodos para la estabilidad de familias de polinomios, haciendo énfasis en el Teorema de
Kharitonov y extensiones del mismo. Finalmente se indican tests de estabilidad robusta

basados en la determinacion de conjuntos finitos de elementos.
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En el capitulo 2 se introduce el concepto de familia de intervalos de planta para abordar

dos de los aspectos fundamentales sobre la identificacion:

= la determinacion de una cota superior de su conjunto de valores, en términos de su

recubrimiento convexo o en términos de su frontera,

= ]a identificacion de una familia de sistemas, o familia de funciones de transferencia,

que satisfaga el comportamiento de sus conjuntos de valores.

En este mismo capitulo se expone el procedimiento desarrollado en [Willson et al., 1999],
que obtiene una cota superior y una cota inferior del recubrimiento convexo de la frontera

del conjunto de valores para sistemas de intervalos y familias de intervalos de polinomios.

Se resalta la importancia del proceso de identificacion, centrandose en la idea del
modelado de familia de sistemas con incertidumbres. Se estudia el procedimiento de
identificacion desarrollado en [Bhattacharyya et al., 1995]. El proceso de identificacion
utilizando el marco de trabajo de los sistemas de intervalos en el dominio de la frecuencia,

es el niucleo de esta tesis.

Asi pues, en el capitulo 3 se formula un algoritmo de identificacion de intervalos
de planta, a partir de propiedades obtenidas de sus conjuntos de valores, calculados a
frecuencias conocidas. Este algoritmo requiere la existencia de al menos cinco vértices
de la frontera del conjunto de valores en un mismo cuadrante, y a partir de ellos se
determina el valor de un polinomio de Kharitonov (polinomio asignado) asociado al
intervalo de plantas. A partir de él, se obtienen los valores de los polinomios de Kharitonov
del numerador y del denominador asociados al intervalo de plantas. Posteriormente,
planteando un sistema de ecuaciones, el algoritmo permite obtener los intervalos de
parametros a partir de los polinomios de Kharitonov calculados. Dicho algoritmo es de
bajo coste computacional. Se incluyen varios ejemplos de la aplicacion del algoritmo,

habiéndose realizado su programacion en el entorno Matlab (MathWorks (©)).

Es de destacar, que no siempre es posible disponer de todo el conjunto de valores, para

una frecuencia dada, o al menos de cinco vértices del mismo en un cuadrante (véase figura
1).
Por tanto, en el capitulo 4 se mejora el algoritmo expuesto, siendo posible identificar

y calcular los polinomios de Kharitonov asociados a la familia de intervalos que gener6 el

conjunto de valores, con al menos dos vértices de la frontera del conjunto en un mismo
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Figura 1: Conjunto de valores con menos de 5 vértices en un cuadrante.

cuadrante. Es decir a partir de un segmento o de un arco completo de la frontera del
conjunto de valores, se obtienen los valores de los polinomios asignados del numerador y

del denominador

Es decir, se logra identificar la familia de funciones de transferencia si y solo si existe
al menos un arco o un segmento de la frontera del conjunto de valores en un cuadrante.
Anéalogamente al proceso de identificacion anterior, se presenta un ejemplo en el que se

aplica este nuevo algoritmo, realizandose su programacion en Matlab (MathWorks (©)).

Por ultimo, en el capitulo 5 se enuncia y demuestra la extension y generalizacion de
los resultados y teoremas del capitulo 4, en los casos en los que la normalizacion utilizada

asigne el polinomio inicial con alguna de las condiciones siguientes:
A) nor =0, ngy # 0.
B) naor =0, nag # 0.
C) nig =0, nyy #0.
para el caso de un segmento completo, y
A) dop =0, doy # 0.
B) doy =0, dag # 0.
C) dig =0, dy; #0.

para el caso de un arco completo..



Capitulo 1

Control Robusto.

En este capitulo se realiza una breve introduccion al control robusto. Se comentan
algunas teorias de control robusto basadas en las estructuras de las perturbaciones (H,
LQG y QFT para las no estructuradas, y p para las estructuradas). Se detallan los
resultados de puntos extremos revisando los mas relevantes y se revisan también algunos
métodos para la estabilidad de familias de polinomios, haciendo énfasis en el Teorema de

Kharitonov y extensiones del mismo.

Finalmente se indican tests de estabilidad robusta basados en la determinacion de
conjuntos finitos de elementos, y se muestran algunas propiedades importantes de los

resultados de puntos extremos.

1.1. Introduccion.

Se entiende por Control Robusto la teoria de control que estudia los sistemas
considerando un modelo matemético de las perturbaciones de la planta que se va a

controlar.

En la teoria de control clasica el modelo de la planta no describe de forma precisa el
proceso real, si no que existen errores de modelado o incertidumbres. Como es bien sabido,
estas incertidumbres aparecen en los sistemas de control reales debido, por ejemplo, a
las perturbaciones externas y a errores de modelado de los métodos de identificacion
existentes, obteniendo una representacion de la planta «la mejor posible» |LJung, 1999|.

Cuando se hace identificacion clasica se pretende obtener la mejor aproximacion posible.
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En general, cuando se considera Control Robusto se trata de obtener no sélo la mejor
aproximacion posible a una planta, sino el comportamiento completo de la dinamica de
la misma. Para ello, se consideran familias de plantas. El adjetivo robusto se utiliza para
indicar que una propiedad se mantiene no sélo para una planta, sino también para una

familia de plantas.

Entre las diferentes aproximaciones al control robusto, destaca la basada en resultados
de puntos extremos, consistente en determinar si se satisface robustamente una propiedad
dada para un sistema de control, a partir del estudio de un subconjunto finito de sistemas
extremos. El origen de esta teoria reside en el trabajo de Kharitonov [Kharitonov, 1978§]

introducido en la literatura occidental por B.R. Barmish y S. Bialas.

La aplicacion fundamental de los resultados de puntos extremos se centra
principalmente en sistemas con incertidumbres paramétricas estructuradas, formando asi

una familia de sistemas.

1.2. Incertidumbres estructuradas y no estructuradas.

En el Control Clasico, las incertidumbres en el proceso de diseno de sistemas
realimentados se tratan de forma cualitativa mediante la especificacion de los margenes
de ganancia y fase. El Control Optimo, presta atencién al comportamiento nominal
optimizando alguna medida del comportamiento del sistema, ademés de garantizar la
estabilidad del mismo. El Control Robusto anade un tercer elemento: la dindmica del

sistema.

El Control Robusto establece modelos explicitos de las perturbaciones, con la finalidad
de encontrar herramientas que conduzcan a controladores estables y con determinadas
caracteristicas de comportamiento bajo un conjunto de incertidumbres en el modelo de la

planta o de cambios en la dindmica de la misma.

En la figura 1.1 se muestra, como ejemplo, un diagrama de bloques general para un
sistema de control de una planta con incertidumbres, donde A representa los errores de

modelado existentes en la planta y dy, d; son perturbaciones.

Se distinguen distintos modelos o representaciones de las perturbaciones. En general,
se considera una planta nominal caracterizada por su funcion de transferencia Gy(s),

que es la mejor estimacion posible del sistema real. Entonces se considera la planta real
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Figura 1.1: Sistema de control realimentado con incertidumbre y perturbaciones.

de las siguientes tres posibles formas, dependiendo de donde esté situado el bloque A

representativo de los errores de modelado existentes en la planta:

G(s) = Gols)+ Auls)
G(s) = Gols) (Auls) +1)
Gls) = (Duls)+1)Gols)

donde A,(s) representa una perturbacion aditiva (figura 1.2), A;(s) una perturbacion
multiplicativa a la entrada (figura 1.3) y A,(s) una perturbacion multiplicativa a la salida

(figura 1.4).

+

+

5 R
—/

\i

G

0

Figura 1.2: Perturbacion aditiva.

Sin embargo, en algunos casos no es apropiado establecer la perturbacion tinicamente

en la entrada o en la salida, apareciendo asi modelos mixtos tales como

G(s) = (Au(s) + 1) Go(s) (Ai(s) +1).
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Q) Go -

Figura 1.3: Perturbacion multiplicativa a la entrada.

()
—_— G, -

Figura 1.4: Perturbacién multiplicativa a la salida.

Se consideran dos tipos de incertidumbres: estructuradas y no estructuradas. Una
incertidumbre se dice estructurada cuando se establece en los parametros de la planta,
por ejemplo, la variacion de uno o varios coeficientes de los polinomios de la funcion de

transferencia. En caso contrario, se dice que la incertidumbre es no estructurada.

Con respecto al bloque de incertidumbre A(s), en el caso de perturbaciones
estructuradas, este puede ser descrito de forma que posea algtin tipo de estructura. En
el caso no estructurado no seria posible establecer ninguna estructura dentro de A(s),

aunque si seria posible conocer alguna cota de su magnitud (mediante alguna norma).

El modelo clasico de perturbaciones determinado mediante margen de fase y de
ganancia puede considerarse no estructurado, en el sentido de que limita la magnitud
de posibles perturbaciones, pero no determina el origen de estas en ningtin parametro de

la planta.

Por tanto, para considerar las incertidumbres del sistema no se describe la dindmica de
la planta mediante un s6lo modelo lineal e invariante en el tiempo, sino por una familia de
modelos lineales e invariantes en el tiempo, es decir, mediante una familia de plantas que
describe toda la dindmica del sistema. Sin embargo, la representacion matemaéatica de estas
regiones de incertidumbre suele ser compleja, tomando en su lugar las menores regiones
circulares que la contienen, para cada frecuencia. Evidentemente, esta eleccion produce

un conservadurismo para el caso en el que la perturbacion es realmente estructurada.
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1.2.1. Meétodos con perturbaciones no estructuradas.

Inicialmente la teoria de realimentacion cuantitativa propuesta por Horowitz, conocida
como QF'T, aborda el problema del diseno robusto suponiendo que la incertidumbre de la
planta se representa por medio de un conjunto de plantillas («templatesy ) sobre el plano
de Nyquist, cada una de las cuales encierra todas las posibles respuestas en frecuencia,
para una frecuencia dada, cada una para una frecuencia. Las especificaciones de diseno se
dan como los limites en las magnitudes de los elementos de la respuesta en frecuencia de

las funciones de sensibilidad S(jw) y/o sensibilidad complementaria 7T'(jw):

S(s) = Fy'(s)
T(s) = S(s)G(s)K(s),

donde Fy(s) =1+ G(s)K(s), G(s) es la planta y K(s) es el controlador.

En la década de los 70 han ido apareciendo diferentes técnicas de Control Robusto.
Basandose en la representacion de las perturbaciones no estructuradas, la teoria de
Control Robusto conocida como teoria H,, tiene como objetivo minimizar la norma
infinito de una funcion vectorial que relaciona las senales de entradas externas y las
senales de error, siendo estas el conjunto de todas las senales necesarias para caracterizar
el comportamiento del sistema en lazo cerrado [Francis, 1987]. La solucion a este
problema de minimizaciéon puede realizarse de diferentes formas, entre las que destacan
los algoritmos en el espacio de estados [Doyle et al., 1988, la solucion de Glover y Doyle
|Glover and Doyle, 1988], y la solucion basada en la parametrizacion de Youla, que fue

introducida por Zames [Zames and Francis, 1981].

Otro conjunto destacable de métodos de control robusto son los basados en la teoria
de control 6ptimo, y en particular los métodos LQG (Linear Quadratic Gaussian). Esta
teoria se establece en el espacio de estados de la siguiente forma: se considera el modelo

de la planta

t = Arx+ Bu+Tw
y = Cx+o,

donde w y v son ruidos blancos, correspondientes a procesos estocasticos gaussianos de

valor medio nulo y no correlacionados con el tiempo, de covarianzas F {wa} =W >0
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yE{va}:V>0.
El problema que se plantea es como resolver la funcion de coste

T
J=lim E 0/(ZTQZ +u" Ru)dt ¢ ,

T—o00

donde z = Mx es alguna combinacion lineal de los estados, y Q = QT >0y R= R >0

son matrices de pesos.

1.2.2. Meétodos con perturbaciones estructuradas.

Desde el punto de vista de las perturbaciones estructuradas también existen diferentes
teorias para tratar las incertidumbres. En primer lugar, destaca la teoria p propuesta por
Doyle [Doyle and Stein, 1981], [Doyle, 1982]. El esquema de realimentacion utilizado en
esta teoria se muestra en la figura 1.5. El bloque M(s) es una matriz de transferencia de
interconexion, y A(s) = diag(Aq,...,A,) es una matriz diagonal perteneciente a la clase

de perturbaciones
Dij(r) = {dlag(Ala SRR AT) : Az € A*} )

donde A* es una esfera en el espacio de las funciones racionales, de radio unidad, es decir

A" ={A:A€RH, |A|l. <1}.

[
Yvy
<
<
Y

\ 4

C

Figura 1.5: Diagrama de bloques con realimentacion de incertidumbres.

La matriz M puede calcularse a partir de una realizacion en el espacio de estados de
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la planta nominal SISO, G°(s) = N°(s)/D"(s), resultando

M(S) _ MH(S) Mlg(S) ’
Mgl(S) MQQ(S)

donde

Mio(s) = D)™ ( NO(s)D.(S) NO()DW(S) Nuls) Nofs) )t
Ma(s) = D) (-1 -1 1 1)
Min(s) = D(s)'NO(s) = C(s)

siendo N.(s), D.(s), No(s), D,(s) las partes pares e impares de N%(s) y D°s)

respectivamente.

Si se anade un controlador C'(s), el sistema en lazo cerrado puede representarse como
una interconexion realimentada de la matriz diagonal de incertidumbres A® con una

matriz de transferencia M. (s) = Py(s)"1D.(s)V (s)W?(s), donde

Vi) = ( Duls) Dols) ~Cls) —Cls) )

W) = (-1 -1 NG NG )

y P.(s) = D°(s)D.(s) + N°(s)N.(s) es el polinomio caracteristico nominal en lazo
cerrado. El sistema en lazo cerrado es robustamente estable si y solo si P.(s) es estable y

det (I — Mu(jw)AR) £0, Yw > 0, VA - |AF] < 1.

Como puede observarse la representacion de estas incertidumbres es de norma acotada,
de ahi que a este tipo de perturbaciones se las denomine ncertidumbres estructuradas con

norma acotada.

La teoria p considera este tipo de perturbaciones, obteniendo resultados tanto desde

el punto de vista de analisis como de sintesis, entre los que cabe destacar el Teorema de

la Estabilidad Robusta [Doyle, 1982].
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El tratamiento de las incertidumbres estructuradas mediante normas limitadas no esta
lejano al realizado para las incertidumbres no estructuradas. De hecho, algunas de las

herramientas utilizadas son comunes.

Sin embargo, la descripcion de las incertidumbres estructuradas puede realizarse
directamente atendiendo a las posibles variaciones de los coeficientes de los polinomios
numerador y denominador de la planta. A este tipo de modelado de las incertidumbres
estructuradas se le conoce como incertidumbres estructuradas paramétricas, o simplemente
incertidumbres paramétricas, resaltando el hecho de que se consideran en el espacio de

parametros.

Este modelo de perturbaciones, utilizado por un gran nimero de trabajos que se
iniciaron a partir del Teorema de Kharitonov, resulta muy natural, ya que es posible
considerar las perturbaciones directamente sobre los coeficientes de los polinomios.
Ademés, los sistemas reales tienen parametros que no tienen valores constantes para
todas las condiciones, o que se degradan con el tiempo. Por tanto este modelado de

las perturbaciones suele estar intimamente ligado a los pardmetros fisicos del sistema.

1.3. Resultados de puntos extremos.

De las distintas metodologias que existen para tratar el problema del Control Robusto,
en este apartado se realiza una revision de los resultados mas relevantes de la conocida

como Teoria de Resultados de Puntos Extremos.

Se entiende por resultados de puntos extremos aquellos que pueden determinar si se
satisface robustamente una propiedad dada para un sistema de control, a partir del estudio

de un subconjunto finito de sistemas extremos.

Esta teoria trabaja con distintos tipos de estructuras de incertidumbres. De manera
general, la ecuacion caracteristica en lazo cerrado de un sistema realimentado con

incertidumbres paramétricas se puede escribir de la forma

p(s,q) = ao(q) + ai(q)s + ax(q)s® + . .. + an(q)s", (1.1)

donde q = (q1,q1,42,---,q,) € R" es el vector de perturbaciones que representa las

incertidumbres en los parametros, y @ = {q : ¢ € [¢;,q¢;'],7 = 0,1,...,n} denota un
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hiperrectangulo del vector de incertidumbres q.

La forma clasica de tratar estas incertidumbres consiste en realizar una discretizacion
del rango admisible de cada parametro de perturbacion ¢;. Cuando el ntmero de

parametros crece, esta aproximacion es completamente intratable en la préctica.

En el analisis de estabilidad de una familia de polinomios, la forma de la ecuacion
caracteristica 1.1 desempena un papel importante en esta teoria. En general se consideran
cuatro clases de polinomios con incertidumbres p(s, q) dependiendo de la estructura de

los coeficientes a;(q):

1. Incertidumbre independiente (intervalo de polinomios). Cada componente ¢; de q

aparece s6lo en un coeficiente a;(q).

2. Incertidumbre afin lineal. Cada coeficiente a;(q) es una funcion afin lineal. En este

caso ¢; puede aparecer de forma lineal en mas de un coeficiente.

3. Incertidumbre multilineal. Al menos uno de los coeficientes a;(q) es una funcion

multilineal de los parametros con incertidumbres.

4. Incertidumbre polinomial. Al menos uno de los coeficientes a;(q) es un polinomio

multivariable de los pardmetros con incertidumbres.

El interés de los resultados de puntos extremos, aplicado principalmente a sistemas con
incertidumbres estructuradas parameétricas, radica en el hecho de que para los sistemas
reales con estas incertidumbres, los otros métodos son mas conservadores. Ademaés el
modelo de perturbaciones estructuradas esta directamente relacionado con el conocimiento
de los parametros fisicos del sistema, dentro de unos limites determinados. En esta seccion

se revisan algunos resultados importantes de la teoria de puntos extremos.

1.3.1. Estabilidad de familias de polinomios.

El problema del anélisis robusto con incertidumbres paramétricas reales considera
una familia de polinomios P(s, @), generada por un polinomio p(s,q) de grado n cuyos
coeficientes reales a;(q) son funciones continuas de un vector q de dimension [ de

parametros inciertos reales, cada uno acotado en un intervalo [q; , ¢;']:

P(s,Q) = {p(s,d) :qe€Q}
p(s,q) = ao(q) + ar(q)s + azx(q)s* + ... + an(q)s", 4 = (g0, @1, G2, - - @) (1.2)
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formando entonces el conjunto de vectores q de todos los pardmetros posibles un
hiperrectangulo @) en el espacio de parametros, () = {q g <@ <q,i=0,1,2,..., l} .
En este contexto, la propiedad béasica que necesita garantizar el analisis es la estabilidad

robusta de P(s, Q).

La forma clésica de tratar este problema consistia en aplicar un test de estabilidad a un
polinomio especifico p(s, q;), con q = ¢ y repetir el test para un nimero suficientemente
grande de puntos ¢; € (). Es decir hay que realizar un mallado en el espacio de parametros.
El problema esta en que de esta forma no se puede asegurar que exista un punto inestable
en (), aparte de que cuando el nimero de parametros inciertos crece, esta solucion puede

ser dificilmente tratable en la practica.

A continuacion se van a presentar distintos métodos para comprobar la estabilidad de

polinomios y su extension a familia de polinomios.

1.3.1.1. Lugar de las raices.

Es la formulacion clasica del analisis de estabilidad a partir de la localizacion de
las raices. Si alguna de las raices de un polinomio p(s) de orden n no se encuentra
en el semiplano izquierdo del plano complejo, entonces el polinomio es inestable. A
partir de este hecho, la manera inmediata de analizar la estabilidad de un polinomio
consiste en determinar sus raices. Este andlisis de estabilidad se puede extender a una
familia de polinomios. Para ello, sea R[P(s, Q)] = {v € C : p(v,q) = 0,p(s,q) € P(s,Q)}
el conjunto de todas las raices de una familia de polinomios. Esta serd robustamente
estable si y solo si todas las raices estdn contenidas en el semiplano izquierdo del plano

complejo.

Si el namero de elementos de P(s, @) es finito, el anélisis mediante el lugar de las raices
es sencillo. Sin embargo, esto no es posible normalmente. Entonces, el calculo de las raices
se aproxima escogiendo un mallado en los parametros, y calculando las raices en cada uno

de sus puntos.

El problema principal del mallado anterior reside en que, atin siendo un mallado denso,
no garantiza la estabilidad debido a la existencia de frecuencias singulares, aparte del

elevado coste computacional que presenta.
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1.3.1.2. Cruce por la frontera.

Un resultado clasico fundamental que muestra un argumento de continuidad de las
raices es el siguiente:
Teorema 1.1
Sea P(s, Q) una familia de polinomios de la forma 1.2. Sean q; y q» dos vectores de parametros

pertenecientes a (), tal que:

ao(dqr) +ar(dqr)s + ...+ an(q1)s™ = a,(qi)(s — 1) (s —ag) ... (s — ay)
ao(dz) + ai(qa)s + ... + an(d2)s" = an(da)(s — B1)(s — B2) ... (s — Bn)

Las raices «; pueden ordenarse respecto a las raices 3; de forma que las raices de la familia de
polinomios P(s, () contienen al menos un camino continuo que comienza en «; y termina en

Bi parai=1,2...,n.

Una demostracion del mismo puede encontrarse en [Marden, 1949|. Basandose en esta
propiedad de continuidad, Frazer y Duncan [Frazer and Duncan, 1929| mostraron que no
es necesario calcular todas las raices del polinomio para determinar la estabilidad de
una familia de polinomios, si no que las raices que hay que localizar son aquellas que se

encuentran en la frontera de estabilidad en el plano s.

A partir del siguiente teorema, Frazer y Duncan demostraron el Teorema de Cruce por
la Frontera.
Teorema 1.2
[Frazer y Duncan] Sea P(s, () una familia de polinomios de la forma 1.2. Si existen dos

vectores qi, (o € () tales que

p(s,a1) = ao(dr) +ar(qu)s + ... + an(qr)s”

es estable y

p(s,d2) = ao(q2) + ai(qa)s + ... + an(qz)s”

es inestable, entonces el conjunto de raices de P(s, ) contiene al menos un punto en el eje
imaginario no negativo.

Teorema 1.3

[Teorema de Cruce por la Frontera] Sea P(s, ) una familia de polinomios de la forma 1.2.

P(s, @) es robustamente estable si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:
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1. Al menos uno de los polinomios de la familia es estable.

2. No existe ninguna raiz en el eje imaginario positivo.

Este resultado desempena un papel muy importante en otros métodos de anélisis de

estabilidad de polinomios, asi como en el Teorema de Kharitonov y sus extensiones.

1.3.1.3. Criterios en el dominio de la frecuencia.

Algunos de los criterios de estabilidad mas conocidos se presentan en el dominio de la
frecuencia.
Definiciéon 1.1
Dado un polinomio p(s), se denomina valor del polinomio en la frecuencia w al nimero

complejo que resulta de evaluar p(s) en s = jw.

El Principio del Argumento sirve como base para el planteamiento del problema de la
estabilidad en el dominio de la frecuencia. En 1932 Nyquist presenta un trabajo en el que

hace uso de este principio:

Teorema 1.4

[Principio del Argumento] Sea I' un contorno cerrado simple orientado positivamente. Sea f
una funcién analitica sobre I" y dentro de I", salvo en polos interiores a I'. Si f no tiene ceros
sobre I', el incremento neto del argumento de f(z) (Ararg f(z)) cuando z da una vuelta
completa a lo largo de I' es 27r(Z — P), donde Z y P son el nimero de ceros y de polos de f

interiores a I'.

Basandose en el Principio del Argumento, Mikhailov [Mikhailov, 1938] present6 el

siguiente Teorema para el anélisis de la estabilidad Hurwitz de un polinomio:

Teorema 1.5
[Teorema de Mikhailov] Un polinomio p(s) es estable si y sélo si el diagrama en el plano

complejo de sus valores p(jw) para 0 < w < oo satisface las dos condiciones siguientes:

1. p(j0) = ag, es decir, el diagrama comienza en el eje real positivo.

2. Cuando w crece, el diagrama de p(jw) encierra al origen en sentido positivo y su fase

. s .
tiende a n— cuando w tiende a oo.
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A partir de este resultado, se obtiene el siguiente.

Teorema 1.6
Si un polinomio p(s) es estable, entonces su argumento es mondétonamente creciente, es decir

O arg p(jw)

> (0, para todo w.
ow

La propiedad de entrelazado permite obtener un test de estabilidad Hurwitz conocido
como Teorema de Entrelazado o de Hermite-Biehler. Para ello, sea p(s) un polinomio de

orden n. Se definen las partes par e impar de p(s), respectivamente, como

P(s) = ap+axs®+ ...
p°(s) = ars+azs®+...,
y sean

‘(jw) = ag — agw® + agw* — ...

:al—a3w2+a5w4—...

Como P¢(w) y P°(w) son polinomios en w? sus raices son simétricas respecto al origen

del plano complejo.
Si el grado de p(s) es par (n = 2m, m > 0) se tiene que

Pé(w) = ag— ayw?® + agw* — ...+ (=1)"agmw™

4 2

P°(w) = a; —asw?® + asw* — ... 4 (=1)" agy,_w*™
y si el grado es impar (n = 2m + 1, m > 0), entonces
Pé(w) = ag— ayw?® + agw* — ...+ (=1)"agmw™
P°(w) = a; —azw?® +asw? — ... 4+ (—=1)"agmp1w*™

Definicién 1.2

Un polinomio p(s) de grado par (respectivamente impar) satisface la propiedad de entrelazado,

si cumple las dos condiciones siguientes:

" a9, (a2m11) Y 2m—1(azy) tienen el mismo signo.

» Todas las raices de P°(w) y de P°(w) son reales y distintas y ademas las m raices
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positivas de P¢(w) y las m—1(m) raices positivas de P°(w) se entrelazan de la siguiente
forma:

0 <Wep <Wo1 <Weo < ooo < Wem—1 < Wom—1 < Wem

si n es pary

0 <We1 <Wo1 <ot < Wem—1 < Wom—1 < Wem < Wom

si . es impar.

Por tanto, un polinomio p(s) = p°(s) + p°(s) satisface la propiedad de entrelazado
si y solo si los coeficientes correspondientes a los términos de mayor grado de su parte
par y de su parte impar son del mismo signo, los ceros de los polinomios par e impar
son distintos, situados en el eje imaginario y alternan a lo largo de dicho eje. Se puede
enunciar el siguiente Teorema de entrelazado o de Hermite-Biehler:

Teorema 1.7

Un polinomio real p(s) es Hurwitz si y sélo si satisface la propiedad de entrelazado.

La propiedad de entrelazado es equivalente a la propiedad de incremento
monotonamente creciente de la fase (Teorema de Mikhailov). Es decir, el diagrama de
p(jw) debe cruzar los ejes de forma ordenada en la secuencia eje imaginario positivo
- eje real negativo - eje imaginario negativo - eje real positivo - etc., satisfaciéndose el
entrelazado de las raices de Re[p(jw)] y de Im[p(jw)]. De esta forma, con un dibujo en

el dominio de la frecuencia, es facil determinar si un polinomio es estable.

Para extender el Teorema del entrelazado al analisis de la estabilidad de una familia de
polinomios, se debe realizar la misma aproximacion que se coment6 para el lugar de las
raices. Esto es, calcular el diagrama polar para cada polinomio de la familia y comprobar
si cumple o no el entrelazado correcto. El siguiente resultado resume esta interpretacion.
Teorema 1.8

La familia de polinomios P(s, ()) es robustamente estable si y sélo si:

1. Existe un polinomio estable en la familia.

2. No existe q € @ tal que su diagrama polar p(jw, q), con w < 0, contiene al origen.

La segunda condicién de este Teorema es la misma que la segunda condicion del

Teorema de Cruce por la Frontera (teorema 1.3). Si el diagrama polar no contiene al
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origen, implica que la existencia de raices en el eje imaginario positivo esta descartada.
El problema surge, de nuevo, con la existencia de las frecuencias singulares, con lo que
el mallado escogido no garantiza la estabilidad, aparte del coste computacional que este

mallado puede suponer para familias de polinomios infinitas.

Otro resultado conocido y ampliamente aplicado es el Principio de Exclusion de Cero,
basado en una idea cercana al Principio de Nyquist, comentada en el libro de Zadeh y
Desoer [Zadeh and Desoer, 1963|, aunque esta idea estaba ya presente anteriormente en

un trabajo de Fazer y Duncan |[Frazer and Duncan, 1929).

Definicién 1.3

El conjunto de valores («value set») es el conjunto de puntos definido por

P(jw, Q) = {p(jw,q) € C: q € Q}.

Este conjunto recibe el nombre de conjunto de valores porque corresponde al conjunto
de posibles valores que se obtiene fijando el valor de s = jw para cada frecuencia, y

calculando los polinomios cuando q varia en Q).

Teorema 1.9
[Principio de Exclusién del Cero] La familia de polinomios P(s, ()) es robustamente estable si

y sélo si se verifican las siguientes condiciones:

1. Existe un polinomio estable en la familia.

2. 0¢ P(jw,Q),Yw < 0.

El principio de Exclusion del Cero proporciona un test de estabilidad robusta muy
general, facil de aplicar siempre que el conjunto de valores se genere sin dificultad. Es por
esto por lo que los investigadores se centraron en encontrar clases de dependencias de los
coeficientes respecto a los parametros de perturbacion para las que el conjunto de valores
se construye de forma sencilla. Por ejemplo, el conjunto de valores para un intervalo de
polinomios es un rectangulo (geometria de Dasgupta) y es un poligono para un politopo

de polinomios.

La forma trivial de construir el conjunto de valores consiste en realizar un mallado del
conjunto @) y evaluar el polinomio p(s,q) en cada punto de la malla. Es un método

delicado, ya que el nimero de puntos de la rejilla crece con la dimension [ de q, y
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ademads debe realizarse para cada frecuencia. Es, por tanto, un método aplicable a casos
practicos s6lo cuando el nimero de parametros de incertidumbre no es muy elevado.
Sin embargo, se han elaborado otras estrategias de construccion del conjunto de valores
que simplifican el procedimiento, en términos del recubrimiento convexo del conjunto de
valores [Willson et al., 1999]. Estas técnicas proporcionan métodos conservadores, ya que
el hecho de que el recubrimiento convexo del conjunto de valores no contenga el cero, es

una condicién suficiente pero no necesaria para la estabilidad robusta.

1.3.2. El Teorema de Kharitonov.

El Teorema de Kharitonov se considera el punto de partida del desarrollo de la teoria
de resultados de puntos extremos. Las incertidumbres en los pardmetros se representan
mediante el vector de perturbaciones q = (qo, q1,q2, - --,¢,) € R"™ independientes, es
decir, el valor de cada parametro de perturbacion no esta relacionado con el valor de otro

parametro de perturbacion, y con limites conocidos ¢; < ¢; < ¢, i =0,1,..n.

Dada esta estructura de perturbaciones independientes, se considera la familia de

intervalos de polinomios P; descrita por

p(s,q) = qo+ @15 + 28 + ... 4 gns” (1.3)

El problema es determinar si toda la familia P; es estrictamente estable, es decir si
todas las raices de todos los polinomios pertenecientes a la familia P; se encuentran en
el semiplano izquierdo del plano complejo C. En este contexto se realizan las siguientes
definiciones.

Definiciéon 1.4
Un polinomio p(s) es estable (de Hurwitz) si todas sus raices estan en el semiplano izquierdo

abierto del plano complejo.

Definicién 1.5

Una familia de polinomios se dice robustamente estable si todos sus polinomios son estables.

Definicién 1.6
Una familia de polinomios presenta invariancia de grado si todos sus polinomios son del mismo
grado, es decir, si el coeficiente de mayor grado es distinto de cero para todos los polinomios

de la familia.
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De la familia de intervalos de polinomios P; (ecuacion 1.3) se toman los siguientes

cuatro polinomios distinguidos:

Ki(s) = ¢ +aq1s' +as* +aq7s° +ars' +q58 +...
Kys) = ¢ +q st +qs®+qfs® +qfst +q 8"+ ...
Ks3(s) = ¢ +qfs'+qs*+q5s8° +qfs* +qis”+...
Kis) = q +qis'+qs®+q58° +qrs+qis"+...

denominados polinomios de Kharitonov de la familia de intervalos de polinomios. El
Teorema de Kharitonov, en la version ofrecida por |Barmish and Kang, 1993], es el

siguiente:

Teorema 1.10
[Teorema de Kharitonov] Sea P; una familia de intervalos de polinomios que mantiene la
invariancia de grado. Entonces P; es robustamente estable si y sélo si los cuatro polinomios

de Kharitonov asociados son estables.

Por tanto, para analizar la estabilidad de una familia de intervalos de polinomios basta

con aplicar el test de estabilidad cuatro veces, una para cada polinomio de Kharitonov.

En este contexto se entiende la importancia del Teorema de Kharitonov y el concepto
de resultados de puntos extremos. La realizacion clasica de un mallado para todos
los coeficientes y el andlisis de estabilidad para cada punto del mismo, conlleva un
coste computacional enorme y ademas no soluciona el problema de las frecuencias
singulares. El Teorema de Kharitonov reduce el test de estabilidad al de cuatro polinomios
extremos, independientemente del niimero n de parametros de perturbacion del intervalo

de polinomios.

El Teorema de Kharitonov trata con intervalos de polinomios de coeficientes reales.
Sin embargo, se extiende también a intervalos de polinomios de coeficientes complejos

[Kharitonov, 1978|.

Se debe resaltar la existencia de numerosas demostraciones alternativas del Teorema
de Kharitonov, al ser la original bastante compleja. La realizada por Dasgupta
|Dasgupta, 1988| en el dominio de la frecuencia describe una interpretacion geomeétrica del

comportamiento de un intervalo de polinomios en el plano complejo. Considera intervalos
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de polinomios moénicos con invariancia de grado de la forma

pls) ="+ ais"’, 0<a; <a;<al. (1.4)
=1

Descomponiendo p(s) en sus partes par e impar p(s) = h(s?) + sg(s?) se construyen

los polinomios de Kharitonov

Ki(s) = hi(s?) +sg1(s?); Ka(s) = ha(s?) + sg1(s?)
Ks(s) = hi(s?) + sg2(s5%); Ku(s) = ha(s?) + 592(5?)
donde
hi(s) = a, +a, o8* +a, 4s*+ ..., ho(s) = af +a, o8> +a’_,s*+ ...
gi(s)=a, | +at 3?2 +a, s+, gps)=a | ta, 5P +al st

La demostracion del Teorema de Kharitonov se basa en que para s = jw la parte par
de los polinomios es un nimero real y la parte impar es un niimero imaginario puro, es
decir,

Re(p(jw)) = h(—w?); Im(p(jw)) = wg(—w?).

Evaluando h;(s?) y ho(s®) en s = jw se obtiene

2 - 2~ 4
hi(—w?) = a, —a} yw?>+a, 2w+ ...

2 - 2 4
ho(—w?) = af —a, yw?*+af jw*+....

Teniendo en cuenta las restricciones de la ecuacion 1.4 se satisfacen las siguientes

desigualdades
hi(—w?) < h(—w?) = ap — Qp_ow? + ap_gw* + ... < ho(—w?) (1.5)

Anéalogamente

gi(—w?*) < g(—w?) < go(—w?). (1.6)

Las condiciones 1.5 y 1.6 indican que, para una frecuencia dada, el valor p(jw) de
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cualquier polinomio del intervalo de polinomios 1.4 est4 en un rectangulo en el plano
complejo. Es decir el conjunto de valores de un intervalo de polinomios es un rectangulo,
siendo los vértices de dicho rectangulo los polinomios de Kharitonov. Esta observacion es
conocida como la geometria de Dasgupta y con ella Dasgupta demuestra el Teorema de

Kharitonov.

La mayoria de los resultados existentes en la literatura tratan con familias de intervalos
de polinomios invariantes de grado. Hernandez [Hernandez, 1996b| estudio la estabilidad
Hurtwiz de intervalos de polinomios, demostrando que el Teorema de Kharitonov puede

extenderse a familias de polinomios que pueden disminuir en grado.

1.3.3. El Teorema de la Arista.

El hecho de que el Teorema de Kharitonov sea tnicamente aplicable a familias
de intervalos de polinomios (incertidumbres independientes) constituye una limitacion
practica, ya que cuando los pardmetros de perturbacion forman parte de mas de un
coeficiente, es necesario delimitar los coeficientes para aplicar el Teorema de Kharitonov.
De este modo se tratan las perturbaciones dependientes como si fueran independientes,

con lo que se obtienen resultados conservadores.

Un ejemplo tipico de este hecho es el caso discreto. Aplicando la transformacion bilineal
s+1
S —
con coeficientes independientes, por lo que al aplicar el Teorema de Kharitonov se obtienen

z= se transforma el intervalo de polinomios en z en una familia de polinomios en s

resultados solamente suficientes. El Teorema de la Arista resuelve esta limitacion.

Se consideran representaciones de las perturbaciones en la que los coeficientes de los
polinomios son linealmente dependientes (incertidumbres afines lineales), dando lugar a
familia de intervalos lineales de polinomios. En concreto, se consideran polinomios de la

forma

n—1
p(s,a) ="+ Y ai(q)s,

donde los coeficientes a;(q) dependen de forma afin lineal de los parametros fisicos q =
(40, 41,42, - --,q)- Cuando cada uno de estos parametros se conoce dentro de los limites
dados, es decir, ¢; € [¢;,q], i=0,1,2,...,1, el vector q de pardmetros de perturbacion
estd confinado en una caja multidimensional @), y la familia de intervalos lineales de

polinomios resultante es un politopo de polinomios.



40 Control Robusto.

Debe observarse que si un polinomio de la familia tiene una estructura de

perturbaciones afin lineal, el conjunto de coeficientes asociados

a(Q) = {ao(a),a1(q), ..., a.(q) : 4 € Q}

define un politopo en R"*'. De hecho, utilizando argumentos de analisis convexo, se
puede expresar a(Q) como el recubrimiento convexo de los generadores a(q'), a(Q) =
conv (a(q')) , siendo ¢*,7 = 0,1, ..,1, los puntos extremos de Q. Entonces, es posible crear
la asociacion entre politopos en R" ! y familias de intervalos de polinomios con estructura

de perturbaciones afin lineal.

Conviene tener presente que todos los polinomios de la familia P = {p(s,q) : q € Q}
pueden expresarse como una combinacion convexa de los polinomios extremos p(s, ¢*), es
decir, P = conv (p(s, q")). Esto justifica que la familia de intervalos lineales de polinomios

P se denomine politopo de polinomios.

El Teorema de la Arista indica que para asegurar la estabilidad estricta de todo
el politopo de polinomios es necesario y suficiente que las aristas expuestas sean
estrictamente estables. Teniendo en cuenta que las aristas expuestas son unidimensionales,

se produce una disminucion del coste computacional en la determinacion de la estabilidad.

El Teorema de la Arista va ain mas lejos, ya que se plantea en términos de

D-estabilidad.

Teorema 1.11
[Teorema de la Arista. [Bartlett et al., 1988]] Sea D C C un dominio simplemente conexo.
Entonces todas las raices de un politopo de polinomios invariantes en grado estan en D, siy

s6lo si todas las raices de las aristas expuestas del politopo de polinomios estan en D.

Como puede observarse, dependiendo del dominio de D-estabilidad que se proponga,
se obtendran resultados en relacion a la estabilidad Hurwitz (D es el semiplano izquierdo
abierto del plano complejo) o Schur (D es el circulo unidad abierto). Del mismo modo,
considerando otros dominios se pueden estudiar un gran numero de problemas de
asignacion de polos. Ademas, el Teorema de la Arista es un resultado no conservador,

al obtener condiciones necesarias y suficientes.

Existen un gran nimero de test computacionalmente eficaces para comprobar la

estabilidad Hurwitz de una arista. El mas evidente es el propuesto por Bartlett, Hollot



1.3 Resultados de puntos extremos. 41

y Lin |Barlett et al., 1988|, consistente en calcular el lugar de las raices para todas las
aristas expuestas. Para ello se forman las aristas a partir de los polinomios vértices del
politopo de polinomios, y se encuentran las raices de los polinomios (1 — A\)p;(s) + Ap;(s)

variandoA de 0 a 1, siendo p;(s) y p;(s) dos polinomios vértices del politopo de polinomios.

Otra posibilidad, propuesta por Barmish y Kang [Barmish and Kang, 1993|, es la de
aplicar el lugar de las raices clasico a las plantas formadas tal que los polinomios numerador

y denominador son los polinomios vértices de la arista

compensada mediante realimentacién unitaria (figura 1.6).

+

v

O K G(s)

Figura 1.6: Planta para el problema de la arista.

Existen otros resultados, como el Teorema de Zeheb |Zeheb, 1989|, que resuelven el
problema del anélisis para politopos de polinomios de forma computacionalmente tratable,
y son simples de aplicar. Ademas el problema esta resuelto no solo para la estabilidad de
Hurwitz sino también para la D-estabilidad y en particular para la estabilidad de Schur

y para la estabilidad conica.

1.3.4. Teorema de Kharitonov Generalizado.

A la hora de aplicar de forma directa el Teorema de Kharitonov a un sistema de
control (en lazo cerrado) existe cierto grado de conservadurismo, debido principalmente
a que los coeficientes del polinomio caracteristico del sistema son dependientes entre si,
mientras que una de las hipotesis del Teorema de Kharitonov es que los coeficientes de

dicho polinomio caracteristico deben ser independientes.

En estos casos, una alternativa al estudio de la estabilidad consiste en la aplicacion del
Teorema de la Arista, ya que los pardmetros de la planta se sitian en el interior de una
caja, que puede considerarse un caso particular de politopo. Sin embargo, esta solucion

implica realizar comprobaciones redundantes. Ademaés, el Teorema de la Arista no es una
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generalizacion del Teorema de Kharitonov.

Cabe esperar que una generalizacion del Teorema de Kharitonov produzca un conjunto
de test que, basdndose en las caracteristicas de los polinomios de Kharitonov, evite

cualquier tipo de conservadurismo.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, en la siguiente seccion se formulara el
problema de la generalizacion del Teorema de Kharitonov. Previamente se introducira

la notacién a utilizar.

1.3.4.1. Formulacién del problema y notacién.

Se utilizan familias de intervalos lineales de polinomios, siendo éstos de la forma

0(s) = F1(s) Pi(s) + Fa(s) Pa(s) + -+ Fin(s) Pn(s). (1.7)
Escribiendo
E(s) = (Fi(s), Fa(s), - .-, Fn(s))
P(s) = (Pu(s), Pa(s),- -, Pin(s))
resulta

(F(s), P(s)) = Fi(s)Pi(s) + F5(8)Ps(s) + ... + EFpu(s)Pu(s).

Se dice que F(s) estabiliza P(s) si d(s) = (F(s), P(s))es estable Hurwitz. A lo largo

de esta seccion estable significa estable en el sentido de Hurwitz.

Los polinomios F;(s) son polinomios reales de grado fijo, mientras que P;(j) son
polinomios reales cuyos coeficientes varian de forma independiente en un determinado

intervalo.
Sea do(ﬂ) el grado de H(S) =piotpias+ ... —|—pi’do(Pi)Sd0(Pi) y denotemos por p;, =
(pi,(]upi,la e 7pi,d0(P¢))-

Sea m = (1,2,...,m). Cada P;(s) pertenece a una familia de intervalos P;(s)
especificada por los intervalos p; ; € [, 8], i € m,j = 0,...,d°(F;). La caja definida

en el espacio de parametros correspondiente es

I ={p; : i <piy < Bij, 7=0,1,...,d°(F)}
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Se denota por P(s) = (Pi(s), Ps(s),..., Pn(s)) y por P(s) a la familia de m-uplas
P(s) x Pa(s)X, ..., xP,(s).

Sea p = [py,Py---,D,,) €l vector de parametros globales, y sea II = TII; X
[y, ..., xII,, el conjunto de incertidumbres de los parametros globales. El polinomio 1.7

se escribe como 0(s, p) 0 d(s, P(s)) para enfatizar su dependencia del vector de parametros

p o de la m-upla P(s).

El objetivo consiste en determinar la estabilidad Hurwitz del conjunto de polinomios

A(s) = {0(s,p),p € T} = {{F(s), P(s)) : P(s) € P(s)}

que se denomina familia de intervalos lineal de polinomios, adoptando la notaciéon
A(s) = Fi(s)P1(s) + Fa(s)Pa(s) + ... + Fn(8)Po(s).

Las siguientes suposiciones sobre esta familia son necesarias:

1. Los elementos de p son independientes. De forma equivalente, Il es una caja

rectangular de lados paralelos a los ejes.

2. Todos los polinomios de A(s) tienen el mismo grado.

Las suposiciones anteriores permiten utilizar resultados tales como el Teorema de la Arista
para desarrollar la solucion. Asi, A(s) es estable si todo polinomio de A(s) es estable

Hurwitz. De forma equivalente, F'(s) estabiliza todo elemento P(s) € P(s).

La solucion aportada a continuacion construye un subconjunto extremo de segmentos
Ag(s) C A(s), con la propiedad de que la estabilidad de Ag(s) implica la estabilidad
de A(s). Es una soluciéon constructiva, ya que la estabilidad de Ag(s) puede verificarse

resolviendo un problema de determinacion del lugar de las raices.

La solucion es eficiente, ya que el niimero de elementos de Ag(s) es independiente de la
dimension del espacio de parametros I1. El subconjunto Ag(s) se genera construyendo en
primer lugar un subconjunto extremo Pg(s) de la familia de m-uplas P(s). El subconjunto

extremo Pg(s) se construye a partir de los polinomios de Kharitonov de P;(s).

Construccion del Subconjunto Extremo Ag(s).
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Los polinomios de Kharitonov correspondientes a cada P;(s) son

(5) = aio+a;1s+ 51'7082 + &7383 + ...
(s) = o+ Bi1s+ Bios” +aizs’ +...
Kl (s) = Bio+ s+ aips” + Biss’ + ...
(s) = Bio+Bi1s+ios” +azs® +...

y constituyen el conjunto K;(s) = {K}(s), K*(s), K}(s), K}(s)}.

Para cada P;(s) se introducen 4 segmentos que unen pares de polinomios de

Kharitonov, de la forma siguiente:
Si(s) = {KG (s), K (s)], [ (), K7 (s)], [ K7 (s), K3 ()], [KG (s), K (s)] }

Estos 4 segmentos se denominan segmentos de Kharitonov.

Para cada [ € {1,...,m} se define P’ (s) = K (s) x ... x Ki_1(8) x Sy x Ki1(s) x ...

K.n(s), cuyos elementos son de la forma

(K{1<s>, E$(s),- ., K3 (s), (1= NK[(s) + AK7(s), K[\ (s), - -,KWS)) , o (L8)

con A € [0,1]. La expresion 1.8 puede escribirse como

(L= X) (B (), K (), oo B (5), B KT (), B ()

P (KT (3), K (s), o K (), KR T ), K (s) )

Correspondiente a la m-upla P';(s), se define la familia de polinomios

Alp(s) = {{E(s), P(s) : P(s) € Pl(s) }

que puede escribirse como

Ap(s) = Fi(s)Ki(s) + ...+ Fioa(s)Kima(s) + Fi(s)Suls)+
HE(8)Kia(s) + -+ F(8)Kn(s)-
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Un elemento tipico de AL (s) el segmento de polinomios

Fi(s)K{ (s) + - 4 Fa(s)K]'5 + Fi(s) [(1 = MK (s) + AKP ()] +
()KL () 4 o+ F(s) Ko ()

con \ € [0, 1].

El subconjunto extremo de P(s) esta definido por

Pg(s) = U PSE(S).

Los polinomios de segmentos generalizados de Kharitonov son

Ap(s) = | Ak(s) = {(E(s), P(s)) : P(s) € Pi(s) } .

El conjunto de m-uplas de polinomios de Kharitonov se denota por Pg(s) y se conoce

como los vértices de Kharitonov de P(s):
Pi(s) = Ki(s) x Kao(s) x ... x Kyu(s) C Pg(s).
El conjunto de polinomios de vértices de Kharitonov es

Ax(s) = {{E(s), P(s)) : P(s) € Picls) }.

y un elemento de este conjunto es de la forma

Fi(s) K7 (s) + Fy(s) KL (s) ...+ Fo(s)Kim.

El conjunto Pg(s) esta construido a partir de una familia uniparamétrica de vectores
de polinomios. Existen m4™ segmentos en el caso general, donde hay 4 polinomios
de Kharitonov distintos para cada P;(s). Los subconjuntos del espacio de parametros

correspondientes a PL(s) y a Pg(s) se denotan por II; y

[y = U I,
=1
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respectivamente. De forma similar, si IIx son los vértices de II correspondientes a los

polinomios de Kharitonov, entonces se tiene que

{d(s,p) : p € llg}
Ag(s) ={d(s,p): p € lx}

El conjunto Pg(s) tiene 4™ elementos distintos, donde cada P;(s) tiene cuatro polinomios
de Kharitonov distintos. Por tanto, Ak (s) es un conjunto discreto de polinomios, Ag(s)

es un conjunto de segmentos de polinomios, A(s) es un politopo de polinomios, y Ak (s) C

Ag(s) C A(s).

1.3.4.2. El Teorema de Kharitonov Generalizado.

Se dice que F(s) estabiliza un conjunto de m-uplas, cuando estabiliza cada elemento

del conjunto.

La generalizacion del Teorema de Kharitonov para familias de intervalos lineales de

polinomios es la siguiente:

Teorema 1.12
[Teorema de Kharitonov Generalizado. [Chapellat and Bhattacharyya, 1989]] Para una m-upla
F(s) = (Fi(s),..., Fn(s)) de polinomios reales:

1. F(s) estabiliza la familia P(s) de m-uplas si y sélo si F' estabiliza cada m-upla de

segmentos de P(s). De forma equivalente A(s) es estable si y sélo si Ag(s) es estable.

2. Si los polinomios F;(s) son de la forma F(s) = s' (a;s + b;) U;(s)Q;(s) donde t; > 0
es un namero entero arbitrario, a; y b; son nameros reales arbitrarios, U;(s) es un
polinomio anti-Hurwitz, y Q;(s) es un polinomio par o impar, entonces es suficiente
que F(s) estabilice el conjunto finito de m-uplas Pk (s), o de forma equivalente, que el

conjunto de polinomios vértices de Kharitonov A(s) sea estable.

3. Finalmente, que el conjunto finito P(s) sea estable, no es suficiente para estabilizar
P cuando los polinomios F;(s) no satisfacen la condicién 2. De forma equivalente, la
estabilidad de Ak (s) no implica la estabilidad de A(s) cuando F;(s) no satisface las

condiciones de 2.
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La estrategia seguida para su demostracion (véase |Bhattacharyya et al., 1995|)
consiste en construir un politopo intermedio A;(s) de dimension 2m que verifique
Ag(s) € Ar(s) € A(s). Dicha demostracion estd basada en tres lemas interesantes,

que se recuerdan a continuacion.

En el primer lema, (lema 1.1), se demuestra que la estabilidad de Ag(s) implica la

estabilidad de Aj(s).

El segundo y el tercer lema, (lemas 1.2 y 1.3) se usan para demostrar que la estabilidad

de A;(s) implica la estabilidad de A(s).

Recordando la posibilidad de construir los polinomios de Kharitonov a partir de su

parte par e impar:

Kl(s) = KPP (s) 4 KT (s)
Ki(s) = K™ (s) + K" (s)
KHs) = K7 (s) 4 K (s)
Kl(s) = KPUmes(s) 4 Kmvermes (s)
donde
Kpar min s) = aig + 6i,2$2 + 0%434 4+ ...

3 5
5) = a1+ Pigs” Fass’ 4.

Kpar ,min s

(s)

Kpm mm(s) = 6@0 + 061,282 + 52‘7484 —+ ...
"(s)
(s)

= Bi1+aizs’ + Biss” + ...
puede construirse el politopo A;(s) de la forma:
{ Z F )Kpm" mzn( ) 4 )\iKipa'r,mam(S)

_|_(1 - Mi)K;mpar,min(S> + MiK;mpar,ma:c(S>) .
()\hlula )\2,,&2, ey )\mnum)a )\Z S [Oa ]-]a i S [Oa 1]} .

Lema 1.1
Aj(s) es estable si y sélo si Ap(s) es estable.

Demostracion:
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Es claro que la estabilidad de Aj(s) implica la estabilidad de Ag(s). Para la implicacion
contrario, notese que el grado de todos los polinomios de A;(s) es el mismo. Ademas las
aristas expuestas de Aj(s) se obtienen estableciendo el valor de 2m — 1 coordenadas del
conjunto (Aq, 41, Aoy f2y « -+, Ay i) @ 0 6 a 1, y el resto de las coordenadas variando
entre [0,1]. Las lineas de segmentos asi obtenidas forman el conjunto Ag(s). Aplicando

el Teorema de la Arista, se sigue que la estabilidad de Ag(s) implica la estabilidad de

A[(S).

Lema 1.2

Sea B¢(s) la familia de polinomios reales pares, y sea B(s) = by +bas® +bys* +. ..+ byps™ €
B¢(s), donde by € [z0, Yo, b2 € [T2,Ya],- .., bap € [T2p, Yap); se definen Ki(s) = zg + yas? +
248t + ..y Ko(s) = yo + 228° +y4s* + .. .. Sean A(s) y B(s) dos polinomios arbitrarios, de

coeficientes reales fijos. Entonces:

1) A(s)+ C(s)B(S) es estable para cada polinomio B(s) € B¢(s) siy solo si el segmento
[A(s) + C(s)K1(s), A(s) + C(s)Ka(s)] es estable.

2) Ademas, si C(s) = s'(as+b)U(s)R(s) donde t > 0, a y b son nimeros reales arbitrarios,
U(s) es un polinomio anti-Hurwitz, y R(s) es un polinomio par o impar, entonces
A(s) + C(s)B(s) es Hurwitz estable para todo polinomio B(s) € B¢(s) si y sélo si
A(s) + C(s)K1(s) y A(s) + C(s)Kx(s) son Hurwitz estable.

Lema 1.3

Sea B°(s) la familia de polinomios reales impares, y sea B(s) = by + b3s® + bss® + ... +
bopr 1527 € BO(s), donde by € [x1,11], b3 € [23,93],--.,bops1 € [Topi1,Y2pi1]; e definen
Ki(s) = x1 + y38® + 158" + ... y Ko(s) = y; + x35° + y35° + .... Sean D(s) y E(s) dos

polinomios arbitrarios, de coeficientes reales fijos. Entonces:

1) D(s)+ E(s)B(S) es estable para cada polinomio B(s) € B°(s) si y sélo si el segmento
[D(s)+ E(s)K1(s), D(s) + E(s)K2(s)] es estable.

2) Ademas, si E(s) = s'(as+b)U(s)R(s) donde ¢ > 0, a y b son nameros reales
arbitrarios, U(s) es un polinomio anti-Hurwitz, y R(s) es un polinomio par o impar,
entonces D(s) + E(s)B(s) es Hurwitz estable para todo polinomio B(s) € B°(s) siy
solo si D(s) + E(s)K1(s) y D(s) + E(s)K»(s) son Hurwitz estable.
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Una demostracion de ambos lemas, asi como dos demostraciones diferentes del Teorema

Generalizado de Kharitonov pueden encontrarse en [Bhattacharyya et al., 1995].
Comparacion con el Teorema de la Arista.

El Teorema Generalizado de Kharitonov trata con familia de intervalos lineales de
polinomios, es decir, politopo de polinomios, y por tanto puede resolverse también

utilizando el Teorema de la Arista.

El Teorema de la Arista comprueba la estabilidad de las aristas expuestas del politopo
de polinomios A(s). Por el contrario, el Teorema Generalizado de Kharitonov comprueba

la estabilidad de los segmentos Ag(s). Normalmente, estos dos conjuntos son diferentes.

Como ejemplo, en el caso particular de un intervalo de polinomios que contenga tres
parametros variables, se tienen 12 aristas expuestas y 4 segmentos extremos. Mientras
dos de los segmentos extremos son también aristas expuestas, los otros dos segmentos

extremos se encuentran sobre las caras expuestas y no son aristas.

Mas importante es el nimero de aristas expuestas, y su crecimiento exponencial
dependiente del nimero de parametros inciertos (dimension de p € II). Por el contrario,
el nimero de segmentos extremos depende solamente de m (el namero de polinomios
inciertos). La comparacion de dichos valores (véase tabla 1.1) establece que el niumero de
aristas expuestas crece de forma exponencial respecto al nimero de parametros, mientras

que el nimero de segmentos extremos permanece constante, para un valor dado de m.

m ‘ N. de pardametros (q) H Aristas expuestas ‘ Segmentos extremos

2 2 32 32
2 3 80 32
2 4 192 32
3 4 24576 192

Tabla 1.1: Numero de aristas expuestas vs. nimero de segmentos extremos.






Capitulo 2

Sistemas de intervalos de planta.

Hasta ahora se han presentado resultados existentes en la literatura para analizar la
estabilidad y el comportamiento robusto de familias de polinomios formadas por intervalos
de polinomios o por politopos. Este capitulo presenta alguno de estos resultados para

familias de intervalos de planta.

Se abordan brevemente dos aspectos fundamentales de la identificacién de sistemas,
presentando resultados sobre la determinacion y la acotacidon del conjunto de valores de
la familia de polinomios en el dominio de la frecuencia, para poder aplicar de forma
comoda resultados sobre estabilidad. Se comenta también uno de los métodos expuestos
en |Bhattacharyya et al., 1995| para la identificacion de una familia de sistemas con

incertidumbres utilizando las propiedades de los sistemas de intervalos.

2.1. Introduccidn.

Se define una familia de intervalos de planta propia de coeficientes reales, como el

conjunto

P = {G(s,a, b) : G(s,a,b) = W,Np(s,a) € Ny, Dy(s,b) € D,} ,
P(Sa b)

donde N,(s,a) y D,(s,b) son polinomios con incertidumbres de la forma

Np(s,a):ans”+an_18n71+---+ao, aEA:{a:ai_Saigaj,iza...,n},
Dp(s’b):bmsm—{—bm_lsmil—l—...—{—bo, bEB:{bb; szébj—,lzo,,m},



52 Sistemas de intervalos de planta.

conn>1,n<m,ydonde a = (ap,a,...,a,), a, # 0,y b= (bo,b1,...,bm), by # 0 son

los parametros inciertos.

Por tanto, las incertidumbres de una familia de intervalos de planta se modelan de tal
forma que los polinomios numerador y denominador de la planta tienen sus coeficientes

limitados en intervalos independientes conocidos a priori. Asi, las familias de intervalos

de polinomios se definen como Ny = {N,(-,a) :a € A}; D; ={D,(-,b) : b€ B}.

Desde el punto de vista del control, los tres aspectos fundamentales a considerar son

el analisis, el diseno y la identificacion.

Para el anélisis, en el capitulo anterior se comentaron resultados validos tanto en
lazo abierto (Teorema de Kharitonov) como en lazo cerrado (Teorema de Kharitonov

Generalizado).

Respecto al diseno, existen diversos resultados en la literatura, que se comentan

seguidamente.

N.(s)

De(s)
familia de polinomios caracteristicos asociada tiene la expresion 6;(s) = N.(s)N,(s,a) +

Dado el controlador C(s) y la familia de intervalos de planta P, la
D.(s)D,(s,b). Por tanto, el problema del diseno consistira en encontrar dos polinomios
Nc(s) y D.(s) tal que la familia de polinomios caracteristicos d;(s) (que resulta ser un

politopo de polinomios) sea estable, y por tanto la familia de plantas también lo sera.

En el caso de controladores robustos para familias de intervalos de planta con
perturbaciones estructuradas basadas en resultados de puntos extremos, el problema
del diseno tiene como objetivo (comin al objetivo de los métodos de sintesis clasico)
determinar los parametros del controlador que garanticen la estabilidad de la familia de
polinomios en lazo cerrado. Teniendo esto en cuenta, este problema del diseno puede

plantearse desde tres enfoques diferentes:

1. Métodos basados en las 16 plantas de Kharitonov. La estabilidad del sistema en
lazo cerrado se fundamenta en condiciones necesarias y suficientes en términos de
la estabilidad de determinados polinomios vértices, sin tener en cuenta las aristas.
Proporcionan resultados fuertes de Kharitonov, pero en general los métodos de

diseno de este tipo llevan implicitas limitaciones en los parametros del controlador.

2. Resultados basados en condiciones necesarias y suficientes, teniendo en cuenta las

aristas.
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3. Resultados basados en condiciones suficientes pero no necesarias, cuyos objetivos
son encontrar un conjunto finito y minimo de polinomios cuya estabilidad garantice

la estabilidad de la familia en lazo cerrado.

El trabajo de Ghosh [Ghosh, 1985] puede considerarse el primer resultado de interés
aplicado al problema de diseno . Ghosh resuelve la estabilidad del intervalo de plantas
para controladores positivos. El resultado es conservador, pues proporciona condiciones
suficientes para la estabilidad, ya que basta con garantizar la estabilidad de los cuatro
polinomios de Kharitonov del menor intervalo de polinomios que contiene al politopo de
polinomios caracteristicos en lazo cerrado. En el mismo trabajo establece un corolario en
el que da condiciones necesarias y suficientes que garantizan la estabilidad del intervalo

de plantas utilizando como controladores ganancias puras, C'(s) = K.

El primer resultado que trata de estabilizar una familia de intervalos de planta
utilizando controladores de cualquier orden es el Teorema de la Caja, establecido por
Chapellat y Bhattacharyya [Chapellat and Bhattacharyya, 1989], segtn el cual, dada una
familia de polinomios caracteristicos en lazo cerrado, es necesario y suficiente asegurar la

estabilidad de 32 aristas distinguidas.

Estas aristas distinguidas son conocidas como los segmentos CB o segmentos de
Kharitonov. El nimero 32 es independiente de los grados de los polinomios numerador y
denominador. Este teorema da una condicion necesaria y suficiente de estabilidad, siendo
un resultado no conservador que permite encontrar todos los controladores que estabilizan

la familia, aunque el coste computacional asociado es elevado.

Para el caso particular en el que el controlador sea de primer orden hay dos resultados

que proporcionan condiciones suficientes de estabilidad (resultados no conservadores).

El primero, de Hollot y Yang [Hollot and Yang, 1990]| establece que el controlador de
primer orden estabiliza el intervalo de plantas si y solo si son estables todas las plantas
extremas, es decir, todas las combinaciones posibles de polinomios extremos del numerador
con polinomios extremos del denominador. Es por tanto un resultado débil de Kharitonov,
va que el nimero de plantas extremas (277" "!) depende del rango del intervalo de plantas

considerado.

El segundo resultado, de Barmish |Barmish et al., 1992|, conocido como Teorema de
las 16 plantas, es un resultado mas fuerte que el anterior, pues se presenta inicamente en

funcion de las 16 plantas de Kharitonov, que son las formadas por todas las combinaciones
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posibles entre los cuatro polinomios de Kharitonov del intervalo de polinomios del

numerador y los cuatro del intervalo de polinomios del denominador.

Se ha investigado (véase [Hollot and Yang, 1990]) el comportamiento de intervalos de
plantas con controladores de mayor grado, concluyendo en general, que no es suficiente
con garantizar la estabilidad de las 16 plantas ni la de todas las plantas extremas. Para
controladores de orden mayor que 1 el Teorema de Rantzer indica la construccion del
conjunto de vértices y aristas que se deben analizar para asegurar la estabilidad. De
hecho, si el numerador y el denominador del controlador C(s) satisfacen la condicion
de crecimiento de Rantzer, la estabilidad de las 16 plantas de Kharitonov garantiza la

estabilidad de toda la familia P;.

Por tanto, inicamente para los controladores de primer orden se encuentran resultados
en términos de las 16 plantas para todos los valores de los parametros del controlador. En
general se deben considerar las aristas expuestas. En el capitulo 3 de [Hernandez, 1994|
se aborda el disenio de controladores para aristas de plantas bajo condiciones necesarias
y suficientes. Hernandez |Hernandez, 2002| desarrolla un método no conservador para
estabilizar una arista de polinomios. Este método cuantitativo se basa en una busqueda
iterativa y comnsiste en descartar sucesivamente los controladores que no pueden ser
estables. De este modo determina como encontrar los pardmetros del controlador
que estabilizan la arista, ya que no todos los que estabilicen los polinomios vértices
estabilizaran toda la familia. Ademés, caracteriza el comportamiento en frecuencia
que permite el desarrollo de un método grafico sencillo, cuyo objetivo es determinar
cualitativamente la influencia que tienen los parametros de diseno en la estabilidad de

la arista, pudiendo de esta forma determinar los pardmetros méas sensibles.

Otro enfoque posible para el diseno de controladores robustos hace uso de polinomios
virtuales, que no tienen que pertenecer necesariamente a la familia, pero que se consideran
para estabilizarla. El resultado conservador mas intuitivo si se consideran intervalos de
planta en un sistema en lazo cerrado, consiste en tomar el menor intervalo de polinomios
que contiene al politopo de polinomios d;(s) y aplicar el Teorema de Kharitonov. Este

método fue realizado por Ghosh [Ghosh, 1985| para controladores positivos.

Djaferis |Djaferis, 1993] demuestra que para estabilizar un intervalo de plantas
utilizando controladores de cualquier orden y sin restricciones de signo, es suficiente con

estabilizar 64 polinomios virtuales. Posteriormente Hernandez [Hernandez, 1995 plantea
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una construccion que conduce a mejoras significativas respecto al trabajo de Djaferis.
Esta construccion se basa en el anélisis del comportamiento en el plano complejo de
la familia de polinomios caracteristicos en lazo cerrado, de manera que se considera
la sobrelimitacion de la familia. Basdndose en este comportamiento global obtiene dos
mejoras significativas. Demuestra que 32 de los 64 polinomios de Djaferis son siempre
superfluos, y detalla como dependiendo de los argumentos de los polinomios numerador
y denominador del controlador, se reduce significativamente el nimero de polinomios

virtuales, cuya estabilidad es condicion suficiente para garantizar la estabilidad de d;(s).

Otro trabajo destacable en esta linea es el desarrollado por Hernandez en
[Hernéndez, 1996a|. En él se comparan dos resultados conservadores que solucionan el
problema de diseno de un intervalo de plantas. Se muestra que estabilizar la planta
utilizando los 32 polinomios virtuales es, en general, menos conservador que hacerlo
con los polinomios de Kharitonov del menor intervalo de polinomios que contiene al
politopo de polinomios caracteristicos. Se prueba que utilizando los 32 polinomios, es
posible encontrar todos los controladores tales que el conjunto de valores del politopo de
polinomios caracteristicos se aplica en dos cuadrantes como maximo para cada frecuencia,

y utilizando los polinomios de Kharitonov solo se encuentran algunos de ellos.

En [Hernandez, 1998] se continta este estudio sobre los polinomios de Ghosh

generalizados, mostrando ademas los casos para los que ambos métodos coinciden.

En [Hernandez, 1999] se establece un nuevo conjunto de polinomios virtuales (un
total de 80), basado en el resultado de Bialas y Garloff para estabilizar una arista
|Bialas and Garloff, 1985|, y se compara el conservadurismo de los distintos resultados
de puntos extremos existentes en la literatura para estabilizar un intervalo de plantas. Si
SCy representa al conjunto de controladores que estabiliza la familia utilizando los cuatro
polinomios de Kharitonov del menor intervalo de polinomios que contiene al politopo de
polinomios, SC39 a los 32 polinomios virtuales, SCy, a los 80 polinomios de Bialasy SC a
los segmentos C'B, entonces SCy C SC3y C SChy C SC. De esta expresion se deduce que
el método basado en los polinomios virtuales de Bialas y Garloff es menos conservador que
el de los 32 polinomios, en el sentido de que se obtiene mayor nimero de controladores.
Sin embargo, el coste requerido es mayor, pues necesita estabilizar un numero mayor de
polinomios. Se concluye que los 32 polinomios virtuales representan el mejor compromiso

entre coste computacional y conservadurismo.



56 Sistemas de intervalos de planta.

2.2. Identificacion de sistemas de intervalos.

En el estudio de la identificacion de los sistemas de intervalos existen dos aspectos

fundamentales;

1. Dada una familia de plantas determinar la frontera o el recubrimiento convexo de

su conjunto de valores.

2. Identificar un familia de sistemas que satisfaga el comportamiento de sus conjuntos

de valores.

2.2.1. Determinaciéon de la frontera.

La acotacion de la frontera o su determinacion a partir de un conjunto de valores es
de interés. Por ejemplo, si la cota verifica el Principio de Exclusion del Cero, la familia
de plantas que gener6 el conjunto de valores también lo verifica, y si la cota no verifica

dicho principio, la familia tampoco.

Aunque conservadores, existen en la literatura varios resultados, fundamentalmente en
el dominio de la frecuencia, y tanto en lazo cerrado como en lazo abierto, orientados al

calculo y determinacion de cotas para el conjunto de valores.

2.2.1.1. Lazo cerrado.

El Teorema de Kharitonov Generalizado (teorema 1.12) introduce un conjunto extremo
de segmentos que caracteriza completamente el comportamiento en el dominio de la
frecuencia de las familias de intervalos lineales. Para ello, se definen los subconjuntos
extremos basados en los segmentos y polinomios de Kharitonov. Considérese el sistema

realimentado de la figura 2.1, con

Supoéngase que F'(s) es fijo, y que G(s) es una funcion de transferencia de un sistema

de intervalos, es decir, contiene incertidumbres parameétricas reales que aparecen en los
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0

F(s) G(s)

v

Figura 2.1: Sistema de intervalos lineales con realimentacion.

coeficientes de N(s) y D(s). Sean

N(s) = ap+ars+ as® + ..+ ap_ 18"+ a,s”
D(S) = bO + bls + b2$2 + ...+ bm_lsm_l —+ bmSm,

donde a; € [a;,a)] para k € n = (0,...,n) y by € [b,,b)] para k € m = (0,...,m). Se

definen igualmente los conjuntos de intervalos de polinomios

N(s) = {N(s)=ao+ars+...+a,s", ax € [a;,,a}],k € n}
D(s) = {D(s):b0+bls+...—|—bm5m, bke[b;,bﬁ],kEm},

y el correspondiente conjunto de sistemas de intervalos lineales

= N(S> . S S S S
G = {5} (N(5). D(9) & (N(5) x D(s) | 2.)

El sistema unitario realimentado de la figura 2.1 se considerard como un sistema de

control de intervalos. Para simplificar, se utilizara la notacion

_NGs)
D(s)

para denotar la familia 2.1. El polinomio caracteristico del sistema es 0(s) = Fy(s)N(s)+
Fy(s)D(s), y el conjunto de polinomios caracteristicos del sistema de control de intervalos

(que forma una familia de intervalos lineales de polinomios) se escribe como

A(s) = Fi(s)N(s) + Fy(s)D(s). (2.2)

El sistema de control es robustamente estable si cada polinomio de A(s) es estable
Hurwitz. Este es el tipo de estabilidad robusta tratada por el Teorema de Kharitonov

Generalizado , que demuestra que la estabilidad Hurwitz del sistema de control sobre el
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conjunto G(s) puede reducirse a la comprobacion de la estabilidad Hurwitz del conjunto

de sistemas extremos Gg(s).

Siguiendo con la notacion introducida en el Teorema de Kharitonov Generalizado, sean
Kn(s)y Kp(s) los polinomios de Kharitonov asociados con N(s) y D(s), y sean Sy(s) y
Sp(s) los correspondientes segmentos de Kharitonov. Estos segmentos son combinaciones
convexas de dos polinomios de Kharitonov que comparten su parte par o su parte impar.

Se definen los subconjuntos extremos

Kn(s)  Sn(s)
G —
28) =5 5 VK6
para los sistemas extremos, y
_ Kn(s)
G = (o)

para los sistemas de Kharitonov.

El Teorema de Kharitonov Generalizado reduce el problema de verificar la estabilidad
robusta del conjunto de parametros miltiples G(s), a problemas de estabilidad de un
parametro sobre Gg(s) en el caso general. Bajo condiciones especiales sobre F(s), lo
reduce al conjunto de vértices Gg(s). Seguidamente aborda el estudio de las propiedades
que los sistemas Gg(s) y Gg(s) presentan en el dominio de la frecuencia, de forma
que el estudio de propiedades importantes (por ejemplo mérgenes de estabilidad) pueda

realizarse reemplazando G(s) € G(s) por elementos G(s) € Gg(s).

Las imagenes en el plano complejo de A(s) y G(s) en el punto s = jw, denominadas
plantillas de incertidumbres, se denotan por A(jw) y G(jw). Como N(s) y D(s) son
familias de intervalos de polinomios, N(jw) y D(jw) son rectangulos de lados paralelos a
los ejes en el plano complejo. Fi (jw)N(jw) y Fa(jw)D(jw) son rectangulos girados en el

plano complejo. Se supondra ademéas que 0 € D(jw).

Para determinar A(s) y G(s) se observa que los vértices de N(jw) y D(jw)
corresponden a los polinomios de Kharitonov, mientras que las aristas corresponden a
los segmentos de Kharitonov. El conjunto de puntos Ky (jw) son los vértices de N(jw), y
las cuatro lineas Sy (jw) son las aristas de N(jw). Fy(jw)N(s) es un poligono de vértices
Fi(jw)Kn(jw) y aristas F}(jw)Sy(jw). De forma similar, F5(jw)D(jw) es un poligono
de vértices Fy(jw)Kp(jw) y aristas Fy(jw)Sp(jw). La imagen en el plano complejo del

conjunto extremo Gg(s), coincide exactamente con estos pares de aristas - vértices.
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El siguiente ejemplo desarrollado en |Bhattacharyya et al., 1995 muestra como
caracterizar la frontera del conjunto de valores de una familia de sistemas de intervalos
lineales, a partir del conjunto extremo construido segtn las ecuaciones 2.2, para un sistema

estable.

Ejemplo 2.1

Considérese la familia de plantas y el controlador dados por las ecuaciones siguientes:

Fi(s) s +2s+1
C Fy(s) st 4283 +2s2+ s

donde by € [1.9,2.1], by € [1.8,2.0], by € [0.9,1.0], ag € [0.9,1.1], y a1 € [0.1,0.2] son los

valores de los parametros.

El Teorema de Kharitonov Generalizado afirma que la estabilidad del sistema en lazo
cerrado es equivalente a la estabilidad de los 32 segmentos de Kharitonov. Para construirlos,

se determinan los polinomios de Kharitonov asociados a P (s)

Ki(s)=01s+0.9, K(s)=0.2s+0.9
K} (s)=01s+1, Ki(s)=02s+1

ya PQ(S)
Kj}(s)=s?+1.8s+ 1.9, K3(s)=s*+2s+1.9
K3(s) =095+ 185+ 2.1, K}(s)=009s>+2s+2.1
Los segmentos de Kharitonov generalizados son Fi(s)Ki(s) +

Fy(s) (AKY(s) + (1 = NEKS(s)) y Fi(s) (AK{(s) + (1= NK{(s)) + Fa(s)K§(s), con
Ae0,1] ed, j, ke {1,234},
La estabilidad de los 32 segmentos puede verificarse, por ejemplo, mediante el Principio de

Exclusion del Cero. La figura 2.2 muestra la evolucién del conjunto imagen de los 32 segmentos

para diferentes frecuencias.

¢

Como se observa en el ejemplo 2.1, al realizar el estudio de la robustez del sistema
de intervalos en el dominio de la frecuencia, la dificultad méas importante es averiguar la

forma de los conjuntos extremos para cada valor de la frecuencia, ya que el Principio de
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15¢ |

Figura 2.2: Evolucion del conjunto imagen de los 32 segmentos.

Exclusion del cero proporciona un test de estabilidad robusta muy general, facil de aplicar

siempre que el conjunto de valores se genere sin dificultad.

Es por ello que, para familias de intervalos de polinomios y para sistemas de
intervalos, la caracterizacion del comportamiento del conjunto de puntos extremos se base

principalmente en la determinacion del recubrimiento convexo del conjunto de valores.

2.2.1.2. Lazo abierto.

Teniendo en mente la determinacion y el calculo del recubrimiento convexo, para su
posterior utilizacion en el estudio del diseno y estabilidad, existen algunos resultados de

interés.

En [Wilson et al., 1997] se proporciona un algoritmo para el disefio de la aproximacion
de una familia de plantas con coeficientes no lineales, mediante recubrimiento convexos
en el dominio de la frecuencia, consiguiendo una reduccion del conservadurismo del
método empleado, frente a la utilizacion de subconjuntos extremos. Dicha reduccion del

conservadurismo simplifica el proceso de diseno, facilitando el anélisis y el diseno de
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controladores robustos.

Entre los algoritmos utilizados para la generacion de recubrimientos convexos de
conjuntos de valores de familias de polinomios y de sistemas de intervalos, destaca el
algoritmo AAS (An Adaptative Angular Sweep Algorithm for Value Set Construction),
desarrollado en |Willson et al., 1999|. Este algoritmo determina una aproximacion de la
frontera del conjunto de valores para sistemas de intervalos y familias de intervalos de

polinomios del tipo

donde n es el orden del modelo, m < n,y q = (q1,¢2,.-.,q,) es el vector de parametros

variando en la regiéon

El algoritmo AAS aproxima el conjunto de valores, determinando el recubrimiento convexo
de los puntos de su frontera, a partir de dos recubrimientos convexos que actian,
respectivamente, como cota superior («overboundingy) y cota inferior («underboundingy )
de la frontera del conjunto de valores. Los puntos del recubrimiento convexo de la frontera
del conjunto de puntos, se obtienen calculando el valor denominado "méxima distancia
normal” (MND) entre los recubrimientos convexos cota superior y cota inferior , de forma

que sea menor que un valor arbitrario dado, denominado "tolerancia” (TOL).

En [Wilson et al., 1997| se define el producto interior

fero(w,q) = (¢, p(jw, q)), (2.3)

siendo, en general, (21, 29) = Re(z1)Re(z2) + Im(z1)Im(z2).

Los autores demuestran que para cada 6 € [0, 27 existe una "funciéon de incertidumbres

distinguida”, ¢*(w, #), donde se alcanza el maximo de f.o(w,q). Es decir,
q"(w,0) € argmax (foo(w,q)),
€eQ

para algin w > 0. Al sustituir en el polinomio p(s,q), esta funcion de incertidumbres

produce un punto de la frontera del recubrimiento convexo, p (jw,q*(w,0)) €
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dco (p(jw, Q)), donde dco (p(jw,Q)) denota la frontera del recubrimiento convexo. Se

demuestra seguidamente que

co (p(jw, Q)) = co{p (jw, ¢"(w,0)) : 6 € [0, 2]} (2.4)

Sin embargo, cuando la frontera del recubrimiento convexo es un arco de circunferencia,
la igualdad 2.4 es cierta para puntos 6 € [0, 27|. Como en la practica los valores de 0 seran
discretos, la parte derecha de la ecuacion 2.4 formaréd una cota inferior del recubrimiento

convexo.

Por otra parte, el algoritmo CHA descrito en [Bartlett et al., 1993| proporciona un
procedimiento similar, tanto para familias de intervalos de polinomios, como para sistemas
de intervalos, sustituyendo en este ultimo caso el polinomio p(s,q) por una funcion de
transferencia P en las ecuaciones 2.3 y 2.4. En dicho algoritmo se reconoce la necesidad de
discretizar el intervalo de valores de 6 para obtener los puntos del recubrimiento convexo.
De la misma forma que w se discretiza para obtener la respuesta en frecuencia, 6 se

discretiza para obtener puntos de la frontera del recubrimiento convexo.

El procedimiento estandar utiliza un numero finito de valores de 6 € [0,27] y los
sustituye en la ecuacion 2.3. Sin embargo, cuando la frontera esta ligeramente curvada,
se necesita un discretizado muy denso de 6 para conseguir representar esta porcion de la

frontera en su recubrimiento convexo.

Para evitar el exceso de calculo originado por el discretizado del intervalo [0, 27],
en |Willson et al., 1999| se desarrolla el método AAS, que realiza un discretizado no
uniforme © = {0;,60s,...,0.} C [0,27], de forma que la méxima distancia normal entre
dco (p(jw,q)) y dco{p (jw, ¢*(w,0)) : @ € O} sea menor que una cota de error arbitraria,

la tolerancia.

El objetivo del algoritmo AAS es determinar el conjunto de angulos ©. El método
obtiene igualmente una cota superior del recubrimiento convexo, que contiene el verdadero
recubrimiento convexo de p(jw, Q) o de P(jw, @), y una cota inferior que esté contenida

en el verdadero recubrimiento convexo de p(jw, Q) o de P(jw, Q).

Ambas cotas son tutiles a la hora de aplicar las condiciones de estabilidad basadas en el
Principio de Exclusion del Cero. Si la cota superior verifica la condicion de exclusion del

cero, el recubrimiento convexo también la verifica, y si la cota inferior no verifica dicha
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condicion de exclusion de cero, el recubrimiento convexo tampoco la verifica.
Generacion de los puntos frontera.

La forma de construccion e identificacion de los puntos frontera nos permite entender el
algoritmo AAS. Considérese el conjunto de valores p(jw, Q) en una frecuencia particular
w sobre el plano complejo, la semirrecta definida por el origen de coordenadas y e/’ para
un ¢ particular, y una arista, perpendicular a la semirrecta, situada a cierta distancia del
origen. Cuando la arista se traslada hacia el origen, contacta con la frontera de p(jw, Q)
en el punto p (jw, ¢*(w,#)), que por las ecuaciones 2.3 y 2.4 sera un punto de la frontera

del recubrimiento convexo.

Considérese la geometria del error para dos puntos genéricos de la frontera, tal y como

se muestra en la figura 2.3.

s+ Im Cota superior
L) recubrimiento
“:.. convexo

CRASE
‘.0‘

*
‘/ *e
/ "<‘.\\‘\
Cota inferior % MND
recubrimiento %

convexo
P

Re

Figura 2.3: Geometria para determinar MND.

Sean p; = p(6y) y por ps = p(6s) los puntos de la frontera del recubrimiento convexo
obtenidos al aplicar los resultados anteriores a los rayos e/t y e/%2. La recta que une los
puntos p; y po define la frontera del recubrimiento convexo o es una cota inferior para ella.
Ademaés, las lineas perpendiculares a los rayos ¢/% y /%2 y su punto interseccion, definen
la frontera del recubrimiento convexo o son una cota superior de la misma. Por tanto el
recubrimiento convexo esta situado dentro o sobre el tridngulo indicado en la figura 2.3

con trazo discontinuo.
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Desarrollo del algoritmo.

Se define inicialmente una funcion que calcula la maxima distancia normal entre las
cotas superior e inferior del recubrimiento convexo, obtenidas con los puntos p; y ps. El
objetivo del algoritmo AAS es identificar un conjunto discreto de angulos 0, de forma
que los puntos frontera obtenidos para estos angulos verifiquen la condicion de que la
maxima distancia normal entre la cota superior e inferior del recubrimiento convexo sea
menor que un valor de la tolerancia previamente elegido. De esta forma es posible obtener
aproximaciones de una cota inferior y una cota superior del verdadero recubrimiento

convexo, con cualquier tolerancia previamente especificada.

El algoritmo es el siguiente:

1. Determinar los puntos generadores {p(0°),p(90°),p(180°), p(270°)}, utilizando el
conjunto inicial de angulos © = {0°,90°, 180°,270°}.

2. Evaluar la necesidad de anadir puntos adicionales de la frontera, recorriendo los

cuadrantes y comenzando por el primero:

a) Asignar 6§~ =0°, 07 =90°.

b) Si MNDI[p(6~),p(6")] > TOL entonces
0"+ 0"

2 ?
2) se determina p(6™¢d);

1 Qmed —

)
)
3) se anade p(0™*?) a la lista de puntos frontera;
4) repetir el paso (2b) con = = 0=, 6T = gmed;

)

5) repetir el paso (2b) con 0~ = g™+ = §+;
Si MND (p(6),p(0%)) < TOL el par [p(0~),p(67)] representa la frontera del

recubrimiento convexo para 6 € [0~,07].

3. Repetir el paso (2) para los cuadrantes restantes.

Aplicacion del método.

Considérese la familia de funciones de transferencia dada por la ecuacion

_ a232 + a8 + ag
- b383 —|— b282 + bls —|— bo’

G(s)
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donde los coeficientes del numerador y del denominador verifican

ag € [-2.0,—1.0], a1 €[2.0,3.0], ay € [1.0,2.0],
bo € [0.5,1.0], by € [1.0,2.0], by € [~2.0,—1.0], bs € [1.0,3.0],

Las figuras 2.4a a la 2.4d muestran el recubrimiento convexo del conjunto de valores
de la familia G(s), y los puntos que forma la cota inferior y superior de dicho conjunto

de valores.

(c) AAS para TOL=0.05 (d) AAS para TOL=0.025

+  Conjunto de valores.
------ Recubrimiento convexo.
o Puntos del algoritmo AAS

Figura 2.4: AAS para diferentes valores de la tolerancia.

Se han obtenido al aplicar el algoritmo AAS con valores de la tolerancia TOL = 0.5,
TOL = 0.25, TOL = 0.05 y TOL = 0.025, y para la frecuencia de trabajo w = 0.5. En
ellas se representa con una linea continua el recubrimiento convexo, con el simbolo «+4»
los puntos del conjunto de valores, y con el simbolo «o» los puntos obtenidos al aplicar

el algoritmo AAS.



66 Sistemas de intervalos de planta.

2.2.2. Identificacion.

La identificacion de sistemas comprende un conjunto de modelos y métodos que
permiten aproximar el comportamiento real de un sistema desconocido, a través de
un modelo matematico valido capaz de describir las propiedades esenciales del sistema.
Dichos modelos pueden ser usados posteriormente en tareas de control, o en cualquier
otra actividad en la que se requiera conocer la dinamica del sistema. En la literatura se
encuentra una gran variedad de métodos de identificacion, desde los basados en la teoria
clasica |[LJung, 1999| hasta las técnicas basadas, por ejemplo, en la programacion genética

[Aguilar and Cerrada, 2001].

En el caso particular de los sistemas de intervalos, el objetivo es identificar
una familia de sistemas a partir de uno o varios de sus conjuntos de valores. En
[vanOverschee and deMoor, 1996| los autores centran su estudios en el espacio de estados,
desarrollando una técnica de identificacion para sistemas lineales que permite obtener un

modelo lineal multivariable a partir de la medicion de datos de entrada - salida.

En el marco de trabajo de la identificacion robusta, en |Parrilo and Sanchez, 2001] se
desarrolla la identificacion robusta de modelos mixtos paramétricos y no paramétricos,
basados en experimentos realizados en el dominio del tiempo y en la frecuencia, utilizando

para ello conceptos de la teoria de interpolacion.

Por otro lado, es natural modelar familias de sistemas con incertidumbres usando
el marco de trabajo de los sistemas de intervalos, donde a partir de un experimento
en el dominio de la frecuencia, se determina la expresion de la familia de funciones de

transferencia que contenga el comportamiento de todo el sistema de intervalos.

Basandose en esta idea, S.P. Bhattacharyya y H.Chapellat desarrollan en
[Bhattacharyya et al., 1995 un procedimiento de identificacion de una familia de
funciones de transferencias, cuyos coeficientes estdn acotados en algin intervalo y
centrados en los valores nominales. A continuacién se estudia el procedimiento de

identificacion seguido por estos autores.

2.2.2.1. Algoritmo de modelado con un conjunto de datos simple.

En el método desarrollado en |Bhattacharyya et al., 1995|, los autores parten de la

configuracion mostrada en la figura 2.5.
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— > Sistema -
Entrada Salida

Figura 2.5: Estructura del experimento para identificacion robusta.

Con el objetivo de determinar el mejor modelo lineal e invariante en el tiempo que
se ajuste al conjunto de datos obtenidos en la respuesta del sistema, los autores denotan
por wi, ws, ..., wy las frecuencias a las que se realiza el test, y los nimeros complejos

u(jw;), y(jw;) representan el par de puntos de entrada - salida a la frecuencia w;. Sea
y(jw;) = D(jw)u(jw;), i =1,2,....N (2.5)

el resultado de un experimento de identificacion. Supongase que G’(s) es la funcion de
transferencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo, de forma que GI(jw) sea
proxima a D(jw) segin una norma determinada. En general, no es posible encontrar
una funcion racional G’(s) para la que G!(jw;) = D(jw;) Vw;. Por ello es mas completo
identificar una familia G(s) de funciones de transferencia que sean capaces de validar los
datos, en el sentido de que para cada punto D(jw;) resultado de la identificacion, exista
alguna funcion de transferencia G;(s) € G(s) con la propiedad de que G;(jw;) = D(jw;).
La familia G(s) puede ser parametrizada de varias formas. Por ejemplo, para un caso no
estructurado, cada elemento G(s) de G(s) puede describirse como G(s) = G!(s) + AG(s)
donde ||AG(s)|| < p. En este caso, la familia G(s) queda identificada una vez que se

determinen G'(s) y p.

El algoritmo de identificacion deberia ser eficiente, en el sentido de que la familia G(s)
obtenida debe ser la menor todas las familias que contengan a los datos. En el ejemplo

anterior basta con elegir el menor valor posible de p.

El objetivo marcado por los autores, es desarrollar un algoritmo de identificacion para el
caso estructurado, donde la familia G(s) de sistemas invariantes en el tiempo, se obtenga
a partir de la variacion de los valores de los coeficientes de la funcion de transferencia

nominal G’(s) en ciertos intervalos. Para ello, se requiere que D(jw;) € G(jw;), Vw;.

A tal fin los autores definen

GI() N + n1S + nes? 4+ ngs® + ...+ n,s"
S) =
do + dis+ dys? +dzs3 + ... +d,s"’

(2.6)
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| Mo+ N18 4+ Nas® +Ngs® + ...+ 78"

C dy+dis4dys® +dssd+ ...+ d,sn

G(s)

G(s) = {G(s) ;€ [Ny — w1+ WhEL ], d; € [d; — e, , di +wa,ey ), Vi} (2.7)

ng

Los componentes de w = (wgy,...,Wq,,W,...,wy,, ) se consideran como los
pesos elegidos a priori, mientras que &t = (6;:),...,6;;,6:0,...,6:”) y e =

(6_ c o Eg En L. EL ) se consideran como los parametros de dilatacion a determinar por
do dn no Nn

el algoritmo de identificacion y por los datos D(jw;).

Los requerimientos que los autores realizan sobre la familia de modelos G(s) son los

siguientes:

1. Requerimiento de pertenencia: D(jw;) € G(jw;), para todo i.
2. Requerimiento de tamano: ||| y ||e7|| tan pequenios como sea posible.

3. Requerimiento de respuesta en frecuencia: Los pesos w deben elegirse de tal forma
que la respuesta en frecuencia de G(jw) este acotada tan aproximadamente como

sea posible, y para todas las frecuencias.

Los requerimientos de respuesta en frecuencia y de tamano, son importantes, ya que
intervalos de indeterminacion pequenos no siempre se corresponden con conjuntos de

valores pequenos o familias de funciones pequenas.

Obsérvese que los autores consideran que tanto el orden de los polinomios numerador y
denominador del modelo nominal, como el orden de la familia de polinomios del numerador

y denominador, es el mismo.
Modelado de la familia de funciones de transferencia.

Como se describié anteriormente, el procedimiento se divide en dos partes. En primer
lugar se identifica un modelo lineal e invariante en el tiempo G’ (s) que represente los datos
del test D(jw) de la forma més ajustada posible. Para ello existen en la literatura gran
cantidad de algoritmos de identificacion de sistemas que pueden utilizarse. Los autores

usan uno basado en el método de los minimos cuadrados.
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Una vez obtenido el modelo nominal, se determinan los intervalos en los que cada
coeficiente de la funcion de transferencia nominal G’(s) se encuentra definido, de forma

que se satisfagan los requerimientos de pertenencia y los de respuesta en frecuencia.
Identificacion del sistermna nomainal.

Los autores comienzan con la descripcion de un método estandar de minimos
cuadrados, con el objetivo de identificar una funcion de transferencia nominal cuya

respuesta en frecuencia se ajuste, lo més posible, a los datos del test D(jw;).

El orden del modelo lo obtienen verificando los autovalores de la matriz de Hankel
generada a partir de los datos de la respuesta al impulso. Bajo la suposicion de que el
dato esta libre de ruido, el niimero de autovalores distintos de cero determina el orden del
sistema. Una vez determinado el orden del sistema, consideran la funcion de transferencia

nominal como cociente de dos polinomios

~—

n(s
G'(s) = ——=.
() a0s)
Los coeficientes de la funcion de transferencia nominal son elegidos de forma que

minimicen la expresion

Z {W!(jwi) {Re[D(jwi)d(jwi) — n(jwi)]}* + {Im[D(juwi)d(jw:) — n(jwi)]}*},

que determina un sistema lineal de 2N ecuaciones y 2n incognitas, que son los coeficientes
de la funcién de transferencia. Los pesos W' se pueden seleccionar encontrando el
estimador de minima varianza de las incognitas. Como el error relativo en la parte valle de
la respuesta en frecuencia es mas significativo que el error en las partes pico, es necesario
asignar pesos altos para los rangos de frecuencias en las partes valle de la respuesta en

frecuencia.
Seleccion de pesos.

Como se muestra en la expresion 2.7, el tamano del intervalo de variaciéon de cada
coeficiente de la familia G(s) depende de w y de e y €. En esta seccion se considera
el problema de encontrar el conjunto de pesos adecuado w y la solucion aportada por los
autores. La seleccion de pesos es importante, ya que una eleccion inadecuada conlleva una

familia de funciones de transferencia excesivamente numerosa, y un conjunto de valores
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extremadamente grande, incluso cuando el intervalo de valores sea pequeno.

Los autores establecen lo siguiente para la seleccion de los pesos. Suponiendo que los

puntos datos del test constan de N puntos obtenidos a las frecuencias correspondientes,
D(jw) ={D(jw;) = ; +jpi, i1 =1,2,...,N}
definen el modelo [-ésimo como sigue:

Gi(jw) = . ,
Gljw), i=1,2,...,1—1,1+1,....N
En otras palabras, el modelo G;(jw) es idéntico al modelo nominal G’ (jw) identificado,
pero con el punto [-ésimo reemplazado por el [-ésimo componente del dato del test
D(jw). Posteriormente construyen el [-ésimo modelo identificado, denotado por Gf(s),

e identificado a partir del [-ésimo conjunto de datos G;(jw). Para ello, sea

~ nf+nbs+nbs? +nhs® + .+ nlsm
 di+dis 4 dhs? +dhsd L+ dlsn

G (s)

y denotamos p = (ng,n, ..., np,do,dy, ..., dy,).

Al suponer que |G;(jw) — GI(jw)| es pequeiio, la sensibilidad de los coeficientes del

modelo nominal con respecto a las variaciones en el punto [-ésimo se describe como

[no — "6|
Jop - M — 1|
9GTGw) | 1do— )

Teniendo en cuenta el calculo para todos los coeficientes del modelo nominal, respecto a

todos los puntos dados [ = 1,2,..., N, se tiene
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__op
aGIa(jwl) ng —nd| ... Jdo—d}| ... |d,—d}|
1Y
_9p G (jwy) | = ng—nd| ... |do—di ... |d,—d2
G (juw) ; _ _
G (jwy)

Los pesos se definen como el valor medio para cada coeficiente

1 (& N
w= <Z|no—ng|,...,2|dn—d;|> = (Wngs -+ s Wh, s Walgs -+ s W, ) -

=1 =1
Identificacion de la famailia de funciones.

Después de determinar el vector de pesos adecuado, es necesario encontrar et y g~
para satisfacer los requerimientos dados. Los autores consideran en primer lugar los
requerimientos de pertenencia. Volviendo al sistema nominal definido en 2.6 y sustituyendo

s = jw obtienen:

, n(jw)
G (jw) = i)
(no — w?ny +...) + j(wn; —wng +...)
(do — w2d2 + .. ) —I—j(’LUdl — w3d3 —|— .. )
B npar(w) _I_jnimpar(w)
- dpar(w) + jdimpar (’LU)

Como la funcion de transferencia nominal G (s) no puede representar de forma exacta

el conjunto de datos D(jw), para una frecuencia particular w; se tiene

. ) . npar(wi) +jnimpar(,wi)
D(jw;) = o + jfi = G' (jw;) = 4P (w,) + jdomear (wy;)

La diferencia puede anadirse a los coeficientes del modelo nominal de la forma

o — w2y +...) + j(wiy — wifis + ...
Dljus) = s+ jfy = Lo Wila t ) 4 i Z Wiy + )

donde n; = n; +wy €, y di = d; +wg,eq,, parai = 1,2, ..., N. Escribiendo las ecuaciones
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en forma matricial, A(w;, oy, B;)We' = B(w;, oy, 5;) donde

2 3 2 4
o —Piw; —ouw; aw;, ... —1 0w 0 —w; 0

Alw;, i, B;) = ’ ’

§i = (820’ : ’gén 8210’ ’gzln)

Wy,
W =
Wy

y
B(wi, ai, 8;) =

Puede suponerse sin pérdida de generalidad que A(w;, oy, 3;) es de rango completo.

Entonces la solucion de norma minima g; puede calcularse como

Una vez encontrados los g; para ¢ =1,2,..., N, pueden determinarse los intervalos de
los coeficientes de las funciones de transferencias:

e, =min; {0, } & =mdx; {0, }
+

ey =min; {0,e) } et =miéx; {0,¢) }

para todo k =1,2,..., N. Segtn los autores, el procedimiento de identificacion garantiza

que se satisfacen los tres requerimientos especificados anteriormente.

Una vez determinados los intervalos del modelo, pueden obtenerse y utilizarse las
propiedades de puntos extremos para el estudio del comportamiento de cualquier

controlador dentro del sistema.



Capitulo 3

Identificacion de sistemas de intervalos.

Como se indico en el capitulo 2, existen diferentes soluciones para la identificacion de
intervalos de planta. Por ejemplo, el método analizado en |Bhattacharyya et al., 1995],
determina la expresion matematica de la ecuacion de la familia de funciones de
transferencia, basandose en el célculo de los coeficientes del polinomio numerador y del
polinomio denominador de un modelo nominal perteneciente a la familia. A partir de
este modelo, se determinan los intervalos de variacion de los coeficientes del polinomio

numerador y del polinomio denominador de toda la familia.

En este capitulo y siguientes se presenta un algoritmo de identificacion de intervalos
de planta, con bajo coste computacional, basado en las propiedades de los conjuntos de
valores. El algoritmo es no conservador en el sentido de que, si se conocen exactamente los
valores de las fronteras del intervalo de plantas, y en concreto sus vértices, el intervalo de

plantas identificado es exactamente el utilizado para obtener dichos conjuntos de valores.

Como primer paso para la identificacion de intervalos de plantas, se muestran
propiedades que caracterizan el conjunto de valores cuando éste se encuentra en un tnico
cuadrante. Posteriormente, utilizando dichas propiedades, se obtendra un algoritmo para
identificar el intervalo de plantas a partir de los vértices del conjunto de valores, cuando
al menos cinco vértices se encuentran en un mismo cuadrante. Con este algoritmo, que
utiliza los vértices del conjunto de valores, se obtendran los valores de los polinomios de
Kharitonov del numerador y del denominador, asociados al intervalo de plantas al que

pertenece el conjunto de valores.
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3.1. Planteamiento del problema.

Consideremos una familia de intervalos de planta de coeficientes reales, de la forma
G(s,a,b) = ———"—~
donde N,(s,a) y D,(s,b) son intervalos de polinomios de la forma

Ny(s,a) = aps" + ap_18" 1+ ...+ ao, aie[cf cﬁ], 1=20,....n

AR ERt]

Dp(s’b): bmsm—l—bm_lsmil—{—...—{—bo, b; € [bz_’ b:—:|, 1=0,...,m

conm>1,n>1,0¢ D,(s,b),ydonde a = (ag,as,...,a,),a, #0,yb = (by,b1,...,bn),

b, # 0 son los pardmetros inciertos.

El numerador y el denominador de la familia de intervalos se caracterizan por sus
respectivos polinomios de Kharitonov, que pueden expresarse en términos de sus partes

par e impar evaluados en s = jw, como sigue.
Familia N, (s, a):

Knl = Pemin (]w> +] Pomin (.]w) ; KnZ = Peméx (]w> +] Pomin (.]w)

KnS = Pemiéx (]W) + ] Pomiax (]W) ; Kn4 = Pemin (]W) +] Pomsx (]W) (31)
siendo
Pemin (Jw) = ay — ajw? + ajw! — afw® + ..., pemax (jw) = af —a;w?® + afw® —agw® + ...
Pomim (JW) = ajw — afw® + a5 w* — afw’ + ... Pomax (W) = afw — azw® + aF W —az w4 ...
Familia D,(s,b):
Kdl = {emin (]w> +] Jomin (.]w) ; KdZ = (Jemisx (]w> + ,] 4o min (]w>
KdS = (emax (]CU) +] Jomax (]W) ; Kd4 = {emin (]W) +] Joméx (]W) (32)

siendo

Gemin (Jw) = by — b w? +byw* —bfw® + ..., Gemax (jw) = b — by w?® + bfw* —bgw’® + ...

Gomin (Jw) = byw — bFw? + by w® — bTw" + .. omax (Jw) = bfw — byw® + bFw® — bow” + ...



3.1 Planteamiento del problema. 75

El método de identificacion propuesto se basa en la identificacion inicial de
los valores de los polinomios de Kharitonov del numerador y del denominador,
obtenidos a partir de los conjuntos de valores. Una vez obtenidos los valores
(Kni(jw), Kn2(jw), Kus(jw), Kna(jw)) v (Ka(jw), Ka(jw), Ka(jw), Ka(jw)) se

plantea el siguiente sistema de ecuaciones, para s = jw:

Re(Km (W) = pemin(jw) = a5 —afw’® +ajw’ — ..
Im (Kn (@) = pomm(jw) = a7 w — afw’ +azw’ — ..
Re (K3 (W) = Pemax(jw) = ag — a;w® + ajw’ —
Im (Kp3 (W) = pomax(jw) = afw — azw® +a5w5—
Re(Kp (W) = gemm(jw) = by —byw? +byw' — (3.3)
Im(Ka (W) = Gomm(jw) = byw —b§w3+b5w5—---
(K3 (w))
(Kaz (w))

= emax(jw) = 05 — byw? +bfw' —
= QOméX(]w) ii_ - b??wg + b;—w5 -

donde las incognitas son los parametros inciertos.

Como se observa, existen cuatro valores para el numerador
(Pemin(JW); Pemax(J@), Pomin(JW), Pomax(jw)) y cuatro valores para el denominador

denominan, respectivamente, valores de los polinomios de Kharitonov p y q.

La identificacion de los parametros de la funcion de transferencia se obtiene resolviendo
el sistema de ecuaciones 3.3. Para ello, los valores de los polinomios de Kharitonov p y ¢ se
calculan a partir de los vértices de los conjuntos de valores, basandose en las propiedades de
los conjuntos de valores para intervalos de plantas [Barmish and Kang, 1993]. El algoritmo

puede considerarse un resultado de Puntos Extremos para la identificacién.

Una primera cuestion que se plantea es determinar cuantos conjuntos de valores se
necesitan para identificar la planta. En principio podemos disponer, por experimentos
en frecuencia adecuados, de cualquier nimero de conjunto de valores que se desee. Sin
embargo, siempre es mas conveniente trabajar con el minimo ntimero de conjuntos de

valores necesarios.

En el desarrollo del algoritmo de Bhattacharyya et al, [Bhattacharyya et al., 1995|, que

se vio ampliamente en el capitulo 2, hay tres aspectos a considerar:
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1. Segun  2.2.2.1 los  puntos  dato, denotados  por  D(jw) =
{D(jw;) = a; + jPi, i = 1,2,..., N}, se obtienen como resultado de un experimento

de identificacion, a partir de las ecuaciones 2.5.

2. Los autores suponen que el orden del polinomio numerador es igual al orden del
polinomio denominador, tal y como se refleja en las expresiones 2.6 y en la definicién

que los autores hacen de la familia de modelos (2.7).

3. Los autores definen el modelo l-ésimo de la siguiente forma:

Gi(jw) = ( , ) ,
G'jw;), i=1,2,...,1—1,1+1,...,N,
es decir, el modelo G;(jw) es idéntico al modelo nominal G’ (jw) identificado, pero

con el punto [-ésimo reemplazado por el [-ésimo componente del dato del test D(jw).

Del anélisis del método se deduce que el procedimiento de identificacion resulta
conservador, ya que no se esta considerando la posibilidad de identificar tanto a familias
estrictamente propias como no propias. De igual forma, la eleccion del modelo [-ésimo
puede dar lugar a una familia de modelos identificada muy numerosa, ya que si el 1-ésimo
componente del dato del test D(jw) utilizado esta cercano a la frontera, se incorporarén,

como parte de la familia identificada, modelos muy diferentes de la familia original.

Con el fin de eliminar el conservadurismo que introduce este método, se elaborara
un nuevo planteamiento de identificacion, donde se tendran en cuenta las relaciones
de un polinomio de Kharitonov con sus partes par e impar (ecuaciones 3.1 y 3.2), y
la relacion de éstas con los coeficientes de la funcion de transferencia de la familia de
intervalos (ecuaciones 3.3). El algoritmo de identificacion que se propone resuelve, para

una frecuencia determinada w, el siguiente sistema de ecuaciones:
Re (Kuu(jw)) = Re (K1 (jw)) = ay — aj w? + a;w! —adw® + . ..
Re (Kn2(jw)) = Re (K,3(jw)) = af — a;w? + afw? —agw® + . ..
Im((Kn2(jw)) = Im (K, (jw)) = ayw — a3 w3 + az w® — afw’ + . ..

Im (Kuu(jw)) = Im (K3(jw)) = afw — agw? + ag w® —azw™ + . ..
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Re (Ka(jw) = Re (Ka(juw)) = by — buw? + byw' — b + ..
Re (Ka(jw)) = Re (Kgz(jw)) = by — byw? + bjw* —bgw® + ...
Im (Kgp(jw)) = Im (Kg (jw)) = by w — b3 w® + b5 w® — bfw™ + . ..
Im (Kgy(jw)) = Im (Kg(jw)) = bj w — by w® + b3 w® — by w™ + . ..

donde los coeficientes AT = {a;,a/,i = 0,...,n} y BY = {b;,b/,i = 0,...,m} son las

[ A

incognitas.

3.2. Caracterizacion de la frontera del conjunto de

valores.

En esta seccion se estudia la geometria del conjunto de valores de un intervalo de
plantas y su comportamiento, con el fin de determinar los wvalores de los polinomios de

Kharitonov p y q.

La frontera de un rectdngulo de Kharitonov estd determinada por las aristas de
Kharitonov (que son los segmentos o lados del rectangulo de Kharitonov), definidas como

sigue:

Ay = MK (Jjw) + (1 = N\) K (Jw), Ay = AK5 (jw) + (1 — X\) K (jw)
Az = AK, (jw) + (1 = A) K3 (jw), Ay = AK (jw) + (1= A) Ky (jw)

donde A € [0,1] y K, (jw), Ks (jw), K3 (jw), K4 (jw) son los polinomios de Kharitonov

del intervalo del polinomios dados por las ecuaciones 3.1 y 3.2.

La caracterizacion del conjunto de valores de un intervalo de plantas estd determinada

por los elementos de la frontera, tal y como se muestra méas adelante.

Lema 3.1
[Frontera de suma y cociente de poligonos. [Bhattacharyya et al., 1995|] Para ¢« = 1,2, sea
Q; un poligono en el plano complejo de vértices V; y aristas E;. J(e) denota la frontera del

conjunto (e). Se verifica:
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L 0(Q1 +Q2) C (Vi + Ey) U (B + Vo).

Q1> Ey
20| = c—=U—=.
<Q2 Vo T B,

Cuando los poligonos del Lema 3.1 son rectangulos, la frontera del cociente de dos

poligonos puede caracterizarse de forma mas precisa.
Lema 3.2

En los términos del lema 3.1, si @; (¢ = 1,2) es un rectangulo de lados paralelos a los ejes, se

verifica:

L O(Q1+ Q2) = 0(Q1) + 9(Q2).

2. 9(Q1+Q2) = 0((Vi + E2) U (E1 + V2)).

Ql) <E1 Vi )
3.0l = )=0—=)—=).
(Qz %Y,
Demostracion:

1. Se demostrara que z € 9(Q1 + Q2) & 2z € I(Q1) + I(Q2), aunque la implicacion
2 €0(Q1+ Q) = z € I(Q1) + 9(Q2) es conocida (véase el lema 3.1).

4 Z3

ymax

Ymin

ymax

Ymin 2

Ymax]

Ymin ] 1 1

T T T T T T
1 1 2 2 N
Xmin Xmax  Xmin Xmax Xmin max

Figura 3.1: Notacion para el lema 3.2.

Segun la figura 3.1 se tiene:
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Vértices de Qq: z{, 23, 23, 21 y sus partes real e imaginaria

2t = Re(21) = Re(z)), @b, = Re(z}) = Re(2d),

Ymin = Im(21) = IM(23), Yoo = Im(21) = I(23).

Lados o aristas de Q1: 2123, 2423, 2121 2121 donde 2}zl = Az} + (1= \)z}, con

A€ [0,1].

Vértices de Qq: 27, 23, 22, 22 y sus partes real e imaginaria

22, = Re(z]) = Re(z}), a2,, = Re(%}) = Re(%3),

Ymin = Im(21) = Im(23),  Ypmaw = Im(2]) = Im(25).

Lados o aristas de Qq: 2222, 2222, 2223, 2327, donde 2222 = A\z? 4+ (1 —\)27, con

A€ [0,1].

Veértices de Q1 + Qa: 21, 29, 23, 24 ¥ sus partes real e imaginaria

Tmin = R6(21> = R6(24>, Lmaz = R6(22> = Re(z3)7

Ymin = Im(z1) = Im(z), Ymaz = Im(z4) = Im(z3).

Lados o aristas de Q1 + Q2: 7122, 2223, Z3Z1, 2221, donde Z;zg = Az + (1 — Az,

con \ € [0, 1].

De acuerdo con esta notacién

0(Q1) +0(Q2) = (z%z% Uzizd Uzizi U ziz%) - (z%z% Uz222U 2222 U zzz%)

= <z%z§ - z%z%) U (25231) - z%z%) U (z%zi + z%zi) U (ziz% + zzz%) , (3.4)

puesto que los lados de los poligonos son paralelos a los ejes.

Analogamente

8(@1 + QQ) = Z1%2 U 2923 U 2324 U Z421 - (35)

Como

21729 = )\22 + (1 - )\)21 = )\<xmam +]ymm> + (1 - )‘><xmm +.]ymm> (36)
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y, al ser los lados paralelos a los ejes,

_ 1 2 1 2
Tmaz = Lmax + Tonaz Tmin = Tipin + Tinino

| 2 .1 2
Ymaz = Ymaz + Ymaz> Ymin = Ymin + Ymin

sustituyendo en la ecuacion 3.6, se obtiene que
R1%22 = A("L&na:p + J’Enam + ](y"rlmn + y?nm)) + (1 - A)(‘T}nm + x?nm + ](y}nm + y’?mn))a

haciendo operaciones y agrupando términos

2122 = (Ax}na:p + )\jy%nn + (1 - A)(x}nm + .]y}mn))
+ ATy + A + (L= N (@2 + JYmin)) = 2125 + 2323

Razonando de forma analoga para el resto de los lados, se obtienen las siguientes

relaciones:

ZoZ3 = za2a + 2322, Z3Zg = zazb + 2323, Zaz = zi2) + 2223 (3.7)

Por tanto si un punto z € 9(Q;+)2), entonces z pertenece a alguno de los segmentos

que forman esta frontera (ecuacion 3.5), por ejemplo z € Z3z3. Dado que Z3z3 =

zhad 4+ 2222 32t € 232k vy 32 € 2222 tal que 2z = 2! + 2% Como 2! € zi2) & 2 e

Q1) y 2% € 2222 & 22 € 9(Q2), segun la ecuacion 3.4, 2 € Q1) + (Q2).

Reciprocamente, si z € 0(Q1) + 0(Q2), entonces z pertenece a alguno de los
2

segmentos que forman esta frontera (ecuacion 3.5), por ejemplo z € 2323 + 2322 =

Zaz3 (por 3.7), y por tanto z € 9(Q1 + Q2).

. Sea zg € 9(Q1 + @Q2). Por el apartado (1), 9(Q1 + Q2) = 9(Q1) + 9(Q2). Por tanto,

existen zj € 0Q; y 22 € JQ verificando zy = 2§ + 2¢.

Como 2z € 0Q, y 0Q; = V; U E; entonces para todo &} > 0 el disco abierto
|21 — 28| < &} tiene, al menos, un punto z; tal que 2; ¢ (V; U Ey), lo cual implica

que z1 € Vi y z1 ¢ Ej.

Como 28 € 0Qy y 0Qs = Vo U Ey entonces para todo 68 > 0 el disco abierto
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|29 — 22| < €2 tiene, al menos, un punto z tales que zo ¢ (Vo U Ey), lo cual implica
quez2§ZV2y22¢E2.

Por tanto, como z; ¢ Vi y 2o ¢ Fy, entonces z = 21 + 20 ¢ V) + Es. Igualmente,
como z; & Eyy 2o ¢ Vs, entonces z = 21+ 20 ¢ E1+ V. Luego el punto z = 21+ 25 ¢
(Vi + E3) U (Ey + V3).

Ahora bien, el punto zy € 9 ((Vi + F) U (E; + V3)), ya que para todo & = &} + &2
el disco abierto |z — zo| = |21 + 20 — 28 — 22| < &} + &2 contiene, al menos, un punto

2z =21+ 25 tales que z ¢ (Vi + Ey) U (Ey + V5).

Razonando de forma similar, se obtiene la otra inclusion. Para ello, sea zy €
O((Vi+ E3) U (E1 4+ V4)), entonces para todo € > 0 el disco abierto |z — 2| < ¢
contiene, al menos, un punto z tal que z ¢ (V1 + FEy)U (£ +V2). Luego 2 ¢ (Vi+ Eb)
y z & (Ey + V,). Por tanto, existen 27 y z3 tal que 27 ¢ Vi y 2z} ¢ E; y por tanto
2y ¢ VIUE), y tal que 25 ¢ Vo y 25 & Ey y por tanto 25 ¢ VoUFE,, siendo z = 27 +25.

El punto zy € 9(Q1)+9(Q2), ya que existe al menos un punto z = 27+ 23 verificando

que z7 ¢ 0(Q1) y z5 ¢ 0(Q2) tal que |z — 2| < e.

3. Por el Lema 3.1 se sabe que

Z€a<%>¢>0€a(Q1—Z'Q2).
Q2

Por esto y utilizando el apartado (2)

ze(?(@) S 0€0(Qr—2-Q9)
Q@

Ey Vs

Los apartados 1 y 2 del lema anterior, aunque ya conocidos, se demuestran por claridad.
El apartado 3 introduce un resultado similar al aportado en |[Bhattacharyya et al., 1995],
pero con la particularidad de que la expresion es una igualdad, por ser los poligonos

rectangulos de lados paralelos a los ejes.

Para una familia de intervalos el conjunto de valores de su numerador y de su
denominador, calculados para una frecuencia particular, estan caracterizados por sus

respectivos rectangulos de Kharitonov. Entonces el conjunto de valores de la familia de
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intervalos es el conjunto de puntos determinado por el cociente de dos rectangulos, que
siendo de Kharitonov, son de lados paralelos a los ejes. Por tanto, si K,; y K4 son los

vértices de ambos rectangulos, aplicando el lema anterior, se formula el siguiente teorema.

Teorema 3.1
Para una familia de intervalos lineales G(s) evaluada en la frecuencia particular w;, se verifica

que

9(G(jw) = 0 <)\de( Kni(jw) U MK (jwr) + (1 — A)Knk(jwl))

Jwi) + (1 = X) Kax(jwi) Kai(jwr)

con A € [0,1] y los indices i € {1,2,3,4}, (k,j) € {(1,2),(2,3),(3,4), (4,1)}.

Demostracion:

Considérese un punto z € 9(G(jw;)). En virtud del Lema 3.2, apartado 3, el punto z
pertenece a la frontera del conjunto extremo (union de los cocientes de pares arista-vértice
y vértice-arista). En este caso, las aristas son los segmentos de Kharitonov y los vértices

son los vértices de Kharitonov, luego el punto z pertenece al conjunto

Koi(jwi) A (Jwy) + (1 = A) Kpg(jwn)
0 <)\de(ij) + (1 = N K (jur) U Kai(juwn) ) '

El teorema 3.1 establece que la frontera del conjunto de valores de la familia G(s), no
solo esta incluida en el conjunto extremo formado por la uniéon de los cocientes de pares

arista-vértice y vértice-arista, si no que es la frontera de dicho conjunto extremo.

Notese ademés que el teorema 3.1 caracteriza la frontera de un conjunto de valores
de una familia de intervalos, obtenidos en lazo abierto, para una frecuencia particular,
por medio de 32 sistemas (cocientes de pares arista-vértice y vértice-arista) que no son
los sistemas asociados a la familia de polinomios caracteristicos en lazo cerrado que se
utilizan para estudiar la estabilidad de las 32 aristas distinguidas, conocidas como los
segmentos CB 6 segmentos de Kharitonov, y que se obtienen utilizando la planta y un

controlador, a partir del polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado.

El siguiente resultado, muestra algunas propiedades de los elementos que forman los

32 sistemas asociados al conjunto de valores de un intervalo de plantas.
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Teorema 3.2

[Teorema de los arcos y de las aristas.] [Hernandez, 1994]

1. Para cada punto s = jw; fijo del plano, el conjunto de puntos obtenido mediante la

transformacion 7,,(s) = ‘ —— forma 16 arcos de circunferencia
) = XRyGan + (1 = NEaGon)

an<5> an<5>

Ky(s) Y Kals)

un haz que pasa por el origen.

. Las circunferencias que contienen a dichos arcos forman

de extremos

. Para cada punto s = jw; fijo del plano, el conjunto de puntos obtenidos mediante
)\Knj(jwl) + (1 — )\)Knk(]wl)

la transformacién T(s) = forma cuatro paralelogramos

Kai(jwr)
. K K, :
(16 segmentos) de vértices "k(s), i (5) cuyos lados estan contenidos en rectas de
4 Kdi(S) Kdi(s)
) — sin(#" cos(6y) . .
pendientes 7(@), ( ?l) si el segmento sin transformar es un segmento de
cos(6}) sin (¢},

Kharitonov del numerador de la familia de intervalos, paralelo al eje = o paralelo al eje
y, respectivamente. Estas pendientes son la tangente del angulo que forma cada con el
eje transformado u (transformado del eje x segin T%), medido en sentido contrario a las

agujas del reloj, y donde 0’ es el argumento del namero complejo resultado de evaluar

el polinomio de Kharitonov K (s) asociado al denominador de G(s) en s = juy.

El  siguiente  ejemplo, cuya familia de plantas se  propone

eIl

|Bhattacharyya et al., 1995|, servird para mostrar de forma grafica tanto los resultados

del teorema 3.2, como las diferencias entre los 32 sistemas de interés para el proceso de

identificacion a realizar y los segmentos CB.

Ejemplo 3.1

Considérese la familia de intervalos de planta definida por la ecuacion

B ais + ap
n b282 + b1$ + bo

G(s)

donde los parametros de la planta varian como se indica

Los polinomios de Kharitonov asociados al numerador son

KX(s) =09+0.1s, K%(s)=1+0.1s,
K3}(s)=1+40.2s, Kx(s)=0.9+0.2s,
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y al denominador

Kh(s) =19+ 18s+s?, K3(s)=2.1+1.8s+0.9s%
K3 (s) =214 2s+09s* Kp(s) =19+ 2s+ s%

Para la familia anterior, se construyen los 32 sistemas para el valor particular de la frecuencia

w; = 1.0, obteniéndose:

= Las 16 aristas pertenecientes a cocientes entre una arista del rectangulo de Kharitonov
del polinomio numerador y un vértice del rectangulo de Kharitonov del polinomio

denominador, que se muestran en la figura 3.2a.

= Los 16 arcos correspondientes a cocientes entre un vértice del rectangulo de Kharitonov
del polinomio numerador y una arista del rectangulo de Kharitonov del polinomio

denominador, mostrados en la figura 3.2b.

-0.291 -0.291
al g ool
e -0.32f
o -033F PP o -033f
& . . @
£ SRS E
-0.34} -0.34}
-035p ! : -0.35}
-036f : -0.36
_o037} ..................... o7k ...............
038 ‘ MAALLY 8 ‘ ‘ ‘ ‘ 038 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0 0.02 0.04 0.0t 0.08 0.1 0.12 0.14
Real Real
(a) Cocientes arista-vértice. (b) Cocientes vértice-arista.

Figura 3.2: Cocientes entre elementos.

Para construir los segmentos CB, considérese el controlador definido por

Fi(s)  as+ag
FQ(S) N b282 + blS + bo

C(s) =



3.2 Caracterizacion de la frontera del conjunto de valores. 85

Los correspondientes segmentos generalizados de Kharitonov, o segmentos CB, son

Fi(s)K&(s) + Fa(s) (AKH(s) + (1 = MK (s))
Bo(s)Kh(s) + Fi(s) (AKL(s) + (1 = N K% (s)) .

La figura 3.3a muestra los 32 sistemas asociados al conjunto de valores, y la figura 3.3b los

correspondientes segmentos generalizados de Kharitonov, ambos para la frecuencia w = 1.0.

-0.291 6.51

~0.3F

-0.31r

-0.321

-0.33F

Imag
Imag

-0.34F
-0.35-

-036f
i

—037}
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0.14 11.5 12 12.5 13 13.5 14 145
Real

(a) Los 32 sistemas. (b) Segmentos generalizados de Kharitonov.

Figura 3.3: Los 32 sistemas frente a los Segmentos generalizados de Kharitonov.

¢

El Lema 3.1 afirma que la frontera del conjunto de valores de un intervalo
de plantas, estd formada por elementos pertenecientes al conjunto de los cocientes

: e : . Ey
entre pares de aristas y vértices asociados. Como es conocido, los elementos — son
2

Vi .
segmentos, y los elementos Fl son arcos que pasan por los vértices (|[Conway, 1984 y

|Churchill and Brown, 1992|).

Notese que si V' S(w) es un conjunto de valores determinado por yN,(s), donde v es
un nimero complejo y N,(s) es un rectangulo de Kharitonov, entonces V.S(w) es un
paralelogramo cuyos vértices son vK;(s) donde K;(s), i = 1,2, 3,4, son los polinomios de
Kharitonov de N,(s). Se tiene pues el siguiente lema.

Lema 3.3

La frontera del conjunto de valores de un intervalo de plantas esta formado por un subconjunto
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del conjunto de los segmentos de los cuatro paralelogramos determinados por los rectangulos
p

del numerador girados , 1=1,2,3,4, y por los arcos entre sus vértices.

di

Demostracion:

Consecuencia inmediata del Lema 3.1 y del Teorema 3.2.
[ |

Seguidamente se caracteriza un rectangulo de Kharitonov con vértices ordenados y
definidos segtn las ecuaciones 3.1y 3.2, por un conjunto de vértices en sentido antihorario.

La siguiente definicion establece esta caracteristica.

Definiciéon 3.1

Dado un rectangulo de Kharitonov N con vértices nq, no, n3, ng, €l Conjunto Ordenado de
vértices SSn = {ny,ny, ng,n4}, viene dado por n; 1 = next (n;), i = 1,2,3, ny = next (n;)
para i = 4 donde next significa el siguiente vértice cuando recorremos el rectangulo de

Kharitonov en sentido antihorario.

Utilizando la definicion 3.1, los Conjuntos Ordenados de vértices del rectangulo de
Kharitonov del numerador y del denominador son SSn = {ny,ns, ns, ny}, donde n; es
cualquier vértice del rectangulo de Kharitonov del numerador, y SSd = {d, ds, ds, d,},

donde d; es cualquier vértice del rectdngulo de Kharitonov del denominador.

Como n y d; son arbitrarios, no tienen que coincidir necesariamente con los polinomios
de Kharitonov K,; y Ky respectivamente. Por ello, se denominardn polinomios
asitgnados. Obviamente, los polinomios de Kharitonov se obtienen de los polinomios

asignados, utilizado la siguiente reasignacion:

Ko (jw) = min{Re (SSn)} + jmin {Im (SSn)}
Koy (jw) = méx {Re (SSn)} + jmin {Im (SSn)}
K3 (jw) = max {Re (SSn)} + j max {Im (SSn)}
Ko (jw) = min {Re (SSn)} + j max {Im (SSn)} (3.8)

para el numerador, y para el denominador:
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Ka (jw) = min{Re(SSd)} + jmin {Im (SSd)}
Ki (jw) = méx {Re (SSd)} + jmin {Im (SSd)}
Kas (jw) = méx {Re (SSd)} + j max {Im (SSd)}
Kai (jw) = min{Re (SSd)} + jméx {Im (SSd)} (3.9)

Basandose en la estructura de los polinomios asignados, estas expresiones pueden

simplificarse, obteniéndose

= min{Re(n), Re(ng)} +jmin{Im (ny),Im (ns)}

}

—

() ) ) )

Kz (jw) = méx {Re (n1), Re (n3)} + jmin {Im (n1), Im (ns
(jw) = max{Re (n),Re (ns)} + jméx {Im (n,), I
() ) )

)
( ( (n1), Im (ns)
= min{Re(n), Re(ng)} + jmax{Im (ny),Im (ns)} (3.10)

para el numerador, y para el denominador:

K4 (jw) = min{Re(dy), Re(d3)} + jmin{Im (dy),Im (d3)}
Ka (jw) = mdx{Re (d1), Re(d3)} + jmin{Im (d1),Im(ds)}
Kz (jw) (d1), Re (ds) (d1), Im (ds)
Kui(jw) = min{Re(di), Re (dy)} + j max {Im (dy), Im (ds)

}+jmax{Im

—

= méax{Re (
(ds)} (3.11)

Teniendo en cuenta las ecuaciones 3.10 y 3.11 es suficiente determinar los polinomios
asignados ny, ng, dy y d3. Para ello, es necesario plantear y resolver el sistema de ecuaciones

n.
UZ‘_—J

- (3.12)

con 7 =1,2,3,4y k=1,2,3,4, en el que dichos polinomios figuran como incognitas.

Definiciéon 3.2
Un conjunto de valores se dice identificable por sus vértices cuando entre los vértices conocidos

se encuentran, al menos, los polinomios asignados n1,n3, di y ds.

Debe tenerse en cuenta que no todos los conjuntos de valores son identificables de
forma dnica mediante los vértices, ya que es posible obtener el mismo conjunto de valores

con un unico numerador, pero distintos denominadores. Por tanto, distintas funciones de
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transferencia podrian tener el mismo conjunto de valores. El siguiente ejemplo es una
muestra de ello.
Ejemplo 3.2

Considérese intervalo de plantas cuyo conjunto de valores esta representado en la figura 3.4.

L - Lo Kn4 KnZ

Como puede observarse, sélo tiene en su frontera cuatro vértices, v; = ——, vy = ,

Kgs Kgs
Ua = KnS y Uy = Knl
3= 4= :
Ka Ky

En este caso se parte de la asociacion entre vértice y cociente de polinomios, conocida de
antemano, situacién que se ha considerado solo para este ejemplo, ya que en la practica la

asociacion real entre vértice y cociente entre polinomios no sera conocida.

Al plantear el sistema de ecuaciones 3.12 para estos cuatro vértices,

—14.2976 — 2.4376j = =1 9.1554 + 1.9344j = —2 (3.13)
Kdg KdS
1.992 + 0.0200] = Knz 30035 — 0.1673) — Dt
. . j Kd4’ . . j Kd4

se observa que la identificacién del numerador se puede realizar de forma anica, pues la solucién
del sistema proporciona el valor de K,, y de K,5, mientras que no es posible determinar
suficientes polinomios del denominador, para obtener un Gnico denominador que satisfaga

dicho sistema de ecuaciones.

Por ejemplo, los rectangulos de Kharitonov

Koi(jw) = =10+ 25, Kuo(jw) =10+ 25, K,3(jw) =10+ 35, K,4(jw) = —10+ 37,
Kdl(jw) = —5 — 2], Kdg(]w) =1- 2], Kdg(]w) =1- 3], Kd4(]w) = —5 — 3],

verifican el sistema de ecuaciones 3.13, al igual que los rectangulos

K (jw) = =10+ 2j, Kp2(jw) =10+ 2j, Kp3(jw) =10+ 3j, Kp(jw) = —10 + 3,
Ka(jw) ==5-2j, Kp(w)=1-2j, Ks(w)=1-4j, Ku(jw)=-5-4j

siendo el conjunto de valores que determinan en cada caso los rectangulos exactamente el

mismo, es decir, el representado en la figura 3.4.

¢

Para plantear y resolver el sistema de ecuaciones 3.12 deben estudiarse las propiedades

de la frontera del conjunto de valores. El siguiente lema establece la orientacion de los
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Figura 3.4: 32 sistemas con solo 4 vértices en la frontera.

elementos de la frontera, en las condiciones del Lema 3.3.

Lema 3.4
E Vi . ) :
T, = v Y T, = 7, SN transformaciones conformes, y conservan angulos tanto en magnitud
2 2

como en orientacion.

Demostracion:

) E % . .
Las transformaciones T, = 71 y Ty = El son biyectivas y conformes (véase, por
2 2

ejemplo [Marsden, 1983|). Ademas la orientacion de los angulos transformados, se conserva
cuando el Jacobiano (J) es positivo (véase, por ejemplo [Nehari, 1975]).
I 10

AKp(s) + (1= M) Kp(s)
general T,(s) = g, conn=n,+jn, €Cyse {)\Kfj(s) + (L= N)Kp(s), A€ [0,1]}.

Las transformacion T,(s)

puede escribirse, de forma mas

Como T,(s) es el cociente de dos numeros complejos, para cualquier s = = + jy,

puede escribirse de la forma fi(z,y) + jfo(x,y), donde fi(x,y) = %, folz,y) =
=Ty
NyX — Ny
2+ y?

Derivando y simplificando, resulta

% _ Y2 — 220, — 2xyn), % B z*n, — y*n, — 2xyn,
or @ty T Oy (@)
% _ y*ny — 2*ny, + 2zyn, % B y*n, — x®n, — 2xyn,
or (@2+y2)* T Oy (22 +y2)°
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of,  0fs _Ofi  Of 0L 0f:  Of10f

Por tanto, — = = T, fi = =42 et o
or tanto, —- o y o 9 (T, es conforme) y J 9r 0y Oy or
AN
= == 0.
<5’$> oy )~
Para Ty se demuestra de forma analoga.
[ |

El siguiente teorema sirve para determinar la forma de la frontera del conjunto de

valores y permitira establecer propiedades de "continuidad” de elementos de la misma.

Teorema 3.3
Dos elementos de la frontera del conjunto de valores se cortan (salvo vértices) si y solo si el

punto de interseccién esta en un eje.

Demostracion:

Dados n = ng+jn; y d = dg+jd; (numerador y denominador), la ecuacion que define

un intervalo de plantas viene dada por

p— anR—i—n[d[ jn[dR—an[
d% + d? d% + d?

=T +Jy

Para analizar los casos en los que un punto de interseccion (z.,y.) pertenece a la
frontera, estudiaremos bajo qué condiciones existen plantas del intervalo de plantas con
parte imaginaria menor que ¥., y parte imaginaria mayor que ¥. para el mismo valor

T = T

En primer lugar, se analizaran las intersecciones con el eje imaginario (z = 0). (La
demostracion para el caso de cortes con el eje real (y = 0) es similar). Consideremos una
planta de denominador d = dgr + jd; y cuyo numerador tiene de vértices ny y no, y puede
ser paralelo al eje real o al eje imaginario.

Cuando ny; = nar (ningparalelo al eje real), si = 0 se verifica la relacion np =
—nyrdy

dp
A € [0,1] esta incluida en ng € [nig, n2g|.

. . . . nir , .
, Np € [an,nZR]. La parte imaginaria sera y = d—. Notese que la variacion de
R

Cuando nig = nag (niny paralelo al eje imaginario), si = 0 se verifica la relacion
—andR nir
d[ dl ‘

Sea 57 un segmento de la frontera, con denominador d; y con numerador definido por

ny = , ny € [n1r,nos|. La parte imaginaria serd y = —



3.2 Caracterizacion de la frontera del conjunto de valores. 91

los vértices ny y no, de modo que S; corta al eje en el punto (0,y;). Sea Sy otro segmento
de la frontera, con denominador ds y con numerador definido por los vértices ns y ng, de
modo que Sy corta al eje en el punto (0,y,). Si Sy se corta a S en & = 0 el punto de

interseccion es (0, y,.), donde y. puede ser:

. nir n3r . ‘s
1. Si ny; = noy y ngr = nyy entonces y, = A ya que la interseccion S con el
1R 2R
. nir . . . n3r
ejees |0, y; = 1 y la interseccion de Sy con el eje es (0, Yo = b
1R 2R
Si - - _ Tir  N3R Mg
2. Si Nir = Nar Y N3r = Ty4Rr entonces Ye = _d— = —d—, Ya que y; = _d— y
n 17 21 17
3R
Y2 =———.
dor
. nir n3r nir n3Rr
3. Sinyy =nory n3g = nyrentonces y. = — = ———, yaque y; = — y Yo = ———.
dir dor dir dor
. . ., . nir .
Para el primer caso, la interseccion en x = 0 no es posible, porque y; = — es maximo
dir N
. . . . . 31
(minimo) cuando ny; es maximo (minimo) y dig es minimo (maximo), e y, = 7 e
2R

maximo (minimo) cuando ns; es maximo (minimo) y dyg es minimo (maximo). Esto no
es posible, por que si ni; es maximo (minimo) entonces n3; debe ser minimo (maximo).

Por tanto y; y y2 no se cortan.
El razonamiento es similar para el segundo caso.

Para el tercer caso, si ny; es maximo (minimo) y diz es minimo (méaximo), y si —nsg
es maximo (minimo) y dy; es minimo (méximo), entonces y. es maximo (minimo) y la

interseccion pertenece a la frontera.
La demostracion es similar para intersecciones entre dos arcos y entre arco y segmento.

En sequndo lugar, estudiaremos las intersecciones de los elementos del intervalo de

plantas para puntos en los que x # 0.

Cuando

_ nrdg +nd;

dp +nid
©#0, &= Re(P) = @ = DROR

d3, + d3 x
Por tanto, la parte imaginaria expresada en funcion de la parte real es

’n[dR — ’an[

=Im(P T.
Y ( nrdr + nydy



92 Identificacién de sistemas de intervalos.

Para un valor x = x. # 0 la variaciéon de la familia y con respecto a los parametros es

Oy _ _di(nf+nk) Oy _ —dr(n]+nj)
= 2._7}0, = — 24y
adR (anR+n1d1) adl (anR —I—’n[d[)
oy  —ny(dy+d7) . oy  np(di+dj) )
anR (anR+n1d1)2 C’ anl (anR+n1d1)2 “

Atendiendo solamente al signo, se consideraran las expresiones:

Oy Oy

— =dz., — = —dpz,,
odn T ad, e
ﬁ = —nrx ﬁ = NRT
anR - ILc, an[ — ItRLe

Existird una interseccion entre dos elementos de la frontera, P, y P, en x # 0 cuando

Re (P) = Re (Py) y Im (Py) = Im (Ps).

Interseccion entre dos segmentos. Sea Sy (dy) un segmento de la frontera, girado por
dy, y sea S5 (ds) un segmento de la frontera girado por dy. Sean yi. (d1) ¥ Yo (d2)
sus partes imaginarias en el punto de interseccion y; (di) = ys (da). Analizaremos los
valores de las partes imaginarias de la familia de plantas cuando el denominador varia

desde d; hasta ds. El segmento dids puede ser paralelo al eje real o al imaginario.

1. Caso en el que el denominador de la frontera verifica di; = doy = dy, dr €

[lea d2R] .

a) S (dy) tiene su segmento del numerador, de vértices ny y no, paralelo al eje
real, n; = ny; = nay, y Se (dz) tiene su segmento del numerador, de vértices
ng y ng, perpendicular al eje real ng = nog = n3g. La parte imaginaria en
el punto de corte

y=1Im(P)= %xc

viene dada por

nrdr — nordir
C
nordr +nrdir

nyrdr — nrdir
(3]
nrdr + nirdyg

Y1 (ngr, dr) Yo (ng, dR)

donde y; (ng, dg) indica que la parte imaginaria de S; (dg) es una funcion
de dos variables, ng y dg. Igualmente, y, (n;,dg) indica que la parte

imaginaria de Sy (dg) es una funcion de dos variables, n; y dg. Por otro
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anR + ’n[d[

lado, la parte real es x = . Asi, la parte real del segmento

d + dj
d d
S1 (dy) viene dada por 1 = R 12R i n;I U y, para un z; dado, el valor de
dip + di;
_ T (dip + d3;) — nardyg

nglri] = ng queda definido. De manera similar,

dir

nordar + nrdir

B

xo (d3p + di;) — nardar
dyg

la parte real del segmento Sy (d2) viene dada por xo =

Y

queda

para un xs dado, el valor de nj [xo] = n; =
definido.
Por tanto, en el punto de intersecciéon x. = xy = x5 las partes imaginarias

son

Yo (dR) _ [$2] dr — nogdir
" nagdg + ny[x2] diy ¢

nudR — nNgr [xl] dyg

d = ¢y
1 (dr) ngx1]) dg + nirdir

y la interseccion es y; (di) = ya (d2). La figura 3.5 muestra este caso.

L S(dp)

Figura 3.5: (a) Segmentos iniciales. (b) Interseccion de los segmentos.

Como se puede observar

sign ) _ sign 92\ _ sign (drz.)
Jddg Jddp ’
donde sign(e) es la funcion signo.

0
Cuando djz. > 0 entonces % > (0 y la funcion y; (dg) es creciente con
R

0
respecto a dg, luego y1 (dg) > y1 (dig) para dg > dig. Ademaés, &% >0y
R

la funcion y, (dg) es creciente con respecto a dg, luego ys (dr) < y2 (dar)
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para dgr < dyg. Por tanto, la interseccion vy (dy) = yo (d2) esta acotada
por y; (dg) > y1 (d1) = ya (d2) > y2 (dg). Entonces el punto de interseccion
(e, y1(d1) = y2 (d2)) no pertenece a la frontera.
0 0
Cuando dyz, < 0, —= < 0y 2 <0y yy (dr) < y1(di) = ya(da) <
Jddg Jddg
Y2 (dg), siguiendo el mismo razonamiento, el punto de interseccion

(e, y1(d1) = y2 (d2)) no pertenece a la frontera.

S1 (dy) tiene su numerador, de vértices ny y ng, paralelo al eje real, n; =
ni; = noy, y Sz (dg) tiene su numerador, de vértices ng y ny paralelo al eje
real, n; = ng; = ny;. La parte imaginaria en el punto de corte viene dada

por

nardr — nrdir
C
nrdp + nsrdig

nirdr — nrdir
y1 (ng,dg) = Zey, Y2 (np,dr) =
( ) nrdpr + nirdig ( )

nrdir + nirdir
dip + di;
y para un valor dado zi, el valor de ng = nglri] estd determinado.

Asi, la parte real del segmento S; (dy) viene dada por x; =

[gualmente, la parte real del segmento S (d2) viene dada por z, =
nrdar + n3rdig

dyp + iy . 3 o
determinado. En la interseccion x. = x7 = x5 las partes imaginarias son

y, para un valor dado xo, el valor de ng = ng[zs] esta

nirdgr — ng [r1] dig N n3rdr — ng (2] diy

Tey dr) = e
ng[r1] dyg + nirdis vz (dr) ng (2] dr + nsrdag

y1 (dr) =

En este caso

sign 478 = sign % = sign (d;z.)
Odg Odg
y se obtienen las mismas desigualdades que en el caso a).

S1 (dy) tiene su numerador, de vértices ny y no, perpendicular al eje real,
nr = Nir = Nor, ¥ S92 (ds) tiene su numerador, de vértices ns y ng,
perpendicular al eje real, ng = n3g = nyr. La parte imaginaria en el

punto de corte viene dada por

nrdr — Nardis
..
Napdr +nrdir

nrdr — nordir

Tey Y2 (nladR) =

ny,dg) = .
v1(nr, dr) Nordr + nydyg

nipdir + nrdyg
dip + di;

Asi, la parte real del segmento S; (d;) viene dada por z; =

Y
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y para un valor dado zi, el valor de n; = n;[z] estd determinado.

Igualmente, la parte real del segmento S (d2) viene dada por z, =
nardap + nydiy
dip + d;
determinado. En la interseccion z. = x1 = x5 las partes imaginarias son:

y, para un valor dado xs, el valor de n; = ny[zy] esta

nr [932] dr — napdys
nardr + ny (] dyy

nr [xl] dR - andH

d — CcH
y1(dr) nordr + ny (1] dig

Yo (dr) =

[

En este caso

sign % = sign % = sign (dyzx.)
Jdr Odp ¢

y se obtienen las mismas desigualdades que en el caso a).

2. Caso en el que el denominador de la frontera verifica que dig = dor = dp,

dy € [dyir, doy].

a)

Sy (dy) tiene su numerador, con vértices n; y ns, paralelo al eje real, n; =
nir = nar, y So (dg) tiene su numerador, con vértices ny y ng, perpendicular
al eje real, ng = nor = n3r. Entonces la parte imaginaria en el punto de
corte
y=1Im(P)= M .
anR + Tl[d[

viene dada por

nrdig — noprdr
o
nordir + nrdy

nirdip — NRrdr
y1 (nr,dr) = Te, Y2 (ngr,dr) =
( ) nrdig + nirdy ( )

Sy (dy) tiene su numerador, con vértices n; y ns, paralelo al eje real, n; =
nir = noy, y Sz (dy) tiene su numerador, con vértices ny y ng, paralelo al
eje real, n;y = noy = n3y. Entonces la parte imaginaria en el punto de corte

viene dada por:

nardip — NRrdr
C
nrdig + nardr

nyrdir — nprdr
dr) = cy 5 dr) =
U1 (nR, I) nrdin + nud[x Y2 (nR 1)

Sy (dy) tiene su numerador, con vértices n; y no, perpendicular al eje real,
nrg = Mg = Nag, ¥y S92 (dz) tiene su numerador, con vértices ny y ns,

perpendicular al eje real, ng = nog = nszr. Entonces la parte imaginaria
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en el punto de corte viene dada por:

nrdig — n4Rde
C
napdig + nrdy

nrdip — Naordr

Y1 (nf,df) = y Y2 (nI,d[) =

xC
nogpdir + nrdy

De nuevo, estos tres casos tiene diferentes valores de su parte imaginaria,
pero la variacion de la parte imaginaria con respecto a d; es la misma,

porque en .

sign O = sign Oy = sign (—dgz.).
dd; ody

0
Cuando —dgrz. > 0 entonces a—zl > 0y la funciéon y; (d;) es creciente con
I

0
respecto a dy luego y; (dy) > y1 (diy) para todo d; > di;. Ademas, 8—22 >0

I
y la funcion ys (d;) es creciente con respecto a dr, luego ys (d;) < vz (dar)

para todo d; < ds;. Por tanto, la interseccion y; (di) = yo (dy) esta acotada
por y; (dr) > y1(dy) = y2(da) > y2 (d;). Entonces, el punto de interseccion

(e, y1(d1) = y2 (d2)) no pertenece a la frontera.

(?yl 8y2
d d =

ys (day) < yo (dy), siguiendo el mismo razonamiento, el punto de interseccion

Cuando —dgx., < 0,

(e, y1(d1) = y2 (d2)) no pertenece a la frontera.

Interseccion entre dos arcos, y entre segmento y arco. De modo similar, se estudian

estos casos.

La demostracion para el caso y = y. # 0 es analoga.
[ |

Considerando los resultados anteriores, el siguiente teorema caracteriza la geometria de

la parte de la frontera del conjunto de valores, que se encuentra en un mismo cuadrante.

Teorema 3.4
La frontera del conjunto de valores que se encuentra en un mismo cuadrante, esta formada por
una sucesion segmento-arco-segmento-arco-..., es decir, no existen dos arcos o dos segmentos

consecutivos en esa parte de la frontera.

Demostracion:
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El lema 3.4 asegura que el conjunto de valores estd formado por segmentos
pertenecientes a rectangulos girados del numerador y a arcos entre ellos. Ademaés, si el
conjunto de valores de un intervalo de plantas esta contenido en un tnico cuadrante, el
teorema 3.3 garantiza que no existen intersecciones entre los arcos y los segmentos de la

frontera (salvo vértices).

Sea v; un vértice de la frontera. Por construccion de la frontera del conjunto de valores,
vy es el vértice de dos arcos perpendiculares (A; y As) y de dos segmentos perpendiculares

(S y S2) pertenecientes al conjunto de posibles elementos de la frontera.

Considérense los angulos que estos arcos (sus rectas tangentes) y estos segmentos
forman con el eje u. Sea « el angulo del segmento S;. Como las transformaciones que
originan los arcos y los rectangulos girados son conformes, se conservan los angulos. Por
tanto, el angulo del segmento Sy es 90° + a. Andlogamente, si § el angulo entre el arco

Ay, el angulo del arco A, serd 90° + (. La figura 3.6 ilustra esta situacion.

Figura 3.6: Angulos para los elementos de un conjunto de valores situados en un
cuadrante.

Si o < B entonces 90° + a < 90° + 3, luego el arco As no esta entre los segmentos Sy
y Sy. Siff < « la situacion es similar. Las configuraciones de la figura 3.7, son, por tanto

imposibles.

Supongase que S; es un segmento de la frontera. Si A; es un arco de la frontera, el
teorema queda demostrado. Si no lo es, el siguiente elemento de la frontera debe ser As,
puesto que si fuera S, los arcos A1y A, serian uno interior y otro exterior a la frontera, lo

que contradice la definicion de frontera del conjunto de valores, en un mismo cuadrante.
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Figura 3.7: Situaciones de arco y segmento no posibles en un mismo cuadrante.

Para caracterizar el conjunto de valores de un intervalo de plantas, se define el Conjunto

Ordenado de Vértices (SSV, Sort Set of Vertices), como sigue.

Definicién 3.3

Sea v; = % un vértice del conjunto de valores, donde n; y d; pertenecen al conjunto
ordenado de vértices del rectangulo de Kharitonov del numerador (SSn) y del denominador
(SSd), respectivamente. Sea n (vx) (d (vg)) el numerador (denominador) asociado al vértice

Vg, N (%) = n,, (d (%) = dj>. El Conjunto Ordenado de Vértices (SSV) viene dado

' next (n (v;)) ' - next(n(v))

dw) T next (d(v)
segmento del conjunto de valores, e i es impar si v; y vy pertenecen a un arco del conjunto

por v;y1 = tal que 7 es par si vy y vy pertenecen a un

de valores.

Si v1 y vy pertenecen a un segmento, el SSV con 8 vértices es

nq N9 N9 ng n3 Ty Ty ny
M=—,0UVy=—,0UV3—=—F—, U4 —=—F—,0U5=——, Vg= ——, U = —, Ug = —
dy’ dy’ dy’ dy’ ds’ ds’ dy’ dy |~
y si vq y V2 pertenecen a un arco, el SSV con 8 vértices es
nq nq N9 N9 n3 ng Ty Ny
M=—5,0V=—7,0V3= 5, U4 =—,U5=—F7, Vg= 5, U= —, Vg = 5 .
dy’ dy’ dy’ ds’ ds’ dy’ dy’ dy

En base a esta definicion, el siguiente teorema proporciona una caracterizacion de los

vértices de un conjunto de valores, cuando dichos vértices estan en el mismo cuadrante.

Teorema 3.5
Los vértices de la frontera de un conjunto de valores de un intervalo de plantas en el mismo

cuadrante forman un Conjunto Ordenado de Vértices.

Demostracion:

Si el conjunto de valores estd en un cuadrante, entonces no existen intersecciones con
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los ejes del plano complejo. De acuerdo al teorema 3.4, la frontera esta formada por una
sucesion segmento-arco-segmento-. ... Teniendo en cuenta el lema 3.4, la direccion del
recorrido de los vértices de la frontera, es tal que tanto los polinomios del numerador
como los del denominador se recorren en direccion contraria a las agujas del reloj. Por

tanto, el teorema estd demostrado.
|

La siguiente propiedad, permite establecer una condicién suficiente para determinar

los valores de los polinomios de Kharitonov.

Corolario 3.1
Dado un conjunto de valores de un intervalo de plantas, para calcular los valores de los

polinomios de Kharitonov, es suficiente que 5 vértices estén en el mismo cuadrante.

Demostracion:

Directamente utilizando el teorema 3.5 y el hecho de que es suficiente determinar los

polinomios ny, ng, dy y ds.

|
3.3. Ejemplos.
Ejemplo 3.3
Sea G, el siguiente intervalo de plantas:
4, 4.5]s* 4+ (2.5, 3.5 1.5, 2.5
Gy(s) = 4, 455 +[25, 3.5 + [1.5, 25) (3.14)

[1.25, 1.75]s% + [2, 3]s% + [1.5, 2]s + [2, 3]

La figura 3.8 muestra la frontera del conjunto de valores, para la frecuencia w = 3.15. Los

vértices son los puntos

v = 0.2693 — 1.17845, vy = 0.3453 — 1.13937,
vz = 0.5171 — 0.86305,  v4 = 0.4269 — 0.76027,
vs = 0.2034 — 0.62725, v = 0.1560 — 0.65447,
vy = 0.0272 — 0.73515,  wvg = 0.0633 — 0.8422j.
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Figura 3.8: Frontera del conjunto de valores para w = 3.15.

Como se observa, el conjunto de valores esta Gnicamente en el primer cuadrante. Los
elementos de la frontera no se cortan entre si y tampoco cortan a ninguno de los ejes. La
frontera del conjunto de valores esta formada por una sucesién segmento-arco-segmento-...,
y no existen dos arcos o dos segmentos consecutivos en la frontera. Por otro lado, puede

verificarse directamente que los vértices {vq, vy, v3, vy, vs, Vg, V7, Ug} SON

Ko (jw) Kn (jw) Ku (jw) Kp (jw) K (jw) K (jw) Kz (jw) K (jw)
Kaz (jw)" Kaz (jw)” Kaa (jw)' Kaa (jw)' Ka (jw)” Ka (jw)” Kas (jw)” Kaz (jw)

y que determinan un SSV (Teorema 3.5).

Ejemplo 3.4
Sea G, el intervalo de plantas definido por la ecuacién 3.14. La figura 3.9 muestra la frontera

del conjunto de valores en la frecuencia w = 1.35, y sus vértices son los puntos:

vy = 4.5749 — 9.98877, vy = 5.4849 — 8.42547,
vy = 1.7227 — 1.10197, vy = 1.2045 — 1.04867,
vs = 0.5283 — 1.2548y, v = 0.3621 — 1.52097,
vy = —0.8202 — 2.33225,  wvg = —1.3683 — 2.4873.

Como se observa, el conjunto de valores esta en el cuarto cuadrante, donde tiene 6 vértices,
y en el tercer cuadrante, con 2 vértices. Los elementos de la frontera cortan al eje imaginario

en los puntos y; = —2.10045 y y, = —7.32407.
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Figura 3.9: Frontera del conjunto de valores para w = 1.35.

La frontera del conjunto de valores situada en el cuarto cuadrante estd formada por una
sucesion segmento-arco-segmento-..., no hay dos arcos o dos segmentos consecutivos cuando
la frontera esta en un anico cuadrante. Esto no se verifica cuando los elementos de la frontera
cruzan el eje imaginario (Teorema 3.4):

Kz (jw) Kz (Jw) K (jw) Ky (jw)

Vg = ——— Uy = L g = — gy = —Z.
T Ka(w) T Ke(w) © Ke(w) ' K (w)

Finalmente, puede verificarse directamente que los vértices que estan situados en el cuarto

cuadrante son

v — Kn (]W> Uy — Knl (]W> U = Kn (.]w)
' Kas (jw)’ ’ Kas (jw)’ ’ Kaa (jw)’
o KnZ (]W> o KnZ (]w> - Kn3 (]w)

vy = ———5 B A =7

Ka(jw) ° Ka(w) ° Ka(jw)

Asi pues, los vértices situados en el mismo cuadrante forman un SSV (Teorema 3.5).

Ejemplo 3.5

Sea G, el intervalo de plantas:

2.5, 4]s? + [1.3, 2]s + [0.5, 1]
0.5, 2]s3 + [2.5, 3]s>+[2, 4]s + [1, 2]

G (s) =

La figura 3.10 muestra la frontera del conjunto de valores en la frecuencia w = 1.2, con
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vértices:

v = 0.5755 — 0.6529j5, v = 0.5024 — 0.8827y
vy = 0.4423 — 1.79195, vy = 1.6004 — 2.55627
vs = 0.8063 + 1.00865,  ve = 0.5706 + 0.4286;

vy = 0.5571 + 0.19065,  vg = 0.6818 4 0.0854;.

Figura 3.10: Frontera del conjunto de valores a frecuencia w = 1.25.

El conjunto de valores tiene elementos de su frontera en el primer y cuarto cuadrantes, con
4 vértices en cada uno de ellos. Los elementos de la frontera cortan al eje real en los puntos
x1 = 0.7831 y o = 3.2865, la frontera del conjunto de valores situada en el primer cuadrante
esta formada por una sucesion segmento-arco, y no existen dos elementos consecutivos (dos
arcos o dos segmentos) en la frontera (teorema 3.3), en el mismo cuadrante. Esto no se verifica

cuando los elementos cortan al eje real (teorema 3.4):

e = Koz (jw) oy = Ky (jw) | oy = K (jw) | Vs = K (jw)
Kay (jw)' Kai (jw)’ Kas (jw)’ Kas (jw)

Finalmente, puede verificarse de forma inmediata, que los vértices situados en el cuarto

cuadrante son:
K (jw) Kuz (jw) Kz (jw) Ko (Jw)
Ka (jw)' Kai (jw)’ Kao (jw)' Ka (jw)’
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y los situados en el primer cuadrante

K (jw) Ky (jw) Ko (jw) Kz (jw)
Kas (jw) Kas (jw) Kas (jw)' Kaa (jw)

Y por tanto, los vértices situados en el mismo cuadrante determinan un SSV (teorema 3.5).

¢

3.4. Valores de los polinomios de Kharitonov.

Condiciones necesarias para la identificacion.

Se ha demostrado que los vértices de la frontera del conjunto de valores de un intervalo
de planta, en un mismo cuadrante, forman un Conjunto Ordenado de Vértices (SSV).
Dichos vértices pueden asignarse mediante las ecuaciones

n.
Ui__]

= 1
2, (3.19)

donde n;, j =1,2,3,4y di, k =1,2,3,4 son los polinomios asignados del numerador y

del denominador, respectivamente.

Es bien conocido que los valores de los polinomios de Kharitonov pueden obtenerse a

partir de las siguientes relaciones:

K1 (jw) = min{Re (n1), Re (n3)} + jmin {Im (n1) , Im (n3) }
K2 (jw) = méx{Re (n1), Re (ng)} + jmin {Im (n1) , Im (n3)}
K3 (jw) = méx {Re (n1), Re (n3)} + j max {Im (ny), Im (n3)}
Ko (jw) = min{Re (n1), Re (n3)} + j méx {Im (n1) , Im (n3)} (3.16)
Kg (jw) = min{Re(d1), Re (ds)} + jmin {Im (d1), Im (ds)}
Ki (jw) = max{Re (d1), Re (ds)} + jmin {Im (d1), Im (ds)}
K (jw) = méx{Re(dr), Re (ds)} + jméx {Im (d1), Im (d3)}
Kgi (jw) = min{Re(d1), Re (ds)} + jméx {Im (dy) , Im (d3)}

Teniendo en cuenta las ecuaciones 3.16 es suficiente determinar los polinomios

asignados ny, ng, dy y ds para calcular los valores de los polinomios de Kharitonov.
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Para calcular los polinomios asignados, es necesario resolver el sistema de ecuaciones
3.15. En él, cada ecuacioén tiene dos incognitas, y no hay dos ecuaciones con las mismas
incognitas, luego debe determinarse el valor de un polinomio asignado. Por ejemplo,

supongamos que son conocidos los valores de los vértices v; del siguiente conjunto SSV

o L L 3 3 Ny Ty _m
Ul——,Uz——Us—d—,U4—d—,U5—d—,UG—d—,U7—d—,Us—d— (3-17)
2 2 3 3 4 4

Entonces, si un polinomio asignado, por ejemplo n;, estd determinado, todos los
demas polinomios asignados de SSn = {ny,ns,nz,ny} y de SSd = {dy, ds, d3, ds} pueden
obtenerse directamente. De hecho, existen infinitas soluciones del sistema formado por las
ecuaciones 3.17, ya que para cualquier valor de n; € C puede calcularse un conjunto
SSV diferente. Sin embargo solamente es wvdlida una unica solucion, aquella en la
que los valores de los polinomios asignados calculados SSn = {nj,ng, n3,ny}
y SSd = {d,ds,ds,d,} forman un rectangulo en el plano complejo, de lados

paralelos a los ejes.

Los siguientes resultados muestran como determinar un polinomio asignado para que

esta condicion se satisfaga.

Teorema 3.6

n _ n )
Sea v; = d_l un vértice de la frontera, y sea vy = d;)\ un punto cualquiera del segmento de
1 1
la frontera con vértice vy, n1y = Ang + (1 — A)ny, A € [0, 1]. Entonces el argumento de n4
1 T (20 — 1) V1

es ) = —ar +k—,conk=0,1,2,3,...,donde f = ————=, y 20 = —.
¥1 92 g (ﬁ) 2 B (22 — 1) y 22 v,
Demostracion:

Sea niy un punto del segmento de vértices n; y ny. El segmento de vértices nyy y ny,

puede ser paralelo al eje real del plano complejo, o perpendicular a dicho eje.

Si el segmento niyn; es paralelo al eje real, el argumento de n;y — n; es 0 o
7, luego Im(nyy —ny) = 0. Sustituyendo njy = zong resulta que Im (zny —ny) =
Im((z2—1)ny) =0.

z2—Z

Como Im (z) =

Vz € C, entonces

Im((22—1)n1>: (22—1)n12—j(22—1)n1 :0’
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-1
y despejando 2 = M
nq (22 — 1)

3.

. n .
Expresando njen su forma exponencial p,e’%', resulta = e2¢1 Tuego 2, = arg (8)+

n
2km, k=0,1,2...

Por tanto el argumento del polinomio asociado n; es

1 1 —1
p1 = garg(B) +kr = ;arg <M> + km

(22 —1)

Si el segmento niyny es perpendicular al eje real, el argumento de niy — ny es g 0
g, luego Re (niy —ny) = 0. Sustituyendo mniy = zom; resulta que Re(zany —ny) =
Re((z0 —1)ny) = 0.

2+ Zz
Como Re (z) = — Vz € C entonces
-1 -1
Re((zs—Dmy) = 2 Dmt B Dm
-1
y despejando 2 = —M = —0.
T, (2’2 — ].)

Expresando n; en su forma exponencial p,e’?!, resulta 2 = 2% luego %% = —fBy

ny

201 = arg(—p) + 2km = arg (B) + 2kr + 7, k=0,1,2...

Por tanto el argumento del polinomio asociado n; es

1 1 -1
cp1:§arg(ﬁ)+k7r+g:§arg (M) Ny

El teorema anterior calcula el valor del argumento de uno de los polinomios asignados.
Notese que cualquier valor real del moédulo de n, es valido para determinar el valor del
polinomio, ya que al multiplicar n; por un nimero real p, la solucion del sistema de
ecuaciones v; = % serd tal, que todos los polinomios asignados estaran multiplicados por

k
p, obteniéndose el mismo conjunto de valores.

Como el valor del modulo de ny, p; es indiferente, para determinar los polinomios

asignados para un unico conjunto de valores, el polinomio n; se puede normalizar
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(dividiendo por su moédulo), quedando de la forma ny; = cos(¢1) + jsin(p;). La

normalizacion es tal que |nq| = 1.

Las condiciones bajo las que se ha determinado el polinomio asignado inicial, garantizan
que los restantes vértices asignados calculados forman un rectangulo en el plano complejo.
Obsérvese que cualquier otro valor del argumento ¢, podria determinar el mismo SSV y el
mismo conjunto de valores, pero el conjunto de valores del numerador y del denominador

no serian rectangulos, sino paralelogramos.

El teorema 3.6 se aplica a un segmento. El siguiente teorema es analogo, pero aplicado

a ull arco:

Teorema 3.7

Sea v; = % un vértice de la frontera y sea vy, = ;l—l un punto cualquiera del arco de la
1 1\
frontera con vértice vy, diy = Ad; + (1 — A)dy, A € [0, 1]. Entonces el argumento de d; es
1 T (29— 1) Uy
— = ke k=0,1,2,3,... donde f = 22—/ , — L
pL=garg (B) + 5 onde [ (52— 1) Zo .

Demostracion:

Sean dy, un punto del segmento de vértices d;y d4. El segmento de vértices diy vy dy

puede ser paralelo al eje real del plano complejo, o perpendicular a dicho eje.

Si el segmento diydies paralelo al eje real, el argumento de dyy — dy es 0 o 7, luego
Im(dyy —dy) = 0. Sustituyendo dyy = z9d; resulta que Im(zedy —dy) = Im ((z2 — 1)d;) =
0.

z2—Z

Como Im(z) = Vz € C entonces

Z9 — 1)d1 — (22 — ].)dl
2j

=0

Im ((22 — 1>d1) = (

d —1
y despejando &z = 0.
d1 Zo — 1

. d .
Expresando d; en su forma exponencial p;e’#* resulta —L = ¥ luego 2¢; = arg (8) +

U,k =0,1,2.. '

Por tanto el argumento del polinomio asociado d; viene dado por

1 1 -1
01 = §arg(ﬁ) +kr = 599 <Z — 1) + k.
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s
Si el segmento diyd; es perpendicular al eje real, el argumento de dyy — d; es — o

3;, luego Re(dyy — dy) = 0. Sustituyendo dyy = z2d; resulta que Re(zod; — di) =

Re ((22 - ].)dl) = 0.
z+z

Como Re(z) = Vz € C entonces

(22— 1)dy + (22 — 1)dy

Re ((2’2 - ].)dl) == 9 =0
d —1
y despejando a_ = = —0.
d1 2o — 1
, . d )
Expresando d; en su forma exponencial p,e’%!, resulta —= = %!, luego e”’¥' = —f y

1
201 = arg(—f) + 2km = arg (B) + 2kr + 7, k=0,1,2...

Por tanto el argumento del polinomio asociado d; es

_1 7T_1 (ZQ— )
@1—§arg(6)+kﬂ+§—§arg (zi) + kr+ —.

Los comentarios sobre la normalizacion de d; son similares a los realizados para n;.
Cualquier valor del modulo de dy es valido, ya que al multiplicar d; por un nimero
real p la solucion del sistema de ecuaciones v; = % determinard que los valores de los
vértices del numerador y del denominador asignadog vengan multiplicados por el mismo

numero real p, obteniéndose el mismo conjunto de valores. Por tanto podemos considerar

dy = cos (¢1) + 7sin (¢1).

Sean ¢;, t = 2,3,4y ¢;, 7 = 1,2,3,4 los argumentos de n; y de d;, respectivamente,
determinados a partir del argumento p; = % arg (/) del polinomio asignado ny. Notese que
si el argumento de n; es ¢; + 7 entonces el argumento de los demés polinomios asignados
n; y d; son @; +7vy ¢;+ 7, respectivamente (ecuacion 3.15). Por tanto, los cuatro valores
Y1 = Qarg (8) + k;g, k = 1,2,3 son validos como argumento del polinomio asignado
inicial ny. Para cada uno de ellos se determinan cuatro posibles pares de polinomios del
numerador y del denominador asignados, y por tanto, cuatro posibles pares de rectangulos
de Kharitonov, a saber (+pN, +pD), (—pN, —pD), (+pjN,+pjD),(—pjN,—pjD), donde
p €RT.

El razonamiento es similar cuando el argumento es obtenido a partir de un arco y el
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polinomio asignado inicial es d;.

Concluyendo, para la identificacion puede aplicarse el siguiente algoritmo:

Algoritmo: Se parte de un conjunto de valores, con al menos 5 vértices en el mismo

cuadrante, y se pretende obtener los polinomios de Kharitonov. Los pasos a seguir son:

1. Seleccionar de la frontera del conjunto de valores, en sentido contrario a las agujas
del reloj, un conjunto de 5 vértices consecutivos y situados en el mismo cuadrante:

v1, Uz, U3, Uy, Us siendo el primer elemento de la frontera un segmento (o un arco).

(%) V4 U1 U3
2. Calcular zp = —, 23 = — para el caso de segmento, y 2oy = —, 233 = — para el
V1 U3 V2 (7
de arco.

(22— 1)

1
3. Calcular Y1 = § arg (m

), seglin el teorema 3.6 si el primer elemento de la

(224 — 1)

— = |, segun el teorema 3.7 si
(224 — 1)

1
frontera es un segmento y calcular ¢; = 3 arg <

€5 un arco.

4. Normalizar el polinomio asignado, obteniendo n; = cos (¢1) + jsin (¢1) para un

segmento, o d; = cos (1) + jsin (¢1) para un arco.

n n n
5. Calcular no = zonq, ng = z3n9; di = - , dy = —2, ds = = (continuidad
V1 Ugv Vs v
arco-segmento) (de forma similar se determinan dy = Ldy, dy = 2dy, ny =
(%) V4
div1, ng = dyvs, ng = dzvs para el caso de un arco).
6. Aplicando las relaciones 3.16, calcular los rectangulos del
numerador y del denominador, dados por los valores
N = {Ku (jw), Kz (jw), Kz (jw), Kna (jw)} y D =

{Ka (jw), Ka (jw), Kaz (jw), Kaa (jw)}-

7. Cualquier par de rectangulos de Kharitonov (4+pN,+pD), (—pN,—pD),
(+pJN,+pjD),(—pjiN,—pjD), p > 0 es una solucion del algoritmo.

Ejemplo 3.6

La tabla 3.1 muestra la informacién necesaria para el proceso de identificacion, obtenida a
partir de los elementos de la frontera de 5 conjuntos de valores de un intervalo de plantas. Los
vértices son elegidos en sentido antihorario. Si el primer elemento es un segmento, en la fila

«elementoy aparece "1”, y aparece 0" si es un arco. Para cada conjunto de valores, la tabla
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3.2 muestra el resultado de aplicar el algoritmo cuando el primer elemento es un segmento (o

un arco).

Puede comprobarse de forma directa que los conjuntos de valores de este ejemplo pertenecen

al intervalo de plantas definido por:

[4, 4.5]s2 + [2.5, 3.5]s + [1.5, 2.5]

o (8) = 725, 18] 7 2 3.0]2 + (1.5, 25 + [2, 3]

3.5. Solucion del sistema de ecuaciones.

Una vez determinados los posibles rectangulos de Kharitonov, (aplicando el algoritmo

de la seccion 3.4), queda por resolver el sistema de ecuaciones

Re(Kn (W) = pemm(jw) = ag — agw® + ajw* —

Im (Kpi (w)) = pomm(jw) = 07w — agw’ + GEWB —

Re (Kp3 (W) = Pemax(jw) = (J)r —a;w? +afw

Im (Ku3 (W) = Pomax(jw) = f —azw? +afw® — .. (3.18)
Re(Ka (W) = demm(jw) =05 —byw? +byw' — ..

Im(Ka (W) = Gomm(jw) = biw — bjw’ +b5w° — ..

Re(Kgs (W) = Gemax(jw) = b — byw? +bfw’ —

Im(Kg (W) = Gomax(jw) = bfw — byw? + b w®

cuyas incognitas son los coeficientes de los polinomios {pemi, Peméxs Pomin, Pomax} ¥
{Gemin; Gemax> Qomin, Gomax ), €S decir los parametros de los polinomios numerador y
denominador de la familia de funciones de transferencia. Con esto concluye el proceso
de identificacion para el caso de disponer de al menos 5 vértices de la frontera en un

cuadrante, para cada conjunto de valores.

El sistema de ecuaciones 3.18 tiene, para cada conjunto de valores, ocho
ecuaciones y ocho valores conocidos {pemm(Jw), Pemix(JW); Pomm(JW); Pomax(Jw)},
{Cemin (W), Gemax(JW), Gomm(JW), Gomax(jw)}, obtenidos a partir de los valores de los

polinomios de Kharitonov determinados.
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frecuencia w = 0.125 w = 0.555 w=1.35 w = 1.57 w = 1.86
elemento 1 0 1 1 0

U1 1.2492 + 0.00177 | 0.6577 + 0.33477 | 4.5749 — 9.98877 1.3904 — 4.0704; 1.0287 — 2.3213y
Vg 1.2572 +0.06477 | 1.3551 4 0.16555 | 5.4849 — 8.4254; 1.7938 — 3.6117y 1.0825 — 1.0694
U3 1.2589 + 0.10547 | 1.6175 4 0.47155 | 1.7227 —1.1019y 1.3672 — 1.1072y 0.8313 — 0.94494
Uy 0.7471 4 0.15377 | 1.7150 + 0.98355 | 1.2045 — 1.04867 1.0043 — 0.99807 0.4026 — 0.92385
Us 0.4888 + 0.11717 | 0.8390 + 1.43057 | 0.5283 — 1.2548) 0.4710 — 1.06467 0.2960 — 1.03365
Vg 0.4862 4+ 0.07517 | 0.2191 + 0.76587 | 0.3621 — 1.52097 0.3359 — 1.23717 | —0.1229 — 1.3954j
vy 0.4870 4+ 0.06477 | 0.1695 + 0.54415 | —0.8202 — 2.33225 | —0.1349 — 1.72505 | 0.7926 — 2.53547
Vg 0.8241 4 0.03657 | 0.2336 + 0.49425 | —1.3683 — 2.48737 | —0.4334 — 1.8554 NaN

Tabla 3.1: Informacion de la frontera del conjunto de valores.
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Para cada parametro de los polinomios del numerador y del denominador existen dos
incognitas, que son el extremo superior y el extremo inferior del intervalo. Ademas, el
algoritmo de identificaciéon proporciona, para cada frecuencia, cuatro soluciones de los

valores de los polinomios de Kharitonov, (+pN, +pD), (+pjN,+pjD) donde p € R™.

Cuando se relacionen los conjuntos de valores para las diferentes frecuencias utilizando
las ecuaciones del sistema 3.18, dado un conjunto de valores, el segundo conjunto de
valores ha de ser @nico. En otras palabras, una vez obtenidos los valores de { K,; (jw;)}:_,
v {Kai (jwi)}i_y, los valores que se obtengan de {yK,; (jws)}Yr, v {vKa (jw2)},_, para
la siguiente frecuencia, deben ser tinicos, y debe haber una tnica soluciéon. Esta solucion
sera una de las cuatro posibles soluciones obtenidas al aplicar el algoritmo en la segunda

frecuencia.

Por ejemplo, sean {K,; (jwl)}le vy {Ka (jwl)}?zl la solucion (+pN (wq), +pD (w1))
para la frecuencia w = w; y supongamos que para un segundo conjunto de valores,
la solucion correspondiente es (+pjN (w2), +pjD (we)). Si cualquiera de las otras tres
soluciones obtenidas para el segundo conjunto de valores se elige para formar el sistema
de ecuaciones, éste no serd valido: la posicion del conjunto de valores, para la sequnda
frecuencia (es decir una de las cuatro soluciones obtenidas) debe considerarse con respecto

a la posicion elegida del conjunto de valores de la primera frecuencia.

Asi pues, para anadir la posicion del conjunto de valores para la segunda frecuencia,

el sistema de ecuaciones 3.18 debe reescribirse como sigue

fila,w) = aapig, (jwi) + aepif,(jwi) + aspiig, (Jwi) + aapS (Jwi)

fo(a,wi) = anpdind, (jwi) + copdif (jwi) + aspind, (jwi) + capiig, (jwi)

fa(a,wi) = anpPng (Gwi) + aopi g (jwi) + aspiand (Jwi) + cupiing (jwi)

fila,wi) = aipstli(Gwi) + aopind (jwi) + cspimd (jwi) + aupihd (Jwi) - (3.19)
fs(bywi) = angili, (Gwi) + aagiod (jwi) + asqZohil (Gwi) + augiog, (jwi)

fo(bwi) = angyila, (Jwi) + aagid (Jwi) + asqiomi, (jws) + augios, (jwi)

fr(bywi) = argih (Jwi) + aogin (jwi) + azgiond (jwi) + cugid (jwi)

fs (bywi) = @it (jwi) + aogind (Jwi) + asgind (jwi) + cugiong, (jwi)
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donde
fila,w) = ay —ajw? +a;wl— ..., fala,w) = ajw; —ajw?+azwd — ...,
fz(a,w;) = af —ayw? +ajwl— ..., fi(a,w)= afw; —azw?+afwd— ..,
f7 (b, wi) = bg — bng + bi ;1— ey fg (b, wi) = bfwz — b;wf’ + b; 15 — ...

Los ay, 2 = 1, ...,4 son incognitas, de modo que para cada conjunto de valores tres de ellas
deben ser cero, y la no nula indica la posicion adecuada y la amplificacion de la solucion
de los rectangulos de Kharitonov del segundo conjunto de valores con respecto al primer

conjunto de valores obtenido.

Notese  que las  cuatro  posibles  soluciones que se  obtienen  al

aplicar el algoritmo de identificacion estan relacionadas entre si. Sean

{pe mins Pomins Pe méx;s poméx} y {QB mins omin; de méx, o méx} los reCtéﬂglﬂOS N y D calculados

para un valor del argumento del polinomio asignado inicialmente. Las otras tres soluciones
que se obtienen al aplicar el algoritmo, para los otros valores del argumento del polinomio
asignado inicial, proporcionan rectangulos de Kharitonov rotados +90°, +180° y +270°

grados:
Solucion 2 (jN, jD):

{_poméxa Peminy —Pomins Pe méx} 9 {_QO méx; demin, —Gomin; Ge méx}
Soluciéon 3 (=N, —D):
{_pe méx; —Poméx; —Pemin, —Po min} 9 {_Qe méaxs; —Goméx; —demin, _QOnu’n}

Solucion 4 (—jN, —jD):

{pomina —Peméxs Pomax _pemin} ) {QOmina —(demsx; Yomax, (e min}

En conclusion, para identificar el intervalo de plantas, es suficiente calcular la solucion
{Pemin: Pomin: Pemasx: Pomax} s ¥ {demin; Gomin, Gemax fomax} obteniendo los rectangulos N
yD para el primer conjunto de valores (aplicando el algoritmo, y utilizando uno de
los valores del argumento del polinomio asignado inicial) y posteriormente resolver el

sistema de ecuaciones para cada una de las cuatro posibles soluciones (sol i, 1 =1,2,3,4)
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del primer conjunto de valores. Para cada una de las cuatro soluciones, el sistema de

ecuaciones final es el siguiente.

Para el primer conjunto de valores (w = w;) del sistema las ecuaciones son:

f1 (a,w;) — a1 (Wi)Pemin(Jwi) + a2(wWi) Pomax (Jwi) + @3(wi)Pe max (jwi) — a(ws)Pomm (Jwi) = 0
2 (a,wi) = a1 (wi)Pomin (Jwi) — 02(Wi)Pemm (Jwi) + 3(wi)Pomax(Jwi) + 04 (Wi)Pemax(jwi) = 0
f3 (@, wi) — o (wi)Pemax (Jwi) + 2 (Wi) Do min (Jwi) + 3(Wi)Pe min (Jwi) — Qa(Wi)Pomax(Jwi) =0
Ja(a,wi) — a1 (wi)Pomax (Jwi) — Q2(Wi)Pemax (Jwi) + 3(wi)Pomin (Jwi) + 4 (Wi)Pe i (Jwi) = 0
J5 (b, wi) = a1 (wi)ge min (Jwi) + Q2(Wi) @y max(Jwi) + 3 (W) Qe max (W) — Qa(Wi) @y min (Jwi) = 0
Jo (b,wi) = a1 (wi)Gomin (Jwi) — 2(wi)Gemm (Jwi) + 3(Wi) o max (Wi) + €a(Wi) e max (Jwi) = 0
7 (b wi) = 01 (Wi) G max (Jwi) + @2(Wi) Qo min (Jwi) + A3(Wi) e min (W) — X4 (Wi) o max (Jwi) =0
s (b, wi) = a1 (i) @y max (JWi) — @2(Wi) e max (Jwi) + 3 (W3) Qo mn (Jwi) + 2a(Wi)Ge i (Jwi) = 0

(3.20)

La solucion del sistema de ecuaciones debe ser tal que ¢ > a;, VI = 0,...,ny

by > b, Vk =0,...,m. Una vez resueltos los cuatro sistemas de ecuaciones planteados,

se obtienen los parametros del intervalo de plantas.

3.5.1. Grados del polinomio numerador y denominador.

Para cada parametro del polinomio numerador y del polinomio denominador a
identificar, hay dos incognitas, que son el valor superior y el valor inferior del intervalo.
Ademas estén las cuatro incognitas a; para cada conjunto de valores excepto el primero,
y por ultimo ocho ecuaciones para cada conjunto de valores. Asi, la solucion del sistema

de ecuaciones 3.20 sera unica cuando 2(n+1)+2(m+1)+4(NVS —1) = 8NV'S, es
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decir n +m = 2NV S, siendo n y m los grados del numerador y del denominador de la

familia a identificar, y NV'S el ntimero de conjuntos de valores.

Por ejemplo, para un conjunto de valores obtenidos a frecuencia wq, el sistema de
ecuaciones 3.20 se reduce a ocho ecuaciones y a un intervalo de plantas de primer orden,
=1 = 1 (incogni ooal,ay,al by bt by b)), E ible identifi
conn =1ym= incognitas ag ,aqy,a;,ay,by,by,0;,b7). Es posible identificar un
segundo intervalo de plantas de 6rdenes n = 0 y m = 2. Para identificar un intervalo
de plantas con 6rdenes n = 3 y m = 3 se necesitarian tres conjuntos de valores, y asi

sucesivamente.

El sistema de ecuaciones 3.20 es un sistema de ecuaciones lineal de la forma Axr = B.
En el caso de plantear el sistema de ecuaciones con mas conjuntos de valores (ecuaciones)
que los necesarias (para unos grados del numerador y del denominador establecidos) se
obtendria un sistema de ecuaciones sobre determinado (mayor niimero de ecuaciones que
de incognitas). Como es bien conocido, a partir del teorema de Rouché-Frobenius (véase
[Mirsky, 1990]), la solucion del sistema proporciona valores de las incognitas no principales
iguales a cero. Por tanto, al ser las soluciones del sistema de ecuaciones los coeficientes de
la funcion de transferencia, si el nimero de conjuntos de valores utilizado es mayor que
el minimo necesario, los coeficientes obtenidos asociados a las incognitas no principales
seran cero. En otros términos, el intervalo de plantas obtenido posee coeficientes que son

cero para los grados superiores de los polinomios.

Por ejemplo, supongamos que se tienen cuatro conjunto de valores, y que se plantea el
sistema de ecuaciones 3.20 para los grados m = n = 4. Supongamos que en realidad
el intervalo de plantas es de primer orden. Cuando el sistema 3.20 se resuelve, los
coeficientes de los polinomios de grado 2 y superiores (tanto para el numerador como
para el denominador) son iguales a 0. Por tanto, en la practica es mejor considerar un

intervalo de plantas con el mayor n y m posible.

Ejemplo 3.7
Consideremos el conjunto de valores definido por los vértices y frecuencias especificados en la
tabla 3.1 del ejemplo 3.6. La tabla 3.2 muestra los cuatro posibles pares de rectangulos de

Kharitonov obtenidos al aplicar el algoritmo.

Con cinco conjuntos de valores, para que el sistema tenga solucién Gnica debe verificarse
que n + m = 10. Por tanto, se pueden proponer los valores de n = m = 5 para los grados

de los polinomios numerador y denominador. El sistema de ecuaciones estara formado por 40
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ecuaciones (8 ecuaciones por cada conjunto de valores) y 36 incégnitas (20 parametros y 16

«;, 4 por cada conjunto de valores, excepto el primero). El sistema de ecuaciones Az = f sera

o=t a—a—at b= bE b= b= bF ot o= at at a= b¥ b= bt b b=
r=(ay as ay ay az by by by by by ag ay ay ai” ag by by by by by

(0%} ((,UQ) OéQ(CUQ) Oé3(td2) Oé4(td2) Oél((,Ug) CMQ((U?,) CM3((U3) CM4((U3)

o1 (wa) p(wa) ag(wa) cua(wa) o (ws) aa(ws) as(ws) 0‘4(W5))t

A(1,1:3) = A(3,11:13) = A(5,6: 8) = A(7,16 : 18) = (1 — 0.0156 0.0002)

A(2,4:5) = A(4,14:14) = A(6,9 : 10) = A(8,19 : 20) = (0.125 — 0.002)

A(9,1:3) = A(11,11 : 13) = A(13,6 : 8) = A(15,16;18) = (1 — 0.308 0.0949)

A(10,4:5) = A(12,14 : 15) = A(14,9 : 10) = A(16,19 : 20) = (0.555 — 0.171)

A(17,1:3) = A(19,11 : 13) = A(21,6 : 8) = A(23,16 : 18) = (1 — 1.8225 3.3215)

A(18,4:5) = A(20,14 : 15) = A(22,9: 10) = A(24,19 : 20) = (1.35 — 2.4604)

A(25,1:3) = A(27,11:13) = A(29,6: 8) = A(31,16 : 18) = (1 — 2.4649 6.0757)

A(26,4:5) = A(28,14 : 15) = A(30,9 : 10) = A(32,19 : 20) = (1.57 — 3.8699)

A(33,1:3) = A(35,11 : 13) = A(37,6: 8) = A(39,16 : 18) = (1 — 3.4596 11.9688)

A(34,4:5) = A(36,14 : 15) = A(38,9 : 10) = A(40,19 : 20) = (1.86 — 6.4349)

Nota: A(1,1 : 3) indica los elementos A(1,1), A(1,2), A(1,3) de la matriz A. La misma

notacion para el resto.

A(9:16,21 : 24) =

—0.5448 —0.0447 0.7627  0.4978
0.4978 —0.5448 —0.0447 0.7627
—0.7627 —0.4978 0.5448  0.0447
0.0447  —0.7627 —0.4978 0.5448
—0.2094 -0.4104 0.3519 0.9360
0.9360 —0.2094 —-0.4104 0.3519
—0.3519 —0.9360 0.2094 0.4104
0.4104 —0.3519 —0.9360 0.2094
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A(17:

y en cualquier otro caso A (7, j) = 0.

24,25 :

£ 32,29 :

£ 40,33 ;

28)

32)

—0.5842
0.5763
—0.8173
0.4116
—0.0787
—0.0458
—0.4451
—0.2781

—0.6658
0.4971
—0.8677
0.3551
—0.1746
—0.1535
—0.5103
—0.3996

1.1156
2.4108
0.7968
1.9430
—0.7409
1.4951
—1.4516
0.6716

—0.4116
—0.5842
—0.5763
—0.8173
0.2781
—0.0787
0.0458
—0.4451

—0.3551
—0.6658
—0.4971
—0.8677
0.3996
—0.1746
0.1535
—0.5103

—1.9430
1.1156
—2.4108
0.7968
—0.6716
—0.7409
—1.4951
—1.4516

0.8173
—0.4116
0.5842
—0.5763
0.4451
0.2781
0.0787
0.0458

0.8677
—0.3551
0.6658
—0.4971
0.5103
0.3996
0.1746
0.1535

—0.7968
—1.9430
—1.1156
—2.4108
1.4516
—0.6716
0.7409
—1.4951

0.5763
0.8173
0.4116
0.5842
—0.0458
0.4451
—0.2781
0.0787

0.4971
0.8677
0.3551
0.6658
—0.1535
0.5103
—0.3996
0.1746

2.4108
—0.7968
1.9430
—1.1156
1.4951
1.4516
0.6716
0.7409

Los cuatro sistemas de ecuaciones a plantear con la matriz A y el vector x proporcionan

las siguientes cuatro soluciones:

1. Primer sistema:

f1:8) =
f(9:40) =

(0.1272 —0.9919 0.1780 — 0.5818 0.0749 — 1.2081 0.1007 — 0.7941)"

0.
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Entonces
ag = [ 4.2581, 4.1524 ] a = [ —2.4966, —1.4979 ] x 1019,
| 34952, —2.4966 | X 10°°, 4y = | —4.4938, —3.9045 | x 10

a2

(S
w
I
—
no
Ut
e}
D
(e}
X
—_
[en)
—
at
o
o
e~
[
3
=
—_
e
\)
w
Ne}
©
©
Ut
=~
w
NS}
——

ws z{ 307368, 2.5456 x 105, 1.5256, 51.5442 }

Esta solucién debe invalidarse, debido a la singularidad de la solucién del sistema de

ecuaciones.

Segundo sistema:

F(1:8) = (—0.1780 0.5818 — 0.1272 0.9919 — 0.1007 0.7941 — 0.0749 1.2081)"
£(9:40) = 0.

Entonces

a = | 0.7880, 36361 | a1 = | ~1.4423, —2.4038 | x 10",

ag = [ —2.4038, —3.3653 } x 10%, ag = [ —3.8461, —4.3268 } x 10%?,
148356, 5.3120 |

b= [ 2. 4.6497 |, b = | 1923, —2.8845 | x 10°,

Esta solucién debe invalidarse, debido a la singularidad de la solucién del sistema de

ecuaciones.
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3. Tercer sistema:

f(1:8) = (0.58180.1272 0.9919 0.1780 0.7941 0.0749 1.2081 0.1007)"
f(9:40) = O0.

Entonces

ao=[1.5, 2.5],a1=[2.5, 3.5],a2=[4, 4.5],

a(w)={ 73697, 0, 0, 0} aw)={ 73007, 0. 0, 0}

Esta solucién proporciona coeficientes de un intervalo de plantas, y por tanto es una

solucién valida.

4. Cuarto sistema.

f(1:8) = (—0.9919 —0.1780 — 0.5818 — 0.1272 — 1.2081
—0.1007 — 0.7941 — 0.0749)"
f(9:40) = 0.

Entonces

ao=| 16667, 1|, a1 =[ 23333, 16667 |, a2 = | 3. 2.6667 |,
[0 O],a4:[0, O],

|2, 13333 |, b= [ 13333, 1] b= 20667, 1.3333 |,
| 11665, 0.8333 |, b= 0, 0],
)
)

&

{0, 0, 0, 1.0188 },a(wg)z{ 3.2798, 0, 0, 0 }
{4.4218, 0, 0, 0 },a(w5)={ 0, 23342, 0, 0 }

(

(wy

2

as
bo
bs
o'
«

Esta solucién no es una solucién valida, ya que no se verifica la condicién impuesta para

los valores superior e inferior de los intervalos de los parametros identificados.
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3.5.2. Numero de conjuntos de valores a considerar.

En el proceso de identificacion propuesto, cada pardmetro del numerador y del
denominador introduce dos incoégnitas, que son el valor inferior y el valor superior del
intervalo. La solucién del sistema de ecuaciones que se plantea para determinar estas
incognitas es unica, cuando se verifica la ecuacion n + m = 2NV .S siendo n el orden
del numerador y m el del denominador de la familia de sistemas, y NV S el ntmero de

conjunto de valores utilizados para la identificacion.

Cuando la identificacion se aplica a familias de sistemas en las que los conjuntos de
valores utilizados (solamente con el proposito de verificar el funcionamiento del algoritmo)
se generan conociendo exactamente los valores de los elementos de la frontera del conjunto
de valores (arcos, segmentos y vértices), el teorema de Rouché-Frobenius garantiza que
las incognitas no principales del sistema de ecuaciones planteado por el algoritmo, son
cero. Esto es indicativo de que el nimero de conjunto de valores utilizado es excesivo
para los ordenes del polinomio numerador y denominador, que en este caso particular,

son conocidos.

En el caso real de aplicacion del algoritmo, se trata con conjuntos de valores procedentes
de la experimentacion. La expresion matematica de su familia de funciones de transferencia
no es conocida, ni tampoco los 6rdenes del numerador y del denominador. Por ello se
trabaja siempre con el mayor nimero de conjunto de valores posibles, con el objetivo de
obtener la mayor informacion del comportamiento de la familia de sistemas. Por tanto,
el orden de los polinomios determinado por la ecuacion n +m = 2NV S puede ser muy
elevado, aunque la planta a determinar tenga 6rdenes del numerador y del denominador
bajos. Esto es debido, a que los elementos que intervienen en la formacion del sistema de
ecuaciones se determinan de forma aproximada, y por tanto las incognitas no principales

del sistema planteado no llegan a ser cero.

., Como determinar el nimero minimo de conjuntos de valores necesarios? Es decir,
,.como plantear el sistema de ecuaciones con una matriz de coeficientes mas pequena, para
asi calcular los polinomios numerador y denominador con un orden menor? Recuérdese
que el nimero de conjuntos de valores determina el orden de la matriz de coeficientes
del sistema lineal que se utiliza para determinar los intervalos de los polinomios, por lo
que si se cuantifica la independencia lineal de las columnas de esa matriz de coeficientes,

serd posible disminuir el orden de la misma. Como consecuencia, disminuira el nimero de
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conjuntos de valores necesarios para la identificacion, y con él, el orden de los polinomios

numerador y denominador.

La descomposicion en valores singulares (SVD) [Leach, 2010| de una matriz A,
produce una factorizacion de la forma A = UXV?! donde U y V son matrices ortogonales,
y 2 es una matriz diagonal, donde sus elementos s; = s; > 0. Ademés, U y V pueden
determinarse de forma que s; > sy > s3 > ... > s, > 0. Teniendo en cuenta que la
SVD tiene esta propiedad, los valores s; se denominan valores singulares de A, y las

columnas de U y V se denominan vectores singulares.

De todas las propiedades de la descomposicion en valores singulares de una matriz,
existe una, que determina una medida, denominada nimero de condicién, relacionada

con la medida de la independencia lineal entre las columnas de la matriz. El nimero de
.., . Sm4 .
condicion de una matriz A es cond(A) = 2 > 1, donde Sy ¥ Smax son el valor singular
min

mayor y el menor de A. Si A es deficiente de rango, entonces algtin s; = 0 o proximo a

cero, y por tanto cond(A) = oc.

Utilizando el nimero de condiciéon, se puede cuantificar la independencia de las
columnas de una matriz A. Si cond(A) estda proximo a 1, entonces las columnas de A
son muy independientes. Cuando el nimero de condicion es muy alto, las columnas de
A presentan dependencia muy elevada. Por tanto, el nimero de valores singulares que es

distinto de cero, determina el rango de la matriz A.

Una forma de determinar la proximidad a cero de los valores singulares, consiste en
utilizar la norma infinito de la matriz A, y considerar que un valor singular es cero, si es

menor que 107" [|A|| _ con ¢ el namero de digitos significativos.

Si se aplica la descomposicién en valores singulares a la matriz del sistema de
ecuaciones del algoritmo de identificacion, mediante su nimero de condicién se puede
determinar el grado de dependencia lineal del sistema de ecuaciones, y por tanto disminuir
el orden de la matriz en el caso de un nimero de condiciéon muy alto, permitiendo reducir

el orden del numerador y del denominador a determinar.






Capitulo 4

Identificacion de sistemas de intervalos.

Menos de cinco vértices.

El método de identificacién propuesto en el capitulo 3 consiste en la determinacion
inicial de los valores asignados de los polinomios de Kharitonov del numerador y
del denominador a partir de al menos cinco vértices de la frontera del conjunto
de valores, situados en un mismo cuadrante. Una vez obtenidos los polinomios
asignados, se determinan los valores reales de los polinomios de Kharitonov
{Ku(jw), Kn(jw), Kus(jw), Kua(jw)}t v {Ka(jw), Ka(jw), Kas(jw), Ka(jw)}. Por

ultimo, se resuelve el sistema de ecuaciones 3.20.

Como se muestra en ese mismo capitulo, los vértices de la frontera del conjunto de
nj

dy,’
donden; (7 =1,2,3,4)yd; (k=1,2,3,4)son, respectivamente, los polinomios asignados

valores de un intervalo de plantas, pueden asignarse mediante las ecuaciones v; =

del numerador y del denominador. Cuando los vértices estan en el mismo cuadrante,

forman un Conjunto Ordenado de Vértices (SSV).

En este capitulo se muestra que dado un conjunto de valores, pueden determinarse
todos los polinomios asignados de los vértices de la frontera, si y so6lo si existe al menos
un arco o un segmento completo de la frontera en un cuadrante. Es decir, si existen
dos vértices en un cuadrante. Esta condicion no es restrictiva y practicamente todos los

conjuntos de valores la satisfacen.

La seccion 4.1 trata el caso del segmento completo y la seccion 4.2 el caso del

arco completo. Finalmente en la seccion 4.3 se construye el algoritmo necesario para
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la identificacion del intervalo de plantas, consistente en obtener los polinomios asignados
y determinar los polinomios de Kharitonov. Posteriormente se resolveria el sistema de
ecuaciones 3.20, como se indico en el capitulo 3, para obtener los parametros de la planta,

y asi finalizar el proceso de identificacion.

4.1. Determinaciéon de los polinomios asignados a partir

de un segmento completo en un cuadrante.

n
Sea S un segmento completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices v; = d_l
1

T2 .

y vo = —. La continuidad segmento-arco en un cuadrante (teorema 3.4) asegura que
. . dl .
existird un arco (o parte de un arco) sucesor a ese segmento en la frontera, de vértices

U 12 e
V2= Y Uasue = oY existird un arco predecesor (o parte de un arco) a ese segmento
1 2
s ny ny
en la frontera, de vértices vipreq = — y V1 = T
1

dix
antihorario. Las figuras 4.1 y 4.2 muestran esta situacion.

, con todos los vértices elegidos en sentido

05

Figura 4.1: Segmento y arcos predecesor y sucesor completos.

Si los arcos predecesor y sucesor fueran completos, los denominadores de los vértices
Vlpred Y Vasuc S€rian vértices asignados del rectangulo de Kharitonov. A partir del segmento
completo y segtn el teorema 3.6, basdndose en una de las posibles normalizaciones, pueden
determinarse los rectangulos asignados ni, no y di. La normalizacion utilizada se recoge

en el siguiente lema:
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Figura 4.2: Segmento y arcos predecesor y sucesor no completos.

Lema 4.1
[Normalizacién de segmento.] Sea S; un segmento completo de la frontera del conjunto de
valores, de vértices v, = % y vy = % y la normalizacién dy = cos (¢ (dy)) + jsin (¢ (dy)),
donde ¢ (d;) = 360° — argl(vg —vy). Ilfntonces:
n1 = vidy, ng = vady, day = L ; day = o
V2suc Vipred

siendo Vagyue (V1prea) cualquier punto del arco sucesor (predecesor) del segmento Sj.

Demostracion:

La normalizacion es una de las posibles soluciones (véase 3.6) para un conjunto de
valores. Esta normalizacion implica elegir un valor para el polinomio asignado d; con
modulo |dy| = 1y argumento ¢ (d;) de forma que el segmento formado por los polinomios
asignados n, y no sea paralelo al eje real, elegidos dichos polinomios en sentido antihorario.
Asi pues, a partir de la informacion obtenida de un segmento completo en un cuadrante,
pueden calcularse los valores de los polinomios asignados dy, ny y no, ademés de los valores

de day y dyn.
[ |

Para determinar los polinomios de Kharitonov a partir de los polinomios asignados,
deben determinarse al menos los valores de los polinomios asignados ny, ns, dy, ds (o bien

ng, N4, de, dy). Para ello, se estudiaran las relaciones que los demas vértices del conjunto



126 Identificacidén de sistemas de intervalos. Menos de cinco vértices.

de valores (en cualquier cuadrante) mantienen con los vértices del segmento completo
inicial. Este estudio se realiza para el caso general en el que nog # 0, noy #0, nyg #0 y
nyy # 0, es decir cuando ninguno de los polinomios asignados determinados a partir del
segmento completo inicial, estd sobre los ejes. Estos casos particulares se trataran mas

adelante.

Dado un vértice de la frontera del conjunto de valores v, = % en un cuadrante, el
objetivo es determinar los valores de los polinomios n, y d,, identimﬁcando su valor, y de
qué polinomios asignados se trata. El vértice v, pertenece a un segmento (o parte de un
segmento) y a un arco (o a parte de un arco) de la frontera, gracias a la continuidad
segmento-arco existente en un cuadrante. Luego v, seré el vértice de dos elementos, arco

y segmento, (figura 4.3) o segmento y arco (figura 4.4).

Figura 4.3: v, vértice de los elementos arco-segmento.

El polinomio d, puede ser uno de los cuatro polinomios asignados del denominador. El
lema siguiente muestra la condicion necesaria que debe verificar el valor de d, para que
., Ny
sea una solucion de v, = —.
X

Lema 4.2
[Condicion del denominador] Sea S; un segmento completo en un cuadrante, y sea d, el
denominador de un vértice v, = d—m de la frontera. Entonces, es condicién necesaria que d,

€T
satisfaga una de las siguientes condiciones:
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1. (le < d2)\R y dl[ < d4)\1) y

2. (le > d4)\R y dl[ < dQ)J) y

dmR = le y dyr = dyir

0
dyr = dipy dyr > dag
0
der = diry der > dig
0

der > dir y dgr > dig

dyr = digpy dpr = dyg
0

dyr = dipy der 2 dig
0

dyr = diry der < dig
0

der < diry dgr > dig

(dx = dy)
(de = da)
(dz = da)
(d = ds)
(dr = dy)
(dr = dy)
(de = da)
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(

dep = dig y dpr = duy (d. = dy)
0

dep =dipy dor < diy (dp = dy)

3. (dig > doar y diy > dary) y o

der = diyy dor < dig (dy = dy)
0

| dor < dipy dyor < dig (dy = ds3)

;

dyr = dig y dyr = dag (d;p = dl)
0

dep =dipy dor < diy (dp = da)

4. (dig < dypry diy > daxy) y 0

der = di1 y dor > dir (dy = dy)

o

| dor > digy dyor < dig (d; = ds3)

donde d;r denota la parte real de d; y d;; |la parte imaginaria de d;. Entre paréntesis se indica,

para cada caso, el polinomio asignado que debe ser d,.

Demostracion:

Se obtiene directamente de los datos obtenidos a partir del segmento completo en un
cuadrante, y de las propiedades de los rectangulos de Kharitonov. A partir del segmento
completo y de la normalizacion (lema 4.1) se conocen los valores de d, dsy y dgy. Por
tanto, el valor de d; puede establecerse como el polinomio de Kharitonov asociado Ky,

Kao, Kgz 0 Kga.

1. Si (dig < doar y di; < dyp;) entonces dy es Ky Dado d,, este serd un vértice del
rectangulo de Kharitonov del denominador, solamente si d,g = dig v dy; = dig
(entonces d, es di = Kg), 0 si dyr = dig y dgy > dyy (dy es dy = Kgy), o si
dyr = dir y dyr > dig (dy es do = Kg2), 08i dyr > dir 'y dyr > dip (dy es dg = Kgs).
(Figura 4.5).
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Figura 4.5: Casos donde d, es un vértice de Kharitonov del denominador.

Notese que si cualquiera de estas condiciones no se satisface, d, no puede ser una
solucion. Por ejemplo, si dyg = dig v dy; < dij, d, no pertenece al rectangulo de

vértices di, doy y dgy. La figura 4.6 muestra este caso.

o [§ L i L o S et

Figura 4.6: Casos donde d, no es un vértice de Kharitonov del denominador.

2. Si (dyg > dyr vy di < doyr) entonces dy es Kg. Dado d,, este sera un vértice del
rectangulo de Kharitonov del denominador, solamente si d,g = dig y dy; = dig
(entonces d, es di = Kg), 0 si dug = dig y dyg > diy (dy es dy = Kgys), o si
dpyy =diry dyr < dig (dyesdy = Kg1), 081 dpr < digy dyg > dyy (dy es dg = Kyy).
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3. Si (dig > doxg ¥ diy > dyrr) entonces dy es Ky3. Dado d, este serd un vértice del
rectangulo de Kharitonov del denominador, solamente si d,g = dig v dy; = dig
(entonces d, es di = Ky3), 0 8i dugp = dig y dyy < diy (dy es dy = Kgo) 0 dyy =
diry dep < dig (dy es dy = Kgu) 0 dyp < digy dyr < diy (dy es dg = Kg1).

4. Si dig < dyyr y dir > doy; entonces di es Kgy. Dado d,, este serd un vértice del
rectangulo de Kharitonov del denominador, solamente si d,g = dig v dy; = dig
(entonces d, es dy = Kg) 0 dyr = digp v dyy < dyy (dy es dy = Kg) 0 dyp =
diry dyr > dig (dp es dy = Kg3) 0 dyp > dig y dop < dip (dy es d3 = Kg).

Es bien conocido el comportamiento de un segmento en el plano, cuando se divide por

un numero complejo. La siguiente propiedad muestra este comportamiento.

Proposicién 4.1

Sea S, = 7 un segmento en el plano complejo, de vértices v,; y v,o (elegidos en sentido
antihorario),mdonde S es un segmento de vértices n, y n, (en sentido antihorario). Sea d,
un namero complejo, con argumento arg (d,). Si ¢ (S;) = arg (v — v1), se verifican las

siguientes relaciones:

1. arg(d,) = —p (S;) siy solo si arg (n, — n,) = 0°.
2. arg(d,) =90° — ¢ (S,) siy sélo si arg (n, — n,) = 90°.
3. arg (d,) = 180° — ¢ (S,) si y sélo si arg (n, —n,) = 180°.

4. arg(d,) = 270° — ¢ (S,) si y sélo si arg (n, — n,) = 270°.

El siguiente teorema muestra como caracterizar y calcular los polinomios n, y d,

asociados al vértice v, = d_x’ a partir de la informacion obtenida de un segmento de
xX

Ty L, . . . .,
la frontera S, en un cuadrante. v, = — es un vértice perteneciente a la interseccion de

€T
un segmento y un arco de la frontera, elegidos en sentido antihorario.

Teorema 4.1

[Predecesor]| Sean S} un segmento completo de la frontera del conjunto de valores con vértices

ny ng L. N2 N2
v; = — y vy = —, el arco de la frontera sucesor a S, de vértices vy = — Y Uogye = —, ¥
d; d, d; dax
L. ni ny .
el arco de la frontera predecesor a Sy, con vértices vipreq = I y U = n todos en sentido
AN 1
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A
ok
.
Ak
5
6
.
sk ! mfd=n,id;,
gt
-10 ‘
_2 &
Figura 4.7: Vértices para las condiciones del teorema 4.1.
. . Lo Nzpred Ty
antihorario. Sea S, un segmento de la frontera de vértices v, preqa = ¥ y Uy = n en
X

sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la intersecciéon del segment

con un arco de la frontera (figura 4.7). Entonces:

1. arg <v_z> = arg (dy) + ¢ (5;) (condicion C1.1) y el denominador d, de v, determi
V2

como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = ny
Vg

puede ser otro polinomio asignado.

xr
0.5,

nado

y no

2. Cuando n, # ng, arg (U—w) = arg (dy)+¢ (5:)+90° (condicion C1.2) y el denominador
U1

. nq . .. .
d, de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2)
/U.Z’

sé6lo si n, = ny y no puede ser otro polinomio asignado.

, SIy

3. Cuando n, # ny y n, # ng, tan (arg (v,) — ¢ (S;) +90°) neg > nay (condicion C1.3f

nag (1 + j tan (arg (v.) — ¢ (S:) +90°)

y el denominador d, de v, determinado como
(%

satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = n3 =

nog [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 90°)] y no puede ser otro polinomio asignado.

4. Cuando n, # mny, ny # ng, y n, # ng, tan(arg(v,) — ¢ (Sz) +180°) nig >

nir  (condicion Cl.4), y el denominador d, de wv, determinado como

nig [1 + 7 tan (arg (v,) — ¢ (S,) + 180°)]

Vg
(lema 4.2), si y sélo si n, = ny = nig [l + jtan (arg (v,) — ¢ (Sz) + 180°)].

Demostracion:

satisface la condicién del denominador
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A partir del segmento completo Sy, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen
m

los valores de dy, n1 = vidy, ny = vady, doy = . El valor de v, es

conocido.

n

1. <| Si n, = ny el valor de d, = 2 S puede calcular, y por tanto se satisface la
UI‘

condicion del denominador (lema 4.2), ya que al ser v, un vértice de la frontera, d,

serd uno de los polinomios asignados del denominador, y por tanto debe verificar

una de las cuatro condiciones del lema.

. d
Dividiendo el valor de v, = 12 por el valor de vy, = e se obtiene Yo —1, y
dm dl (] d:p
arg <U—‘”> = arg (di) — arg (dy).
o)

S, . .
Ademas S, = d—2, donde S, es parte del segmento de vértices n, y ns, verificandose
X
que arg (ny —ny) = 0 (por la normalizacion, pues tienen la misma parte imaginaria,
y su diferencia es un niamero real). Por la proposicion 4.1, arg(d,) = —¢(S;) y

entonces arg (Z—x) =arg (dy) + ¢ (S;), verificandose la condiciéon C1.1.
2

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion Cl1.1 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ng = Na, €8
unica. Notese que la condicion C1.1 se puede cumplir también cuandoxa) Ny = ns, b)
Ny = N4 0 ¢) N, = ny, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicion del denominador.
n
Sea d, el denominador de v, determinado como —2, verificando la condicion C1.1 y
Uy
S
la condicion del denominador. Ademas S, = d—2, donde S5 es parte del segmento de

T
vértices ny y no, y arg (ng —ny) = 0°.

n S
a) Sea d el denominador de v, determinado como —2_ Entonces S, = d—f donde

Vg
S3 es parte del segmento de vértices ny y ng, arg(ng —ns) = 90°$(por la
normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d) = 90° — ¢ (S,). Como v, es
n n
el mismo vértice, entonces arg d—f) = arg d_2 , de donde se deduce que
€T x

arg (n3) = arg (n2) + 90°. n, = ng verifica la condicion C1.1, puesto que

arg <Z_z) = arg (n2) +90° — arg (n2) + arg (d1) — 90° + ¢ (S,)

= arg (di) + ¢ (Sa) -
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n
Sea o = arg(ng), con tan(a) = ——. Entonces arg(ns) = a + 90° y
N2k
n n
tan (a +90°) = —~ = =L (por la normalizacion nsp = nyg). Por lo tanto
n3r 2R

2
. . n 4 *
N3 = Nogr + jnar = nog + jtan (a 4+ 90°) nog = nag —jnLR. Ademas arg (df) =
21

90° +arg (d, ), luego si d, = dyg + jd,; entonces d' = pe?2d, = —pdy,; + jpdyp.
n n
Como v, = d—2 y Uy = d—f, entonces nod; = nsd, y coinciden sus partes reales
xr
y sus partes imaginariasfc

Re (nedl) = Re (nsd,), luego

2
n
2R
—pdgrnar — pdyrnor = Nogdyr + - dyr
2r

9 _ 2
—pdynagpnar — pdyrNsr = NapNardyr + Nopder

— (pnar + nag) degnar = (nag + pnar) dernag.

. der Nay
Asi pues = ——

xR nar
Im (nodt) = Im (ngd,), luego

2
n

2R

pdyzrNor — pdyrner = dymog — da:R—n

27

2 2
pdzrN2RN2T — pd;pmg 1= dyrmorNor — dman R

(norp + nog) Nordyr = dyrnar (nar + pnar) .

Por tanto dar _ 12k
dzr nar
Igualando ambos resultados, Zﬂ = —Zi < n2, < 0, lo cual no es posible.
Por tanto, d, es una solucion, dQ;I no lo es%;f N, = Nz NO es una solucion.
b) Sea d el denominador de v, determinado como %. Entonces S, = %, donde
Sy es parte del segmento de vértices ns y ny, a?g (ng —ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 180° — ¢ (S,). Como v,
es el mismo vértice, entonces arg <%) = arg % , de donde se deduce que
arg (ng4) = arg (ng2) + 180°. n, = ny verifica la condicion C1.1, puesto que

arg <Z—:> = arg (ny) + 180° — arg (ny) + arg (dy) — 180° + ¢ (S;)

= arg (d1) + ¢ (5:) -

En este caso la demostracion es trivial, ya que arg (d%) = 180° 4 arg (d,.). Esta
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relacion no es posible, ya que el polinomio de Kharitonov del denominador no

contiene al cero.

n S
¢) Sea d; el denominador de v, determinado como L Entonces S, = d—:, donde
Uy

S1 es parte del segmento de vértices ng y ny, arg(n; —ny) = 270° (por la
normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 270° — ¢ (S,). Como v,
U
d
arg (ny) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C1.1, puesto que

. L . 1
es el mismo vértice, entonces arg E) = arg , de donde se deduce que
X

arg (Z—Z) = arg (ny) + 270° — arg (ny) + arg (dy) — 270° + ¢ (S;)

= arg (d1) + ¢ (5:) -

n
Sea o = arg(ng), con tan(a) = ——. Entonces arg(ni;) = a + 270° y
N2Rr

n n
tan (a 4 270°) = —L = 2L (por la normalizacion ni; = ngr). Por lo tanto
R nir
Ny = nig + jnor = e + jngy = —n—gl + jnor. Ademas, arg (df) =
1 1R 2 = o (@ + 270°) 21 — 21 ) x
270° + arg (d,.), luego si d, = d,r + jd,; entonces d’ = pe’32d, = pd,; — jpd.g.
n n
Como v, = d_2 Y Uy = d—i, entonces nqd; = nid, y coinciden sus partes reales

y sus partes imaginarias.
Re (ned?) = Re (nyd,), luego

2

n
+pdyrnog + pdurnor = ——2Ldur — Nardyr
N2R
(nor + napp) dernor = — (narp + ”21) dyrNor-
d, n
Asi pues A—c
dyr Nag

Im (nodt) = Im (nqd, ), luego

2

n
o1
—pdyrnor + pdyner = —d,r—— + dyrnor
N2Rr
_ 2
—pdyrnopnap + pdyrnernog = —dgnsr + dyarNornar

(ngy + prgr) dyrnor = dyrnor (pnag + nop) -

der Mg
Por tanto —— = ——.
dsr Nar
N2Rr Nay .
Igualando ambos resultados, — = ——— < n3, < 0, lo cual no es posible.
nor noRr

Por tanto, d, es una solucién, d; no lo es y n, = ny no es una solucion.
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n
2. <| Si n, = ny el valor de d, = L se puede calcular, y por tanto se satisface la
Vg
condicion del denominador (lema 4.2), ya que al ser v, un vértice de la frontera, d,
serd uno de los polinomios asignados del denominador, y por tanto debe verificar

una de las cuatro condiciones del lema.

. d
Dividiendo el valor de v, = i} por el valor de v; = el se obtiene L y
dz dl U1 d:c
Vg
arg <—> = arg (dy) — arg (dy).
U1
. S . L
Ademés S, = donde S es parte del segmento de vértices ny y nq, verificAndose

d_za
que arg (n; — ng) = 270° (por la normalizacion). Por la proposicion 4.1 arg (d,) =

270°—¢ (S;) y entonces arg <U—$> = arg (d1)+¢ (S;)+90°, verificandose la condicion
(%1
Cl.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C1.2 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ng = Ny, €S
unica. Notese que si n, # no, la condicion C1.2 se puede cumplir tamgién cuando a)
n, = ns 0 b) n, = ng, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicién del denominador.

. . m . ..
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C1.2 y
Vg

S
la condicion del denominador. Ademas S, = d—l, donde S; es parte del segmento de
vértices ny y ny, y arg (ny — ny) = 270°.

n S

a) Sea d el denominador de v, determinado como — Entonces S, = d—?’, donde
Vg *

S3 es parte del segmento de vértices ny y ng, arg(ng —ng) = 90 (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 90° — ¢ (S,). Como v, es

. L. 1 N3
el mismo vértice, entonces arg )= arg 7 ) de donde se deduce que
xr X

arg (n3) = arg (ny) + 180°. n, = ng verifica la condicion C1.2, puesto que

arg <Z_$> = arg (ny) + 180° — arg (ny) + arg (dy) — 90° + ¢ (S,)
1
= arg (di) + ¢ (S;) + 90°.
En este caso, la demostracion es trivial, ya que arg (d%) = —180° + arg (d,)

(arg (d,) = 270° — ¢ (S,) y arg (d%) = 90° — ¢ (S;)). Esto no es posible, porque
el polinomio de Kharitonov del denominador no puede contener el cero.

n S.
b) Sea d el denominador de v, determinado como —. Entonces S, = d—f, donde
Uy *
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Sy es parte del segmento de vértices ng y ny, arg(ng —ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d:) = 180° — ¢ (S,). Como v,

. - Ty n
es el mismo vértice entonces arg )= arg 1) de donde se deduce que
x €T

arg (ny) = arg (ny) + 270°. n, = ny verifica la condicion C1.2, puesto que

arg (U—z> = arg (ny) + 270° — arg (n1) + arg (dy) — 180° + ¢ (S;)

U1
=arg (dy) + ¢ (S;) + 90°.

n
Sea o = arg(ny), con tan(a) = ——. Entonces arg(ns) = a + 270° y
R
n n
tan (a4 270°) = —~ = —— (por la normalizacién niz = n4g) . Por lo
N4R niy

2

n
tanto ngy = nyp + jn4[ = Nir + jantan (Oé+ 2700) = N1Rr — ]#R Ademas
17

arg (dX) = —90° + arg (d,), luego si d, = d,p + jd,r entonces d* = pe’®2d, =
pd:}cl - .]pd:rR

ny Ty ..
Como v, = T Y Uy = prE entonces nid; = n4d, y coinciden sus partes reales

y sus partes imaginarias.
Re (n1d}) = Re (n4d,), luego

n?
1R

—=dyr +nirdyr

nir

2
pdzrnignir + pdgrnirnir = +nigder + nirdgrnar

pd:}clan + pd:}cRnH =+

(,07111 - an) dymig = (an - Pnu) dyrnar.

. der nir
Asi pues = ——

dzr nip
Im (nyd%) = Im (nyd,), luego

n2

1R
—pdzrnir + pdyrni = _d:pR—n +dymar
17
_ 2
—pdyrnignar + pdgrnimir = —dyrnip + dyrmirnar

(—pnir +nyg) dernir = (Nag — pnar) dyrnag.

d I nq
Por tanto —=& = —&
dzr niy
nir ny .
[gualando ambos resultados, ——— = 2R n?p < 0, lo cual no es posible.
1R nir

Por tanto, d, es una solucién, d; no lo es, y n, = n4 no es una solucion.

. ns .
3. «<| Si n, = n3 entonces d, = — no se puede calcular directamente, porque no se
xr
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conoce el valor de n3. Veremos en primer lugar que la condicion C1.3 se verifica.

S.

Si n, = ng entonces S, = d_g’ donde S3 es parte del segmento de vértices
xr

ny y ng, verificindose que arg(ng —ny) = 90° (por la normalizacion). Por la

proposicion 4.1 arg (d,) = 90° — ¢ (S,) y entonces arg (n3) = arg (v,) + arg (d,) =
arg (v;) + 90° — ¢ (S,). Como nor = ngg entonces ng = nsg + jny; = nor +

Jnog tan (arg (v,) + 90° — ¢ (S;)).

Por otro lado, n3; > ng; porque los vértices asignados son elegidos en sentido
antihorario. Por tanto se verifica que tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 90°) nog > nay, que

es la condicion C1.3.

Ademaés puede calcularse d, mediante la expresion

g s _ 2R [1+ jtan (arg (vy) — ¢ (Sz) + 90°)]

Uy Uy

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C1.3 y la

condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucién d, = —, n, = ngz, es
v

x
unica. Notese que si n, # ny y n, # nq, la condicion C1.3 se puede cumplir cuando

Ny = Ny.

. . ns3 . ..,
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condiciéon C1.3 y
UI‘

%

R donde S3 es parte del segmento de

la condicién del denominador. Ademas S, =
vértices nyg y ng, y arg (ng — ng) = 90°.
Sea d} el denominador de v, determinado como E. Entonces S, = %, donde S, es
parte del segmento de vértices ns y ny, arg (ny —U'rgzﬂg) = 180° (por la nf)rmalizacién),
y por la proposicion 4.1 arg (d}) = 180° — ¢ (S,) = arg(d,) + 90°. Por tanto d} =
pj(der + jder) = —pdyr + jpdyr.

dx .

T

arg (ny) = arg (n3) +90°. Sea a = arg(ns), entonces a + 90° = arg (ny) = arg (v,) +

n n
Como v, es el mismo vértice, arg (—4> = arg (d—3>, de donde se deduce que

arg (d}) = arg (v,) + 180° — ¢ (S,). Por tanto o = arg (v,) +90° — ¢ (S,), y como es
el argumento de ng verifica ng = nog tan (a) > naey (por la normalizacion), es decir,

la condicion C1.3 se satisface.

Si n, = ng entonces ng = ngg + jna = nig + jnog tan (arg (vy) +90° — ¢ (S,)), ¥
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el denominador d; puede calcularse mediante la expresion

ng _ mig + jtan (arg (v.) — ¢ (Sp) +90°) nog

* E—
d, =
UZ’ UI
C _ Ngr . . - . .
omo tan (o) = — entonces ng = Ngg + jns;r = Nog + Jjnegtan (o) = nop +
3R
. nsy o . . . . . N3Rr
JNar——, Y M4 = g + Jnar = nig + jnigtan (a 4+ 90) = nig — jnig——.
n3gr nar
C =0, = ent d* = nyd, y coincid tes real
0mo vy = =y v, = 7, entonces nd; = nad, y coinciden sus partes reales y sus
T x

partes imaginarias.

Re (n3d’) = Re (n4d,), luego

N3R
—NorPdyr — N31pdyr = Nigdyr + dzrnig p—
37

n2Rn31Pd:c1 - n31n31pdzR = nirN3rdyr + derMirN3R
— (ngrp + nar) nardyr = (ng + narp) nardyg-
dyr n3r

Asi pues =——
dxr n3Rr

Im (n3d%) = Im (nyd,), luego

Nn3Rr
—n31pdyr + Noppdyr = dgrnir — d:pRann—
37

_nSInSIpdzI + n31n2dezR = dymipnar — dyrNiRN3R

— (narp + nur) dernar = — (n3rp + nar) derN3g.
d I n
Por tanto —& = —&
xR 31
nsr n .
Igualando ambos resultados, —BL = R n3p < 0, lo cual no es posible. Por
3R n3r

tanto d, es una solucion, d; no lo es y n, = nz no es una solucion.

. Ny .
4. «<| Si n, = ny entonces d, = — no se puede calcular directamente, puesto que no
x
se conoce el valor de ny. Veremos en primer lugar que la condicion C1.4 se verifica.

) S. )
Si n, = n4 entonces S, = d—4, donde S, es parte del segmento de vértices
X
ns y ng, verificindose que arg(ns —ns) = 180° (por la normalizacion). Por la

proposicion 4.1 arg (d,) = 180° — ¢ (S,) y entonces arg (ny) = arg (v,) + arg (d,) =
arg (vg) + 180° — ¢ (S;). Como nig = nyg, entonces ny = nyr + jnay = Nig +

Jnig tan (arg (v,) + 180° — ¢ (S;)).
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Por otro lado, ny; > ny; porque los vértices asignados son elegidos en sentido
antihorario. Por tanto se verifica que tan (arg (v,) — ¢ (Sz) + 180°) n1g > nqs, que

es la condicion C1.4.
Ademas puede calcularse d, mediante la expresion

g M _ Mg [1+ jtan (arg (v.) — ¢ (S,) + 180°)]

Vg Vg

=| Si ng # no, Ny # Ny y Ny # nz entonces n, = ny.

El siguiente teorema es andlogo al teorema 4.1 pero en este caso S, es un segmento

T Ny Ngsuc . . . Ny L.
de vértices v, = T YV Uzsue = , en sentido antihorario. v, = — es un vértice
X

d dy

perteneciente a la interseccion de un arco y un segmento de la frontera.

Teorema 4.2

[Sucesor] Sean S; un segmento completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices

ny N2 L U N2
v; = — y vy = —, el arco de la frontera sucesor a Sy, de vértices vo = — y Vogye = —, Y
dy dy " nd1 dax
- 1 1 .
el arco de la frontera predecesor a Sy con vértices vipreq = I y v = n todos en sentido
4 1
. . , . xr anUC .
antihorario. Sea S, un segmento de la frontera de vértices v, = T Y Vpsue = g en sentido
X

X
antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccién de un arco de la frontera

con el segmento S,. Entonces:

1. arg <Z—I> = arg(dy) + ¢ (S;) — 90° (condicién C2.1) y el denominador d, de v,
2

determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si
Vg

n, = ng y no puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando n, # ny, arg (2—1) = arg (dy) + ¢ (S:) (condicién C2.2) y el denominador d,
1

de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo
Vg

si n, = ny y no puede ser otro polinomio asignado.

3. Cuando n, # ny y n, # ne, tan (arg (v,) — ¢ (S.) + 180°) nar > na; (condicion C2.3)
nor [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S.) + 180°)]

y el denominador d, de v, determinado como
Uy

satisface la condicion del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = ng =

nog [1 4 j tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°)], y no puede ser otro polinomio asignado.
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4. Cuando n, # mny, ny # na, y n, # ng, tan(arg(v,) — ¢ (Sz) +270°) nig >
ni;  (condicion C2.4) y el denominador d, de v, determinado como
nig [l + jtan (arg (v,) — ¢ (S.) + 270°)]

v:c
(lema 4.2), si y sélo si n, = ny = nip [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 270°)].

satisface la condicién del denominador

Demostracion:

A partir del segmento completo Sy, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen
T2 n

los valores de dq, n1 = vidy, ny = vady, doy = y dy = . El valor de v, es

. V2suc Vipred
conocido.

n

1. <| Si n, = ny el valor de d, = 2 se puede calcular, y por tanto se satisface la
Vg

condicion del denominador (lema 4.2), ya que al ser v, un vértice de la frontera, d,

serd uno de los polinomios asignados del denominador, y por tanto debe verificar

una de las cuatro condiciones del lema.

n n Uy d
Dividiendo el valor de v, = -2 por el valor de vy, = “2 §e obtiene —- = —1, y
d:c dl % dz
Vg
arg <—) = arg (di) — arg (dy).
o)
Ademas S, = d—2, donde S, es parte del segmento de vértices ny y ng, verificandose

que arg (n3 —ng) = 90° (por la normalizacion). Por la proposicion 4.1, arg (d,) =
90°— (S,) y entonces arg (Z—x) = arg (dy)+¢ (S;) —90°, verificandose la condicion
C2.1. ’

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.1 y la
condiciéon del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = @, Ny = No, €S
unica. Notese que la condicion C2.1 se puede cumplir también cuandc?g) Ny = N3, b)
Ny = N4 0 ¢) N, = nq, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicion del denominador.

. . U . ..
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C2.1 y
Vg

.. . S,
la condicion del denominador. Ademéas S, = d_z’ donde S5 es parte del segmento de
xX
vértices ny y ng, y arg (n3 — ny) = 90°.

n S

a) Sea d el denominador de v, determinado como —2_ Entonces S, = d—?’, donde
Vg *

S3 es parte del segmento de vértices n3 y ng, arg(ng — ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 180° — ¢ (S,). Como v,
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n n
es el mismo vértice, entonces arg d—i’) = arg <d—2), de donde se deduce que
x x

arg (n3) = arg (n2) + 90°. n, = ng verifica la condicion C2.1, puesto que

arg <Z_2> = arg (ns) + 90° — arg (ny) + arg (di) — 180° + ¢ (Sy)

= arg (di) + ¢ (S;) — 90°.

n
Sea a = arg(ny), con tan(a) = —=. Entonces arg(ns) = a + 90° y
N2k

n n
tan (a +90°) = —~ = =L (por la normalizacion nsp = nyg). Por lo tanto
n3Rr Nar

2
n
N3 = Nogr + jnar = nag + jtan (a + 90°) nog = nag —j%. Ademas arg (df) =
21
90° +arg (d, ), luego si d, = dyg + jd,; entonces d: = pe?2d, = —pdy,; + jpdyp.

na ns « .
Como v, = T y Uy = prE entonces nod; = nsd, y coinciden sus partes reales
€z x
y sus partes 1maginarias.

Re (ned!) = Re (nsd,) , luego

n2

R
—pdynop — pdyrnor = Nogpdyp + n—d:pl
or

2 2
—pdynagnar — pdyrNa; = NapNardyr + Nopder

— (pnyy + nar) dupnar = (Nyp + pnar) dyrnag.

. dyr Nay
Asi pues = ——

TR Nar
Im (nodt) = Im (ngd,), luego

2
n
2R
pdzrNor — pdgrner = dymog — da:R—n
21

2 _ 2
,Odan2Rn21 - pdzlngj = dgymogrnar — d:canR

(norp + ngp) nordyr = dyinaer (nogr + pnar) -

der  Mag
Por tanto — = ——.
TR Nor
N2Rr Nay .
Igualando ambos resultados, — = ——— < n3, < 0, lo cual no es posible.
nor noRr

Por tanto d, es una solucién, d no lo es y n, = ns no es una solucion.

n S.
b) Sea d el denominador de v, determinado como —2_ Entonces S, = d—j‘, donde
Vg

Sy es parte del segmento de vértices ny y ng, arg(ny; —ny) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (di) = 270° — ¢ (S,). Como v,

. - Ty N2
es el mismo vértice, entonces arg )= arg 7 ) de donde se deduce que
x x
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arg (ny) = arg (ng) + 180°. n, = ny verifica la condicion C2.1, puesto que

arg (Z—:) = arg (ng) + 180° — arg (ng) + arg (dy) — 270° + ¢ (S;)

= arg (di) + ¢ (S;) — 90°.

En este caso la demostracion es trivial, ya que arg (d¥) = 180° + arg (d,). Esta
relacion no es posible, ya que el polinomio de Kharitonov del denominador no

contiene al cero.

Sea d; el denominador de v, determinado como % Entonces S, = %,

donde S; es parte del segmento de vértices ny y nq, grg (ng —ny) = 0° (p(w)r

la normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d%) = —¢ (S,). Como v, es

el mismo vértice, entonces arg (%) = arg % , de donde se deduce que
- x

arg (ny) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C2.1, puesto que

v

arg (—) — arg (1) — arg (ny) + arg (dh) — arg(d)

= 270° 4 arg (dy) + ¢ (S.) = arg (d1) + ¢ (Sz) — 90°.

n
Sea a = arg(ng), con tan(a) = ——. Entonces arg(ni) = a + 270° y
N2r
n n
tan (a 4 270°) = —L = 2L (por la normalizacion no; = nqr). Por lo tanto
MR MR
ny = nig + jni; = e + Jnor = —n—gl + jnor. Ademas, arg (df) =

270° + arg (d,.), luego si d, = d,r + jd,; entonces d* = pe’32d, = pd,; — jpd.g.
o Tq ..
Como v, = T Y Uy = 7 entonces nqd; = nid, y coinciden sus partes reales

y sus partes imaginarias.

Re (nedf) = Re (nyd,), luego

2

n
+pdyrnog + pdurnor = ——2Ldur — Nardyr
N2Rr
(nzl + an,O) dprnop = — (anP + nz[) dyrnor.
dyr Nar

Asi pues = ——
dzr N2Rr
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Im (nodl) = Im (nyd,), luego

2

n
27
—pdyrnop + pdyrner = —dyr—— + dyrnos
N2Rr
_ 2
—pdyrnopnop + pdynernog = —dg s + dyrnornag

(ny; + pnaor) durner = dyrnog (pnor + nar) .

der  MaR
Por tanto — = ——.
dzr Nnor
N2Rr Nar .
Igualando ambos resultados, — = ——— < n3, < 0, lo cual no es posible.
nor noRr

Por tanto d, es una solucion, d; no lo es y n, = n; no es una solucion.

n

2. <| Si n, = ny el valor de d, = L se puede calcular, y por tanto se satisface la
UI‘

condicion del denominador (lema 4.2), ya que al ser v, un vértice de la frontera, d,

serd uno de los polinomios asignados del denominador, y por tanto debe verificar

una de las cuatro condiciones del lema.

x . d
Dividiendo el valor de v, = la por el valor de v, = ) se obtiene LC—— y
dz dl U1 d:c
arg <U—z> = arg (di) — arg (dy).
(%1

S . )
Ademés S, = d_l’ donde S es parte del segmento de vértices ny y nq, verificAndose
X

que arg(ng —ny) = 0° (por la normalizacion). Por la proposicion 4.1 arg (d,) =

—p (S;) y entonces arg <U—$ = arg (dy) + ¢ (S,), verificandose la condicion C2.2.
1

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.2 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ng = Ny, €S
unica. Notese que si n, # no, la condicion C2.2 se puede cumplir tamgién cuando a)
n, = ns 0 b) n, = ng, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicién del denominador.

n

Sea d, el denominador de v, determinado como —1, verificando la condicion C2.2 y
Uy

S1

T donde S; es parte del segmento de

la condicién del denominador. Ademas S, =

vértices ny y ng, y arg (ng — ny) = 0°.

. : n S
a) Sea d} el denominador de v, determinado como —2_ Entonces S, = d_s’ donde
Vg .

S3 es parte del segmento de vértices n3 y ng, arg(ng — ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (di) = 180° — ¢ (S,). Como v,

. " m n3
es el mismo vértice, entonces arg )= arg 7 ) de donde se deduce que
X

xT
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arg (ng) = arg (ny) + 180°. n, = ns verifica la condicion C2.2, puesto que

arg (U—z> = arg (ng) + 180° — arg (n1) + arg (dy) — 180° + ¢ (S;)

= arg (d1) + ¢ (52) -

En este caso la demostracion es trivial, ya que arg(df) = 180° — arg(d,)
(arg (d;) = —p(S,) v arg(df) = 180° — ¢ (S,)). Esto no es posible, porque

el polinomio de Kharitonov del denominador no puede contener el cero.

: : n S
Sea d; el denominador de v, determinado como —. Entonces S, = d—4, donde
Vg *

Sy es parte del segmento de vértices ny y ny, arg(ny —ny) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d}) = 270° — ¢ (S,). Como v,

n

. . 4
es el mismo vértice, entonces arg )= arg , de donde se deduce que
X

ni
d
arg (ng) = arg (ny) + 270°. n, = ny verifica la condicion C2.2, puesto que

arg (U—x> = arg (ny) + 270° — arg (ny) + arg (dy) — 270° + ¢ (S;)

= arg (d1) + ¢ (5a) -

n
Sea o = arg(ny), con tan(a) = ——. Entonces arg(ns) = a + 270° y
MR

n n
tan (a4 270°) = —~ = —— (por la normalizacion). Por lo tanto n, =
NaR nir

2
nar + jna = nig + jmgtan (o + 270°) = nip — jzﬂ. Ademas arg (df) =

11
270° + arg (d,) (arg(d,) = —¢(S.), arg(dl) = 270° — ¢ (S;)), luego si
d, = dyr + jd,r entonces d; = pel32d, = pdyr — jpdyp.

nq ny ..
Como v, = 7 Y Uy = 7 entonces nid; = n4d, y coinciden sus partes reales
€ x

y sus partes imaginarias.
Re (n1d}) = Re (n4d,), luego

2

n
pdzrnig + pdyarnir = +#Rdml +nirdyr
17

2
pdyrnirnar + pdypnirnir = +nipder + nipdyrnar

(,07111 - an) dymig = (an - Pnu) dyrnar.

. dyr nir
Asi pues =——.
dyr R
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Im (nd:) = Im (nyd,), luego

2

n
1R
—pdzgnir + pdyrni = _dmR—n +dymir
17
_ 2
—pdyrnignar + pdgrnimir = —dyrnip + dyrnirnar

(—pnir +nyg) dernir = (Mg — pnar) dernag.

dy1 NiR
Por tanto — = —.
xR nir
nir niRr .
[gualando ambos resultados ——— = —— < ni, < 0, lo cual no es posible.
MR nir

Por tanto, d, es una solucién, d; no lo es y n, = n4 no es una solucion.

. ns .
3. <[ Si n, = n3 entonces d, = — no se puede calcular directamente, porque no se
X
conoce el valor de n3. Veremos en primer lugar que la condicion C2.3 se verifica.

Si n, = ng entonces S, = d—j, donde S3 es parte del segmento de vértices
ns y ng, verificindose que arg(nyg —ng) = 180° (por la normalizacion). Por la
proposicion 4.1 arg (d,) = 180° — ¢ (S,.) y entonces arg (n3) = arg (v,) + arg (d,) =
arg (v;) + 180° — ¢ (S;). Como nog = ngg entonces n3 = ngr + jng; = Nor +
Jnag tan (arg (v,) + 180° — ¢ (S;)).

Por otro lado, n3; > ng; porque los vértices asignados son elegidos en sentido

antihorario. Por tanto se verifica que tan (arg (v,) — ¢ (Sz) + 180) nor > ngy, que

es la condicion C2.3.

Ademaés puede calcularse d, mediante la expresion

g T _ e [1+ jtan (arg (vy) — ¢ (S,) + 180)]

Vg Vg

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.3 y la

condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucién d, = —, n, = ngz, €s
v

x
tnica. Notese que si n, # ns y n, # nyq, la condicion C2.3 se puede verificar cuando

Ny = Ny.

. . ns . ..,
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condiciéon C2.3 y
Uy

S,
la condiciéon del denominador. Ademas S, = d—g, donde S3 es parte del segmento de
vértices n3 y ng, y arg (ng — ng) = 180°.

. . n S.
Sea d} el denominador de v, determinado como 4 Entonces S, = d—4, donde S, es
U *

x
parte del segmento de vértices ny y nq, arg (ny — ny) = 270° (por la nf)rmalizacién),
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y por la proposicion 4.1 arg (df) = 270° — ¢ (S,) = 90° + arg(d,.). Por tanto df =
pj (d:JcR +.]d:pl> = _pdml +.]:0de

Como v, es el mismo vértice arg (%) = arg (%), de donde se deduce que
arg(ny) = arg(ng) + 90°. Sea a = marg(ny,), entonces a +90° = arg(ng) =
arg (v, ) +arg (d}) = arg (v,) +270°— ¢ (S;). Por tanto a = arg (v,) —p (S;)+180°, y
como es el argumento de ng verifica ng; = nog tan (a) > ney (por la normalizacion),

es decir, la condicion C2.3 se satisface.

Si n, = ny entonces ny = nyr + jna = nig + jneg tan (arg (v,) + 180° — v (S;)), v

el denominador d}puede calcularse mediante la expresion

ny _ mig + jtan (arg (v.) — ¢ (Sz) +180°) nap

df =
R O Uy
n3r . .
Como tan (o) = — entonces ng = ngr + jnsr = nogr + jnertan (a) = nog +
3R

. nsr . . . nsr

Jnor——, ¥ N4 = Nug + jnar = mpg + jnigtan (o +90) = nip — jnipg—.
N3R n3y

C 0= d* = nyd incid 1

0mo vy = 7y Vp = entonces ngd: = nyd,, y coinciden sus partes reales y sus

T x

partes imaginarias.

Re (n3d:) = Re (n4d,), luego

N2R
—Norpdyr — N3rpdyr = Nipdyr + dzlan—n
37

—annsmde - n3ln31pd:cR = nirnagrdyr + dermirnse

— (n31p + nir) nardyr = (nig + narp) nsrdyg-

. der n3r
Asi pues =——
dzr n3r

Im (nsd:) = I'm (nyd,), luego

N2R
—ngrpdyr + noppdyr = dgrnir — danlR—n
37

—n31N3rpPdyr + n3norpdyr = dyrnipNar — dyrN1RN2R

— (n3rp +nigr) dernsr = — (n3rp + nag) dernog.
d n
Por tanto —— = —&
dzr nar
n n
Igualando ambos resultados, S I LN n3p < 0, lo cual no es posible. Por
N33R n3r

tanto, d, es una solucion, d; no lo es, y n, = nz no es una solucion.
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. Ny .
4. <| Si n, = n4 entonces d, = — no se puede calcular directamente, puesto que no
Uy

se conoce el valor de ny. Veremos en primer lugar que la condicion C2.4 se verifica.

. S. .
Si n, = ny4 entonces S, = d—4, donde S, es parte del segmento de vértices
X
ny y ng, verificindose que arg(n; —ny) = 270° (por la normalizacion). Por la

proposicion 4.1 arg (d,) = 270° — ¢ (S,) y entonces arg (ny) = arg (v,) + arg (d,) =
arg (v;) + 270° — ¢ (S,). Como nig = nyg, entonces ny = nyg + jnyg = Mg +

Jnig tan (arg (v,) + 270 — o (S,)).

Por otro lado, ny; > mny7, porque los vértices asignados son elegidos en sentido
antihorario. Por tanto se verifica que tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 270) n1g > nyy, que es

la condicion C2.4.

Ademés d, puede calcularse mediante la expresion

g T _ g [1+ jtan (arg (v,) — ¢ (S,) + 270)]

Vg Vg

=| Si n, # n9, n, # ny y n, # nz entonces debe ser n, = ny.

4.2. Determinacion de los polinomios asignados a partir

de un arco completo en un cuadrante.

Continuando con el objetivo de determinar los polinomios numerador y denominador
asociados a un vértice del conjunto de valores, con el menor nimero de elementos, se

estudiard en esta seccion el caso de un arco completo en un cuadrante.

n
Sea A un arco completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices v; = d_l y
1

ny - s
vy = —. La continuidad arco-segmento en un cuadrante (teorema 3.4) asegura que existira
2

_ n
un segmento (o parte de un segmento) sucesor a ese arco en la frontera, de vértices vy = —
dy
T2 e
Y Vogye = R y existird un segmento (o parte de un segmento) predecesor a ese arco en
2

- Togx ny - . .
la frontera, de vértices vipreq = 7 y v = T con todos los vértices elegidos en sentido
1 1

antihorario.

Cuando los segmentos predecesor y sucesor son segmentos completos, los numeradores



148 Identificacidén de sistemas de intervalos. Menos de cinco vértices.

de los vértices vVagye Y Viprea sON vértices asignados del rectdngulo de Kharitonov. La figura

4.8 muestra esta situacion.

)
£
’

= = § Vasuee M2p/d,7N1,
sl d\ny_mred Ny,fdy=N, 7, g g suee
Il SO : : -
—e : -
n, /d -7
17 B rd
: i - nyfd,
0 I I 1 i 1 1 I | j
o 02 04 06 08 ] 12 14 16 18

Figura 4.8: Arco y dos segmentos completos.

A partir del arco completo, y segin el teorema 3.7, basidndose en una de las
posibles normalizaciones, pueden determinarse los rectangulos asignados dy, ds y n;. La

normalizacion utilizada es la siguiente.

Lema 4.3
[Normalizacién de arco.] Sea A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores, de
vértices v; = d_l y vy = d_l y la normalizacién n; = cos (¢ (ny)) + jsin(¢ (n1)), donde
1 2
1 1
¢ (ny1) = 360° — arg <— - —). Entonces
V2 U1
ny Tq
di = —, da = —, nux = d1V1prea Y Nax = d2Vasuc
(% V2

siendo Vague (Viprea) cualquier punto del segmento sucesor (predecesor) del arco A;.

Demostracion:

La normalizacion es una de las posibles soluciones (véase 3.7) para un conjunto de
valores. Esta normalizacion implica elegir un valor para el polinomio asignado n; con
modulo |nq| = 1y argumento ¢ (n;) de modo que el segmento formado por los polinomios
asignados d; y ds sea paralelo al eje real, elegidos dichos polinomios en sentido antihorario.
Por tanto, a partir de la informaciéon obtenida de un arco completo en un cuadrante,

pueden calcularse los valores de los polinomios asignados di, ds, ny, ademéas de los valores
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Tiox Y Tigx.
[ |

Igual que en el caso de la normalizacion de segmento (4.1), este estudio se realiza para

el caso general en el que dog # 0, doy # 0, dig # 0y di # 0.

Dado un vértice de la frontera del conjunto de valores, v, = %, en un cuadrante, el
objetivo es determinar los valores de los polinomios n, y d,, identiﬁgando su valor y de qué
polinomios asignados se trata. El vértice v, pertenece a un arco (o parte de un arco) y un
segmento (o parte de un segmento) de la frontera, gracias a la continuidad arco-segmento
existente en un cuadrante. Luego v, sera el vértice de dos elementos, segmento y arco,

(figura 4.9), o arco y segmento, (figura 4.10).

Figura 4.10: v, vértice de dos elementos, arco-segmento.
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El polinomio n, puede ser uno de los cuatro polinomios asignados del numerador. El

siguiente lema muestra la condicion necesaria que debe verificar el valor del numerador

n, para que sea una solucion de v,

Lema 4.4

[Condicién del numerador.] Sea A; un

. n
de un vértice v, = — de la frontera.

xT

de las siguientes condiciones

L (mg <naxr Yy nir < Naxr) Y

2. (nir > naxp y nir < Naar) Y

3. (nir > Noxp Y Nar > Nunr) Y

Ny

€T

arco completo en un cuadrante, y sea n, el numerador

Entonces, es condicién necesaria que n, satisfaga una

Ngr = NMIR Y Nar = N141
o

Ngr = NIR Y Nal = N1T
o

Ngr = N1y Y Ngr = MR
o

Ngr > MR Y Npr > NJ

NgR = MIRY Ngr = N1g
o

NgR = MR Y Nzl = N1T
0

Ngr =N1r Y Ngr < MR
0

Ner < NMIR Y Ngr > N1J

NgR = MIRY Mgy = N1g
o

NgRr = MR Y Nar < N1g
o

Ner = N11 Y Ner < MR
0

Ner < MIRY Ngr < N1y

(e

(14

nl)

714)

712)

ng)

nl)

ng)

7’L4)

ng)

nl)

n4)

ng)

ng)
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(
Ngr = MR Y Nzr = Nr (n:z: = nl)
o)
Ner = MR Y Nar <M1 (Mg = N2)
4. (nip < Maxp y nar > Naxr) y 0
Nar =M1 Y Ngr = Mg (Mg = Ny)
o)
NgR > MR Y Mg < NJ (ny = ng)

donde n;x denota la parte real de n; y n;; la parte imaginaria de n;. Entre paréntesis se indica,

para cada caso, el polinomio asignado que debe ser n,.

Demostracion:

Se obtiene directamente de los datos obtenidos a partir del arco completo en un
cuadrante y de las propiedades de los rectangulos de Kharitonov. A partir del arco
completo y de la normalizacion (lema 4.3), se conocen los valores de ny, ngy y ngy. Por
tanto, el valor de n; puede establecerse como el polinomio de Kharitonov asociado K1,

Kn2; Kn3 O Kn4-

1. (nir < noar y iy < ngyy) entonces ny es K,;. Dado n,, serd un vértice del
rectangulo de Kharitonov del numerador, solamente si n,g = nig v ner = nys
(entonces n, es ny = K1), 0 8i nugp = Mg Y Ngr > niy (e s ng = Kyy), 0 si
Nar = M1 Y Mer > Nir (Ne €8 Ny = Ky), 0 8i Ngr > Mg ¥ Ner > nay (0, es

ngan )

Notese que si cualquiera de estas condiciones no se satisface, n, no puede ser una
solucion. Por ejemplo si nyg = nig y n.; < nis, n, no pertenece al rectangulo de

vértices nq, Nox Y Ngn-

2. Si (n1g > nurr ¥ nis < ngyy) entonces ny es K,s. Dado n,, serd un vértice del
rectangulo de Kharitonov del numerador, solamente si n,g = nig vy nyr = nyg
(entonces n, es ny = Kpa), 0 8i Nugp = Mg Y Nur > Ny (N s ng = Ky3), 0 si
Ner = N1 ¥V Ner < Mg (e es ny = K1), 0 8i ngp < nig y Ngr > nyp (ng es

ngan )

3. Si nig > noxr v nir > ngyy entonces ny es K,3. Dado n,, serd un vértice del
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rectangulo de Kharitonov del numerador, solamente si n,g = nig V Ner = nig
(entonces n, es ny = K,3), 0 8i Nugp = M Y Nar < Ny (ng s ng = Kyo), 0 si
Nar = M1 Y Nar < Mg (Mg €8 Ny = Kyg), 0 8l Ngr < Mip ¥ Ner < Ny (ng €s

7’L3:Kn )

4. Si nip < ngyr Y Ni; > ngyy entonces ny es K,y Dado n,, serd un vértice del
rectangulo de Kharitonov del numerador, solamente si n,g = nig y Ner = nig
(entonces n, es ny = Kpy), 0 8i Nup = Mg Y Nar < nar (Ng €s ng = Kyp), 0 si
Ner = Mir ¥ Ner > Mg (Ne €8 ny = Kpz), 0 sl ngp > nig ¥ ner < nagp (ng es

n3:Kn )

Es bien conocido el comportamiento de un arco en el plano, cuando se multiplica por

un numero complejo. La siguiente propiedad muestra este comportamiento.

Proposiciéon 4.2
Sea A, = gx un arco en el plano complejo, de vértices v,; y v, (elegidos en sentido

antihorario), donde S es un segmento de vértices d, y d, (en sentido antihorario). Sea n,

: : 1 .
un namero complejo, con argumento arg (n,). Si ¢ (A,) = arg (— — — | se verifican las
e . Vg2 Vz1
siguientes relaciones

1. arg(n,) = —¢ (A,) siy sélo si arg (dy, — d,) = 0°.
2. arg (n;) = 90° — ¢ (A,) si y sélo si arg (d, — d,) = 90°.
3. arg (n,) = 180° — ¢ (A,) si y sblo si arg (d, — d,) = 180°.

4. arg (n,) = 270° — ¢ (A,) siy solo si arg (dy — d,) = 270°.

El siguiente teorema muestra como caracterizar y calcular los polinomios n, y d,

asociados al vértice v, = —, a partir de la informacién obtenida de un arco A, de la
X

frontera en un cuadrante. v, =

Ny
dy
y un segmento de la frontera, elegidos en sentido antihorario.

es un vértice perteneciente a la interseccion de un arco

Teorema 4.3

[Predecesor.] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores con vértices

=Dy =D dela f Ay, de vértices v, = — =
V] = d_ Yy Uy = d_ el segmento de la frontera sucesor a Aj, de vertices vy = d_ Y V2gye = d—
1 2 2 2
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L Ty ny
y el segmento de la frontera predecesor a A;, con vértices vy = N y U1 = n todos en
1 1
. . . L . X x
sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices v preqg = —— y v, = — en

dmpred d:p
. . . Ny L. . . .,
sentido antihorario, donde v, = T es un vértice perteneciente a la interseccién del arco A,

xr
con un segmento de la frontera. Entonces:

1. arg <2—2 = arg (n1) + ¢ (A;) (condicién C3.1) y el numerador n, de v, determinado

xT

como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si d, = ds y no
puede ser otro polinomio asignado.
2. Cuando d, # dy, arg (U—l) =arg (n1) + ¢ (A,) +90° (condicién C3.2) y el numerador
Vg

n, de v, determinado como d,v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y

solo si d, = d; y no puede ser otro polinomio asignado.

dyr  (condicion  C3.3), y el numerador n, de w, determinado como

1
dor {1 + j tan <arg (—) —o(Ay) + 90")} v, satisface la condicién del numerador

xT

1
3. Cuando d, # dy y d, # d, tan(arg(v—)—gb(Am)—i—%o)ng >

1
(lema 4.4), si y solo si d, = ds = dag <1 + j tan (arg (—) — ¢ (Ay) + 90°)> y no

T

puede ser otro polinomio asignado.

1
4. Cuando d, # dy, d, # dy, y d, # ds3, tan (arg (v_) —¢(Ax)+180°) dip >

xT

di;r  (condicion C3.4), y el numerador n, de wv, determinado como

1
dir [1 + jtan <arg (—) — ¢ (Ay) + 180°>] v, satisface la condicién del numerador
v

T

1
(lema 4.4), si y solo si d, = dy = dig (1 + J tan (arg (v_) —¢(Ay) + 1800)).

xT

Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

1 ny .
valores de ny, di = —, dy = —, Ny = d1Vipred ¥ N2 = daVagye. El valor de v, es conocido.
1

V2

1. <| Si d, = dy el valor de n, = dsv, se puede calcular, y por tanto se satisface la
condicion del numerador (lema 4.4), ya que al ser v, un vértice de la frontera, n,
serd uno de los polinomios asignados del numerador, y por tanto debe verificar una

de las cuatro condiciones del lema.

C ny Ty . U2 ny
Dividiendo el valor de v, = — por el valor de v, = — se obtiene que — = —, y
d2 d:c Uy Ny
v

arg (—2> — arg (n1) — arg (n,).

Vg
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n
Ademas, A, = —, donde S, es parte del segmento de vértices d; y d, verificindose

Sy
que arg (dy — dy) = 0° (por la normalizacion, pues tienen la misma parte imaginaria

y su diferencia es un nimero real). Por la proposicion 4.2 arg (n,) = —¢ (As), y

entonces arg (z—z) =arg(ny) + ¢ (A,), verificandose la condicion C3.1.

xT

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.1 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dsv,, d, = ds, es
tinica. Notese que la condicion C3.1 se puede cumplir también cuando a) d, = ds,
b) d, = dy o ¢) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verifica la condicién del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C3.1 y

la condicion del numerador. Ademés A, = %, donde S5 es parte del segmento de
2
vértices dy y dy, y arg (dy — dy) = 0°.

*

. n
a) Sea n} el numerador de v, determinado como d3v,. Entonces A, = —=, donde

S3
S3 es parte del segmento de vértices dy y ds, arg(ds —dz) = 90° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(ni) = 90° — ¢ (A,). Como v,

*

Ny

es el mismo vértice, entonces arg (d_ = arg d_z , de donde se deduce que
3 2

arg (ds) = arg (dy) + 90°. d, = dj verifica la condicion C3.1, puesto que

arg <U_2) = arg (n1) + ¢ (A;) — 90° + arg (dz) + 90° — arg (d»)

= arg (m) + ¢ (A) .

d
Sea o = arg(dy), con tan(a) = ——. Entonces arg(ds) = « + 90° y

p p 2R
tan (a4 90°) = ﬁ = ﬁ

ds = dap + jds; = dop + jtan (a4 90°) dap = dog — J

(por la normalizacion dsp = dog). Por lo tanto
g
90°+arg (n,), luego si n, = nygr+jn,s entonces n = pe’2n, = —pn,;+jpnag.

. Ademés arg (n}) =

*

Ny
Como v, = — y v, = =%

dy ds

y sus partes imaginarias.

, entonces don) = dsn, y coinciden sus partes reales
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Re (dan?k) = Re (dsn,), luego

2

—pngrdag — pngyrder = dapnag + d—nml
or

—pngrdapdar — prgrdy; = dapdarngg + d3gnar

— (pdar + dag) nyrdar = (dag + pdar) ngrdag.

. Nt dar
Asi pues =——
NzR dar

Im (dont) = Im (dsn,), luego

d
prgrdor — pigrder = Nyrdog — Ngr—— ]
27

2
pand2Rd2I - pnarfdQ[ = nyrdapdar — andQR

(darp + dag) depner = nyrdar (deg + pdar) -

Ny dar
Por tanto — = ——".
NxR dor
dar dag )
Igualando ambos resultados, — = ——— & d3, < 0, lo cual no es posible.
_ dag dar _
Por tanto, n, es una solucion, n; no lo es y d, = ds no es una solucion.

n*

Sea n} el denominador de v, determinado como d4v,. Entonces A, = S—x,

4

donde Sy es parte del segmento de vértices ds y dy, arg (ds — d3) = 180° (por

la normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (nk) = 180° — ¢ (A, ). Como v,

*

n Ny
es el mismo vértice, entonces arg d"” = arg R , de donde se deduce que
4 2

arg (dy) = arg (ds) 4+ 180°. d, = dy verifica la condicion C3.1, puesto que

arg <Z_2> = arg (ds2) + 180° — arg (ds) + arg (ny) — 180° + ¢ (A,)

= arg (n1) + ¢ (A) .

En este caso la demostracion es trivial, ya que arg (nf) = 180° + arg (n,.). Esta
relacion no es posible, ya que el polinomio de Kharitonov del numerador no

contiene al cero.
*

. n
Sea n’ el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = —=, donde

Sh
S1 es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 270° — ¢ (A,). Como v,
n*
es el mismo vértice, entonces arg ( -

7))~ = arg

Z , de donde se deduce que
2
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arg (dy) = arg (dy) + 270°. d, = d; verifica la condicién C3.1, puesto que

arg (0—2) = arg(ny) — 270° + ¢(A,) + arg(ds) + 270° — arg(ds)

= arg(n) + ¢(Az).

dar

Sea a = arg(dy), con tan(a) = e Entonces arg(d;) = o + 270° y
2R
d d
tan (a4 270°) = —= = 2L (por la normalizacion dy; = dy). Por lo tanto
dig  dir

2

dar ; dyr .
do = —=*- + jdo;. Adems *) —
tan (a1 2707y |0 = T, T dar Ademds, arg (n)

270° +arg (n,), luego si n, = nyr-+jn,; entonces n' = pe’®2n, = pry;—7jpnes.

dy = dig + jdir =

*

Ny ..
Como v, = oY v, = —, entonces don’ = dyn, y coinciden sus partes reales
2

dy
y sus partes imaginarias.

Re (dyn?) = Re (din,), luego

d? 7
2

d—an — darnyr
2R

(dar + dagp) nyrdar = — (dorp + dyp) Nyrdar.

+pnmld2R + pndeZI = -

. Nt dar
Asi pues = ——

N dar’
Im (dont) = Im (din,), luego

d2
—pngrdar + prigrdar = _nzldl + ngrdar
2R
—pngrdardar + prigrdardog = _nmld%[ + ngrdardag

(dy; + pdar) nprdar = ngrdag (pdar + dar) -

n d
Por tanto ——& = —&,
NaR dar
d d
[gualando ambos resultados, % = _dﬁ & d2, < 0, lo cual no es posible.
21 2R

Por tanto, n, es una solucion, n}; no lo es y d, = d; no es una solucion.

2. <| Si d, = d; el valor de n, = djv, se puede calcular, y por tanto se satisface la
condicion del numerador (lemad.4), ya que al ser v, un vértice de la frontera, n,
serd uno de los polinomios asignados del numerador, y por tanto debe verificar una

de las cuatro condiciones del lema.

R ny Ty . U1 ny
Dividiendo el valor de vy = — por el valor de v, = —— se obtiene — = — y
dy d, Uy Ny
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S p——
Vg
Ademas A, = %, donde S es parte del segmento de vértices dy y dy, verificAndose
que arg (dy — dy) = 270° (por la normalizacion). Por la proposicion 4.2 arg (n,) =
270—¢ (A,), y entonces arg (ﬂ> = ¢ (A,)+90°+arg(n,), verificandose la condicion
Vg
C3.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.2 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucién n, = div,, d, = dq, es
tnica. Notese que si d, # ds, la condicion C3.2 se puede cumplir también cuando
a) d, = ds o b) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verifica la condiciéon del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dyv,, verificando la condicion C3.2 y
n
la condicion del numerador. Ademéas A, = S—z, donde S; es parte del segmento de

vértices dy y dy, y arg (dy) = arg (dy) + 270°.

*

. n
a) Sea n} el numerador de v, determinado como d3v,. Entonces A, = S_z’ donde
3

S3 es parte del segmento de vértices dy y ds, arg(ds —ds) = 90° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nf) = 90° — ¢ (A,). Como v,

*

n

es el mismo vértice, entonces arg [ == | = arg ll
ds dy
arg (ds) = arg (dy) + 180°. d, = ds verifica la condicion C3.2, puesto que

, de donde se deduce que

arg <v_1) = arg (d1) + 180° — arg (d1) + arg (n1) — 90° + ¢ (A,)

xT

= arg (n) + ¢ (A,) +90°.

En este caso, la demostracion es trivial, ya que arg (n}) = —180° + arg (n,)
(arg (n,) = 270°— ¢ (A,) y arg (nk) = 90° — ¢ (A,)). Esto no es posible, porque
el polinomio de Kharitonov del numerador no puede contener el cero.

*

nI‘
Sy’
donde Sy es parte del segmento de vértices ds y dy, arg(dy — d3) = 180° por

b) Sea n’ el denominador de v, determinado como djv,. Entonces A, =

la normalizacion, y por la proposicion 4.2, arg (nk) = 180° — ¢ (A, ). Como v,
n; n

es el mismo vértice, entonces arg d_z = arg d—m , de donde se deduce que
4 1
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arg (dy) = arg (dy) + 270°. d, = d4 verifica la condicién C3.2, puesto que

arg <ﬂ> = arg (ny) — 180° + ¢ (A,) + arg (dy) + 270° — arg(d,)

T

= ¢ (A;) + 90 + arg (ny) .

d
Sea a = arg(dy), con tan(a) = dl Entonces arg(dy) = «a + 270° y
1R
d d
tan (a4 270°) = —= = —2L (por la normalizacion). Por lo tanto d;, =
dar dir

d2
dyp + jdy = dig + jdigtan (a +270) = dig — jf. Ademas arg(n’) =
17

270° +arg (n,), luego si n, = nyr-+jn,; entonces n' = pe’®2n, = png;—7jpner.

*

Ny
Como v, = — y v, = =%

dy dy

y sus partes imaginarias.

Re (din}) = Re (dyn,), luego

, entonces dyn; = dyn, y coinciden sus partes reales

2
prgrdig + pngrdir = +—d1Rn;p1 +dirngr
17

przrdirdir + pngpdirdir = +d%Rnx1 + dirnyrdir

(pdu - le) Ngrdip = (le - pdll) Ngrdir.

. Ngr dyg
Asi pues = ——.
NzR dir

Im (dint) = Im (dyn,), luego

2

—pnardir + pngrdip = —anf + ngrdig
17
—pngrdirdir + prgrdirdi = —and%R + ngrdipdir

(—pdir + dig) nyrdig = (dig — pdir) ngrdag.

Ngr o le
NzR dys

Por tanto

d d
Igualando ambos resultados, o TR
dir dir

Por tanto, n, es una solucion, n} no lo es y d, = d4 no es una solucion.

& d?; < 0, lo cual no es posible.

3. <| Si d, = ds entonces n, = dsv, no se puede calcular directamente, porque

no se conoce el valor de ds. Veremos en primer lugar que la condicion C3.3 se
Ny
S
dy y ds, verificaindose que arg(ds —ds) = 90° (por la normalizaciéon.). Por la

verifica. Si d, = d3 entonces A, = —, donde S5 es parte del segmento de vértices

proposicion 4.2 arg (n,) = 90° — ¢ (A,) y entonces arg (d3) = arg (n,) — arg (v,) =
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1
90° — ¢ (A,) + arg ) Como dyp = dsp entonces d3 = dsg + jd3; = dar +

xT

jdag tan <90O — ¢ (A;) +arg (%))

xT

Por otro lado ds; > ds; porque los vértices asignados son elegidos en sentido
1

antihorario. Por tanto se verifica que tan (90o — ¢ (A,) +arg <—)> Nor > Moy,
v

x
que es la condicion C3.3.

Ademaés puede calcularse n, mediante la expresion

1
Ny = dsv, = dap {1 + jtan (90O — ¢ (A,) + arg <—>)} Uy
Vg
=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.3 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dsv,, d, = ds, es

unica. Notese que si d, # do v d, # dy, la condicion C3.3 se puede cumplir cuando

dw - d4.
Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C3.3 y
nl’
la condicion del numerador. Ademéas A, = R donde S3 es parte del segmento de
3

vértices dy y d3 y arg (dz — do) = 90°.

. n
Sea n} el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = —=, donde S, es

Sy
parte del segmento de vértices ds y dy, arg (dy — d3) = 180° (por la normalizacion),
y por la proposicion 4.2 arg(ni) = 180° — ¢ (A,) = arg(n,) + 90°. Por tanto
n; = p] (n:cR + ]nzcl) = —pPNgr + ]pn:cR

€T

Ny nk
Como v, es el mismo vértice, arg <d_) = arg (d—), de donde se deduce que
3 4

arg (dy) = arg (ds) +90°. Sea o = arg (d3), entonces o+ 90° = arg (dy) = arg (n}) +
1 1 1
arg <v_> = 180° — ¢ (A,) + arg (v_) Por tanto a = 90° — ¢ (A,) + arg (v_> y

T x T

como es el argumento de dj verifica d3g = dag tan (o) > do; (por la normalizacion),

es decir, la condicion C3.3 se satisface.

T

1
Si dx = d4 entonces d4 = d4R +jd4[ = le —I—jng tan <900 — ¢ (Az) + arg (’U_>) y

el numerador n), puede calcularse mediante la expresion

1
Ny = Vpdy = Vg <le + jdog tan (90O — ¢ (A;) +arg <—>>) :

T

d d
Como tan () = dﬁ’ entonces dz = dzg+jds; = dor+jdog tan () = d23+jd23di,
3R 3R
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B o | - -
y d4 = d4R —|—jd4[ = le —I—jletan (Oz + 90) = le — jled—.
31
Como v, = T y Uy = R entonces dsn) = dyn, y coinciden sus partes reales y sus
3 4
partes imaginarias.
Re (dsn}) = Re (dyn,), luego
J dar
—dorpnar — d3rpnar = dirNgr + nzlled—
31
—dapdsrpnyr — dsrdsrpnyr = dirdsingr + ngrdirdsg
— (d3rp + dir) dopnar = (dig + d3rp) dsinag.
Ty d
Asi pues .
NyR d3r
Im (dsnt) = Im (dyn,), luego
- dar
—d3rpngr + dappngr = ngrdig — ndele—
31
—d3rdsrpngr + dzrdarpnar = Nardirdsr — nyrdirdag
— (ds1p + dir) nyrdsr = — (dsip + dig) nyrdag.
Ny d
Por tanto —L = 238
nyr  dar
d d
Igualando ambos resultados, _8L diR & d3p < 0, lo cual no es posible. Por
3R 31
tanto n, es una solucion, n’ no lo es y d, = ds no es una solucion.
4. «<| Si d, = d4 entonces n, = d4v, no se puede calcular directamente, puesto que no

se conoce el valor de d;. Veremos en primer lugar que la condicion C3.4 se verifica.

Si d, = dy4 entonces A, = %, donde S, es parte del segmento de vértices
4
ds y dg, verificindose que arg(dy —ds) = 180° (por la normalizacion). Por la

1
proposicion 4.2 arg (n,) = 180°—¢ (A, ) y entonces arg (ds) = arg (n,)+arg (—) =
v

xT

1
180° — ¢ (A,) + arg (— . Como digr = dyg, entonces dy = dsp + jdsr = dig +
v

T

jdig tan <180o — ¢ (A,) + arg <i>)

T

Por otro lado dy; > di; porque los vértices asignados son elegidos en sentido

1
antihorario. Por tanto se verifica que tan <180O — ¢ (A;) +arg (—)) digr > dig,
v

xr
que es la condicion C3.4.
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Ademas puede calcularse n, mediante la expresion
. o 1
Ny = dgv, = dig {1 + jtan (180 — 0 (A;) +arg (—))] Vg

=|Sid, #dy, d, # dy y d, # d3 entonces d, = dy.

El siguiente teorema es anadlogo al teorema 4.3, pero en este caso A, es un arco

de vértices v, = — V Upsue = ——, en sentido antihorario. v, = — es un vértice

d:p dmsuc de

perteneciente a la interseccion de un segmento y un arco de la frontera.

Teorema 4.4

[Sucesor.] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices

nq 1 L. 1
vy = — y vy = —, el segmento de la frontera sucesor a A;, de vértices v, = — vy
dy do do
= Iy de la f d A érti =
Vasue = ——, Y €l segmento de la frontera predecesor a Ay, con vertices Vipreq = —— Y
m %
1 . . . L.
v; = —, todos en sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices v, gy = ——
1 dmsuc
y U = d_x en sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccién de
xX

un segmento de la frontera y el arco A,. Entonces:

1. arg <Z—2> = ¢ (A;) + arg(ny) — 90° (condicion C4.1) y el numerador n, de v,

€T
determinado como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

d, = ds, y no puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando d, # ds, arg <Z—1> = ¢ (A;) + arg(ny) (condicién C4.2) y el numerador n, de

X
v, determinado como d;v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

d, = di, y no puede ser otro polinomio asignado.

1
3. Cuando d, # dy y d, # do, tan(arg(v—)—gb(/lx)+180") dop >

xT

dor (condicion C4.3), y el numerador n, de wv, determinado como n, =

1
dar [1 + jtan <arg (—) — ¢ (Ay) + 180°>] v, satisface la condicién del numerador
v

T

1
(lema 4.4), si y solo si d, = d3 = dagr {1 + J tan (arg (v_) —¢(Ay) + 1800)}, y no

x
puede ser otro polinomio asignado.

4. Cuando d, # dy, d, # dy y d, # dz, tan (arg <i> —qb(Am)—l—Q?OO) dip >
v

X
di; (condicion C4.4), y el numerador n, de v, determinado como n, =
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1
dir {1 + jtan <arg (—) —¢(Ay) + 2700)] v, satisface la condicién del numerador

xT

1
(lema 4.4), si y solo si d, = dy = dir [1 + jtan (arg <v_> — ¢ (Ay) + 270")} .

xT

Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

1 q .
valores de ny, di = —, dy = —, Ny = d1Vipred Y N2 = daVagye. El valor de v, es conocido.
U1 V2

1. <] Si d, = dy el valor de n, = dsv, se puede calcular, y por tanto se satisface la
condicion del numerador (lema 4.4), ya que al ser v, un vértice de la frontera, n,
serd uno de los polinomios asignados del numerador y por tanto debe verificar una

de las cuatro condiciones del lema.

n n v n v
Dividiendo el valor de vy = L y vy = — se obtiene que 2 = —1, y arg (—2) =
d2 dz Uy Ny T

arg (n1) — arg (n,).

n
Ademis A, = —=, donde S, es parte del segmento de vértices dy y ds, verificindose

So

que arg (ds — dy) = 90° (por la normalizacion). Por la proposicion 4.2, arg (n,) =

90°—¢ (A,) y entonces arg ) arg(ny)+¢ (A;)—90° , verificandose la condicion
Vg

C4.1.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.1 y la
condicién del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dyv,, d, = ds, es
tinica. Notese que la condicion C4.1 se puede cumplir cuando a) d, = ds, b) d, = dy4
o ¢) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado, verifica la

condicién del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C4.1 y
nl’

o donde S5 es parte del segmento de
2

la condiciéon del numerador. Ademas A, =

vértices dy y ds3, y arg (ds — dy) = 90°.

*

. n
a) Sea n} el numerador de v, determinado como d3v,. Entonces A, = S—z, donde
3

S3 es parte del segmento de vértices dy y ds, arg(dy —ds) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 180° — ¢ (A,). Como v,

*

es el mismo vértice, entonces arg (d_z = arg 7 ) de donde se deduce que
3 2
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arg (ds) = arg (dy) + 90°. d, = d3 verifica la condicion C4.1, puesto que

arg <Z_2) = arg (d2) + 90° — arg (d2) + arg (ny) — 180° + ¢ (A,)

= arg (n1) + ¢ (A;) — 90°.

d
Sea a = arg(dy), con tan(a) = —-. Entonces arg(ds) = a + 90° y

dar
by dy

tan (a4 90°) = T~ don

(por la normalizacion d3g = dyg). Por lo tanto

d2
d3 = dor + jd3; = daop + jtan (a + 90°) dog = dog — j—2 7, . Ademas arg (n*) =
21

90° +arg (n,), luego si ng = ngr+jngs entonces n} = pel2n, = —pngr+jpnar.

n: Ny . .
Como v, = a7 V Uy = e entonces don) = dsn, y coinciden sus partes reales
3 2

y sus partes imaginarias.
Re (dan?) = Re (dsn,), luego

2

—pngrdag — pngyrder = dapnag + d—nml
or

—pngrdapdar — prgrdy; = dapdarngg + d3gnar

— (pdy; + dog) nyrdar = (dyp + pdar) ngrdag.

. Nt dar
Asi pues =——
NgRr dar

Im[dont] = Im[dsn,], luego

d
prgrdog — pigrder = Nyrdog — Ngr—— d
21

2 _
prgrdaopdar — pngrds; = nyrdardar — n:dezR

(darp + dyg) dopnar = nardar (dog + pdar) -

- d
Por tanto Hal =k
NgR dar
d d
Igualando ambos resultados, 2R 2 d3r < 0, lo cual no es posible.
dor dar

Por tanto n, es una solucién, n} no lo es y d, = d3 no es una solucion.

*

. n
Sea n’ el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = —=, donde

Sy
Sy es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(d; —dy) = 270° (por la

¥) = 270° — ¢ (S,). Como v,

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg (n

*

n
es el mismo vértice, entonces arg ( -

7= = arg fle , de donde se deduce que
4

dy
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arg (dy) = arg (dy) + 180°. d, = d4 verifica la condicién C4.1, puesto que

arg <v_2) = arg (ds2) + 180° — arg (ds) + arg (ny) — 270° + ¢ (S,)

xT

= arg (n1) + 6 (S,) — 90°.

En este caso la demostracion es trivial, ya que arg (nk) = 180° + arg (n,). Esta
relacion no es posible, ya que el polinomio de Kharitonov del numerador no

contiene al cero.

*

Ny

S_la
donde S; es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 0° (por

Sea n: el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, =

la normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg (nf) = —¢ (A,). Como v, es

nk Ny

el mismo vértice, entonces arg d—"” = arg 7 ) de donde se deduce que
1

2
arg (dy) = arg (dy) 4+ 270°. d, = d; verifica la condicion C4.1, puesto que

arg <U—2> =270° + ¢ (A,) + arg (ny) = ¢ (A) + arg (ny) — 90°.

T

d
Sea a = arg(ds), con tan(a) = di[ Entonces arg(d;) = a + 270° y
2R
d d
tan (a4 270°) = —= = 2L (por la normalizacion dy; = dyr). Por lo tanto
dig  dir

2

dar ; dyr .
do = —=*- + jdo;. Adems ) —
tan (a1 2707y 0 = T, T dar Ademds, arg (n)

270°+arg (n,) , luego si n, = nyg+7jn,s entonces n’ = pej3%nz = PNy —JPN2R-

dy = dig + jdir =

*
€T

d_la

y sus partes imaginarias.

nl’ . .
Como v, = N y Uy = entonces don) = din, y coinciden sus partes reales
2

Re (dyn?) = Re (din,), luego

d2
+pngrdag + prgrdar = —dlnm — darnyr
2R

(dar + dagp) ngrdar = — (dorp + dyy) Nprdar.

. Ny dag
Asi pues =——.
NgRr dar
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Im (dont) = Im (din,), luego

2

—pngrdag + pngrdar = _nmldl + ngrdar
2R
—pngrdordar + prigrdardar = —nmzdif + nyrdardag

(dar + pdar) nyrder = nyrdar (pdar + doy) -

Ny d
Por tanto —+ = —=.
ngr  dor
d d
Igualando ambos resultados, % = _di & d2; < 0, lo cual no es posible.
21 2R

Por tanto n, es una solucién, n} no lo es y d, = d; no es una solucion.

2. «<| Si d, = dy el valor de n, = djv, se puede calcular, y por tanto se satisface la
condicion del denominador (lema 4.4), ya que al ser v, un vértice de la frontera, n,
serd uno de los polinomios asignados del numerador, y por tanto debe verificar una

de las cuatro condiciones del lema.

n Ny ) v n
Dividiendo el valor de v; = L por el valor de v, = —— se obtiene R —1, y
dy dy Up Ny
U1
s (2) = o) 0
Vg

Ademas A, = %, donde S es parte del segmento de vértices dy y ds, verificAndose
1
que arg (de —dy) = 0° (por la normalizacion). Por la proposicion 4.2 arg(n,) =
—¢ (A,) y entonces arg (U—l) =arg(ny) + ¢ (A,), verificandose la condicion C4.2.
v

xT

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.2 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = div,, d, = dy, es
unica. Notese que si d, # ds, la condicion C4.2 se puede cumplir también cuando
a) d, = d3 o b) d, = dy, y en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verifica la condicién del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dyv,, verificando la condicion C4.2 y
Ny

Si

la condicion del numerador. Ademéas A, = —, donde Sy es parte del segmento de

vértices dy y da, y arg (dy — dy) = 0°.

*

. n
a) Sea n} el numerador de v, determinado como d,v,. Entonces A, = S_z’ donde
3

S3 es parte del segmento de vértices ds y dy, arg(dy —ds) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg (n}) = 180° — ¢ (S,). Como v,
n n;

es el mismo vértice, entonces arg d—x = arg d_x , de donde se deduce que
1 3
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arg (d3) = arg (dy) + 180°. d, = d3 verifica la condicién C4.2, puesto que

arg <v_l) = arg (ds) + 180° — arg (d1) + arg (n1) — 180° + ¢ (S;)

= arg (n1) + ¢ (5) .

En este caso la demostracion es trivial, ya que arg(n’) = 180° — arg(n,)
(arg (n,) = —¢ (5;) v arg (nk) = 180° — ¢ (S;)). Esto no es posible, porque el

polinomio de Kharitonov del numerador no puede contener el cero.

*

b) Sea n el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = %, donde
4

Sy es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(d; —dy) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg (nk) = 270° — ¢ (A,). Como v,

*

es el mismo vértice, entonces arg d_z> = arg (d—"’” , de donde se deduce que
1 4

arg (dy) = arg (dy) 4+ 270°. d, = dyverifica la condicion C4.2, puesto que

arg <Z_1> = arg (d1) 4 270° — arg (d1) + arg (n1) — 270° + ¢ (A,)

= arg (n1) + ¢ (A) .

d
Sea a = arg(dy), con tan(a) = dl Entonces arg(dy) = o + 270° y
1R
d d
tan (a4 270°) = —L = —= (por la normalizacion). Por lo tanto d; =

T " :

dsgp + jdyy = dig + jdigtan (a +270°) = digp — j%. Ademas arg (n’) =
17

270° +arg (n,), luego si n, = nyr-+jn,; entonces n' = pe’>2n, = pny;—7jpner.

Ny n
Como v, = — y v, = ==

dy dy

y sus partes imaginarias.

, entonces din; = dyn, y coinciden sus partes reales

Re (din’) = Re (dyn,), luego

d2
prgrdir + pngrdip = +fnzl + dirnar
17

przrdirdir + pngpdirdir = +d%Rnx1 + dygngrdir
(pdir — dig) nurdip = (dig — pdir) ngrdi;.
Nyr dyg

s xr
Asi pues =——.
NxR dir
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Im (dint) = Im (dyn,), luego

2

—pngrdig + pngrdip = —anf + ngrdig
17
—pngrdirdir + prgrdipdir = —and%R + ngrdirdir

(—pdir + dyg) nerdip = (dig — pdir) ngrdyg.

n d
Por tanto —~ = —&
NxR dir
d d
Igualando ambos resultados, _dl = % & di; < 0, lo cual no es posible.
1R i

Por tanto, n, es una solucion, n} no lo es y d, = d4 no es una solucion.

3. <| Si d, = ds entonces n, = dsv, no se puede calcular directamente, porque

no se conoce el valor de ds. Veremos en primer lugar que la condicion C4.3 se
Ny
S3

ds y dy, verificindose que arg(dy —ds) = 180° (por la normalizacion). Por la

verifica. Si d, = d3 entonces A, = —, donde S5 es parte del segmento de vértices

1
proposicion 4.2 arg (n,) = 180°—¢ (A,) y entonces arg (d3) = arg (n,)+arg (—) =
v

xT

1
180° — ¢ (A,) + arg <—> Como dyr = dsgr entonces ds = dsr + jdsr = dop +

T

jdag tan <180° — ¢ (Ay) + arg <i>>

T

Por otro lado, d3; > ds; porque los vértices asignados son elegidos en sentido

1
antihorario. Por tanto se verifica que tan <180° — ¢ (A;) +arg <—>> Nor > Mo,
v

que es la condicion C4.3.

Ademas puede calcularse n, mediante la expresion

1
Ny = ds3vy, = dap {1 + jtan <180° — 0 (A;) +arg <—>>} Vg

xT

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.3 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucién n, = dsv,, d, = d3, es
tnica. Notese que si d, # do vy d, # dy, la condicion C4.3 se puede verificar cuando

dw - d4.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C4.3 y
nl’

S3

la condicion del numerador. Ademéas A, = —, donde S3 es parte del segmento de

vértices ds y dy, y arg (dq — d3) = 180°.

. n
Sea n} el numerador de v, determinado como d4v,. Entonces A, = S—I, donde Sy es
4
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parte del segmento de vértices dy y dy, arg (dy — dy4) = 270° (por la normalizacion),
y por la proposicion 4.2 arg (n}) = 270° — ¢ (A,) = 90° + arg(n,). Por tanto n} =
pJ (Ner + jnar) = —per + jpnar.

n; n
Como v, es el mismo vértice, arg (d—‘”) = arg <d—2), de donde se deduce que
4 3

arg (dy) = arg(ds) + 90°. Sea a = arg(ds), entonces a + 90° = arg (dy) = 270° —
1 1
¢ (A;)+arg (v_) Por tanto o = arg (dy) = 180° — ¢ (A,) +arg (v_>’ y como es el

X xr
arg (ds) verifica ds; = dag tan () > dy; (por la normalizacion), es decir, la condicion

C4.3 se satisface.

1
Si d, = dy entonces dy = dyg + jds; = dig + jdag tan <180° — ¢ (A,) + arg <v_>)’

€T
y el numerador es

1
n, = dyv, = <le + j tan (1800 — ¢ (A;) + arg (;)) d2R> Vg

xT

d d
Como tan (o) = i[, entonces ds = dzg+jds; = dor+jdog tan () = ng+jd23—3I ,
dan . d3r
y dy = dag + jdar = dig + jdig tan (o + 90) = dig _jlediR'
31

*

Ny
Como v, = — y v, = ==

ds dy

partes imaginarias.

, entonces dsn) = dyn, y coinciden sus partes reales y sus

Re (dsn’) = Re (dyn,), luego

d
—doppngr — d3rpngr = digngr + n;pldm%
37

—dardsrpngr — dsrdsrpngr = dirdsngr + Neprdirdsg

— (dsrp + dir) dognar = (dig + dsrp) dsingp.

dar
—dsrpngr + darpnazr = Nerdir — ndeleL
31

_dSIdSIpn:cI + d31d2an:cR = nyrdirdsr — nyrdirdar

— (dsrp + dig) nyprdsr = — (dsrp + dir) nurdar.

Ner d3r
NzR d3r

Por tanto
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d3r  d3g
d3r dar
tanto, n, es una solucion, n) no lo es y d, = ds no es una solucion.

[gualando ambos resultados, — & d3p < 0, lo cual no es posible. Por

4. <| Si d, = dy entonces n, = dqv, no se puede calcular directamente, puesto que no

se conoce el valor de d4 . Veremos en primer lugar que la condicion C4.4 se verifica.

Si d, = dy entonces A, = %, donde S, es parte del segmento de vértices
4
dy y dy, verificindose que arg(d; —ds) = 270° (por la normalizacion). Por la

1
proposicion 4.2 arg (n,) = 270°—¢ (A,) y entonces arg (dy) = arg (n,)+arg (—) =
v

xT

1
arg [ — ) + 270° — ¢ (A,). Como digr = dyg, entonces dy = dyr + jdyy = dig +

Uy

jdig tan <arg (i) +270° — ¢ (Ax)>

xT

Por otro lado dy; > dy;, porque los vértices asignados son elegidos en sentido

1
antihorario. Por tanto se verifica que tan (arg <—> + 270 — gb(Ax)) dig > dig,
v

que es la condicion C4.4.

Ademas n, puede calcularse mediante la expresion

1
Ng = dgv, = dig [1 + jtan <arg (v_) +270 — ¢ (AI)>] Vg

€T

=|Sid, # ds, d, # dy y d, # d3 entonces debe ser d, = dy.

Finalmente, el siguiente teorema establece las condiciones necesarias y suficientes para la

identificacion:

Teorema 4.5
Dado un conjunto de valores, todos los polinomios asignados de los vértices pueden
determinarse, si y solo si existe un segmento completo o un arco completo de la frontera

en un cuadrante, cuando el segmento normalizado verifica que nag # 0, noy 0, nig #0y

ny; # 0, o cuando el arco normalizado verifica dog # 0, doy # 0, dig # 0y dy; # 0.

Demostracion:

La demostracion es evidente, a partir de los teoremas 4.1 a 4.4.
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4.3. Algoritmo para la identificacion.

Dado un conjunto de valores con al menos un segmento o un arco de la frontera, en
un cuadrante, para obtener los polinomios de Kharitonov se procede segun el siguiente

esquema:

A e 1
1. Si existe un segmento de la frontera completo en un cuadrante, con vértices v; = —

N2 . - no
y Uy = T Se considera el arco sucesor de vértices vy = T Y Vosye = ——
1 1
o n ny
predecesor de vértices vipreq = N y v = T
75 1

. n .
restantes vértices v, = — de la frontera del conjunto de valores:
€T

, todos en sentido antihorario. Para los

. /n’CC , . . : 2
a) Si v, = — es un vértice interseccion de un segmento y un arco, en

dy
sentido antihorario, entonces los polinomios asignados del numerador y del

denominador, n, y d,, se determinan aplicando el teorema 4.1.

b) Si v, = —— es un vértice interseccion de un arco y un segmento, en

dy
sentido antihorario, entonces los polinomios asignados del numerador y del

denominador, n, y d,, se determinan aplicando el teorema 4.2.

. - ny
2. Si existe un arco de la frontera completo en un cuadrante, con vértices v; = AR
1

n
2) v el

dy’
, todos en sentido antihorario.

ny . - ny
vy = —. Se considera el segmento sucesor de vértices vy = T Y Vosue =
2 2

- Togn n
segmento predecesor de vértices vipreq = = —

di’ dy
n:l}

Para los restantes vértices v, = 7 de la frontera del conjunto de valores:
X

a) Si v, = - s un vértice interseccion de un arco y un segmento, en
€T
sentido antihorario, entonces los polinomios asignados del numerador y del

denominador, n, y d,, se determinan aplicando el teorema 4.3.

b) Si v, = — es un vértice interseccion de un segmento y un arco, en
€T
sentido antihorario, entonces los polinomios asignados del numerador y del

denominador, n, y d,, se determinan aplicando el teorema 4.4.

3. A partir de los polinomios asignados, aplicando las ecuaciones 3.10 y 3.11, se calculan
los valores de los rectangulos del numerador y del denominador
N = {Kn (jw), Kn2 (jw), Kns (jw), Kna(jw)}
D= {Ku(jw), Ka(jw), Kas (jw), Ka (jw)}
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Ejemplo 4.1
La figura 4.11 muestra tres conjuntos de valores de un intervalo de plantas, a diferentes

frecuencias.

Figura 4.11: Tres conjuntos de valores de un intervalo de plantas.

w = 1.0 w=1.1 w=1.2
(a) (b) (c) | (a) (b) (c) | (a) (b)
U1 1.5676 + 2.5946 0 | vy —2.8422+298307 0 | vy 6.1015 4 5.27797
Vg 2.0000 + 8.00007 1 | v —0.980842.45997 1 | vy 6.5135 4+ 6.85737
vy 0.8000 4 10.40005 0 0+ 3.04207 0 0+ 8.55607
0+ 10.00007 1 | v 0.4996 + 3.03867 1 | v3 —3.0339 4+ 6.12945
vy —4.8000 + 7.60005 0 | vy 2.3317 4+ 3.0261y 0 | vy —2.2110+ 5.10075
vy —3.5862+1.034557 1 | vs 5.1859 4+ 6.6181y 1 | vs —04710+ 3.44625
vg -2.05174 0.62077 0 | vg 5.2164 + 8.66235 0 0+ 3.64637
vy  —1.3443 4+ 1.21315 1 0+ 8.74845 0 | vg 1.4690 + 3.442875
0+ 2.33367 1 | v; —3.8291+43.73855 1 | vy 2.9559 + 3.23695

—
O R OO, OO ~,O
~

Tabla 4.1: Datos iniciales para el ejemplo.

De ellos se extrae la informacién necesaria para aplicar el algoritmo de identificacion,

reflejada en la tabla 4.1:

= Columna (a): el orden del vértice v; (en blanco si es un punto de interseccién con los

ejes).
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= Columna (b): el valor numérico de los puntos anteriores.

= Columna (c): El elemento de la frontera que sigue al vértice, o al punto de corte: arco

(0) o segmento (1).

Aplicando el algoritmo se obtendran los polinomios asignados y los rectangulos del numerador

y del denominador para cada conjunto de valores.

Conjunto de valores a frecuencia w = 1.0.

Como elemento inicial se considera el arco completo de vértices v; = d—l = 1.5676+2.59467
1

y Uy = % = 2.0000 + 8.00007, y pueden aplicarse los teoremas 4.3 y 4.4. Para ello, se eligen
2

Mo n
los puntos vgs,. =

& = U = 0-8000 + 10.40005; Viprea = di: = 2.33365. Aplicando la

normalizacién para un arco (lema 4.3), se obtienen los siguientes resultados:

11
¢ (ny) = 360° — arg <— - —> = 229.40°

(%) (%
ny = cos(¢(ny))+ jsin(¢(ny)) = —0.6508 — 0.7592;
dy = M 032544 0.0542):  dy — 2L — —0.1085 + 0.0542;
U1 (%)

Ngy) = dlvlmed = —0.1266 — 07594], Noy = dgvgsuc = —0.6508 — 10846]

A partir de estos valores todos los demas vértices son asignables:

1. Vértice v, = % = v3 = 0.8000 + 10.400075. Entonces vgpreq = dn‘r = Uy =
rpred

2.0000 + 8.000075 siendo los vértices de un segmento, y puede aplicarse el teorema 4.4,
1 1
con los valores de v,5,. = 10.0000j, ¢ (A,) = arg ( — —) = 210.97°:

xrsuc U$

Caso 1:

V2

La condicién C4.1 se satisface puesto que arg ( ) = ¢ (A,)+arg(n,)—90° = 350.36°.
UCC

n, = dov, = —0.6508 — 1.08467 satisface la condicién del numerador (Lema 4.4, caso

4, n, = ny):

(an = —0.6508 < nyyg = —0.1266 y niy = —0.7592 > noyj= — 10846)
(o = n1p = —0.6508 y nyr= — 1.0846 < n1y = —0.7592)

Entonces d, = dy = —0.1085 + 0.0542j y v = v, = %.
2
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2. Vertice vy = v, = % — —4.8000 +7.6000;. Entonces vypreq = d”””
T xpred

vértices de un segmento, y puede aplicarse el teorema 4.4, con los valores de v, gucc =

= 107 siendo los

1 1
—3.5862 + 1.0345], ¢ (A,) = arg ( - —) — 174.29°:
xrsucc UfE
Caso 1:
La condicion C4.1 se satisface: arg <v—2 = ¢(A;) + arg(ny) — 90° = 313.69° y
v

n, = dov, = 0.1084 — 1.0847; satisface la condicién del numerador (Lema 4.4, caso 4,

Ny = ng):

(an = —0.6508 < nyyg = —0.1266 y niy = —0.7592 > noyy= — 10850)
(nor = 0.1084 > n1g = —0.6508 y nyy = —1.0SAT < nyy = —0.7592)

Entonces d, = dy = —0.1085 4 0.05425 y v4 = v, = %
2
. Ny . Ny
3. Veértice v5 = v, = T = —3.5862 + 1.0345;. Entonces vy peq = y = —4.8000 +
T rpred

7.60007 siendo los vértices de un arco, y puede aplicarse el teorema 4.3, con los valores
1 1

de Uzpred Y ¢ (Am) = arg (_ - = 174.29°,
v

T Vzpred

Caso 1:

La condicién C3.1 no se satisface: arg (U—z) = 272.06 # arg (n1) + ¢ (A,) = 43.69°.
v

xT

Caso 2:

1

La condicién C3.2 no se satisface: arg (U—> = 254.95 # arg(ny) + ¢ (4,) + 90 =
Uy
133.69°.

Caso 3:

1
La condicion C3.3 se satisface: tan | arg | — | — ¢ (A,) + 90°> dop = 0.2712 > dyy =

xT

1
0.0542, y ademas n, = dag [1 + j tan (arg —) —p(Ag) + 90°>] , Uy = 0.1085 —
v

T

1.0846; satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 4, n, = n3):

(an = —0.6508 < nyyg = —0.1266 y niy = —0.7592 > noyy= — 10846)
(nor = 0.1084 > n1g = —0.6508 y nyy = —1.0SAT < nyy = —0.7592)

1
Entonces d, = d3 = dap (1 + jtan (arg (v_) — o (Ay) +90")> = —0.1085 +

xT

0.2712) y vs = vy = 2.
ds
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4.

Vértices v = v, = % = —2.5517 + 0.6207;. Entonces vyyreq = d””” = —3.5862 +
T xpred

1.03457. Estos son los vértices de un segmento, y se aplica el teorema 4.4, con los valores

1 1
de Vpsuee — 1.3443 + 1.21315, ¢ (4,) = arg ( - —) = 261.87.

U{ESUCC U"E

Caso 1:

V2

La condicion C4.1 no se satisface: arg (v_) = 269.64° # ¢ (A,) + arg(ny) — 90° =
41.27° ’

Caso 2:

U1

La condicién C4.2 no se satisface: arg (—) = 252.53° # ¢ (A,) + arg(ny) = 131.27°

xT

Caso 3:

1
La condicién C4.3 se satisface: tan <arg (—) — ¢ (Ay) + 180°> dop = 02712 >
v

xT

1
dy; = 0.0542 y ademas n, = dop [1 + jtan (arg (v_) — o (Ay) + 1800)} , Uy =
0.1085 — 0.7592 satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 3, n, = ny):

(an = —0.6508 < nyrg = —0.1266 Yy niy = —0.7592 > noyj= — 10846)
(s = nas = —0.7592 y npp = 0.1085 > 1y = —0.6508)

1
Entonces d, = ds = dogr <1 + jtan <arg (—) —o(Ay) + 1800)) = —0.1085 +

UCC
0.2712] y v = vy = 2.
d3

Vértice v; = v, = % — —1.3443 + 1.2131). ENtonces Uypreq = —2 = —2.5517 +

dapred
T Tpre
0.6207;. Estos son los vértices de un arco, y por tanto puede aplicarse el teorema 4.3,

= 261.87°.

con los valores de ¢ (A,) = arg | — —
Uy Vzpred

Caso 1:

La condicién C3.1 no se satisface: arg <U—2> = 298.03° # arg (n1) + ¢ (A,) = 131.27°.
v

T

Caso 2:

La condicién C3.2 no se satisface: arg (ﬂ> = 280.93° # arg (n1) + ¢ (A;) +90 =
v

991.27°, ’
Caso 3:

1
La condicion (C3.3 no se satisface: tan (arg (v_) — ¢ (Ay) + 90°> dop =
—0.1302<dy; = 0.0542. :
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Caso 4:

1
La condicion C3.4 se satisface: tan (arg (—) — ¢ (Ay) + 180°> dig = 02712 >

xT

xT

0.1085 — 0.7592; satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 4, n, = ny):

1
di; = 0.0542 y ademas n, = digr {1 + jtan (arg (v_) —o(Ay) + 180°>} Vv, =

(an = —0.6508 < nyyg = —0.1266 y niy = —0.7592 > noyy= — 10846)
(nﬂ =Ny = —0.7592 Y Ngr = 0.1085 Z nir — —06508)

1
Entonces d, = d4y = digr (1 + j tan (arg (v_) —o(Ay) + 180°>) = —0.3254 +
n

0.27125 y v = v, = -1
dy

En resumen, los polinomios asignados son:

Los valores obtenidos a partir de la normalizacién son:
ny = —0.6508 — 0.75927; d; = —0.3254 4+ 0.05427; dy = —0.1085 + 0.05427
Y a partir de los vértices, aplicando el algoritmo.

U3 : na = —0.6508 — 1.08465; dy = —0.1085 + 0.0542
vyt mg = 0.1084 — 1.0847j: dy = —0.1085 + 0.0542;
vs : mg = 0.1085 — 1.08467; dy = —0.8464 + 2.0152;
v+ my = 0.1085 — 0.7592j: dy = —0.1085 + 0.2712;
vr : ng = 0.1085 — 0.75937; dy = —0.3254 + 0.2712;

Entonces:

K1 (jw) = —0.6508 — 1.08477; K (jw) = 0.1085 — 1.0847;
Ky (jw) = 0.1085 — 0.75925; Ky (jw) = —0.6508 — 0.7592;
K (jw) = —0.3254 + 0.05425; Ku» (jw) = —0.1085 + 0.0542;
K3 (jw) = —0.1085 + 0.2712; Ka (jw) = —0.3254 + 0.27125
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A partir de estos rectangulos de Kharitonov se obtienen directamente los 32 sistemas asociados
de la figura 4.12(b), que se pueden comparar con los obtenidos a partir de los rectangulos
de Kharitonov originales (figura 4.12(a)). Como se observa, ambas figuras son iguales, lo que

asegura la bondad del algoritmo.

@]

I

Figura 4.12: Comparacion de los 32 sistemas para w = 1.0.

Las tablas 4.2 muestran los resultados del algoritmo para los valores de la frecuencia w =
1.0.

V1 — Vs Rectangulos
arco Kharitonov calculados
v 1.5676 4+ 2.59465 | K,1(jw) = —0.6508 — 1.0847;
Uy 2.0000 + 8.00005 Ko(jw) = 0.1085 — 1.0847;
Vosuee  0.8000 + 10.40005 | K,3(jw) = 0.1085 — 0.7592;
Vlpred 2.33367 K,,(jw) = —0.6508 — 0.7592;
o(n1) 229.40 K41 (jw) = —0.3254 + 0.05425
ny —0.6508 — 0.75925 | Kap(jw) = —0.1085 + 0.0542;
dy —0.3254 4 0.05425 | Kg3(jw) = —0.1085 4 0.2712y
do —0.1085 4 0.05425 | Ku(jw) = —0.3254 4+ 0.2712y
ngy  —0.1266 — 0.75945
ngy  —0.6508 — 1.08465
U3 V4 Vs Vg U7
0.8000 + 10.40005 | —4.8000 4 7.6000 | —3.5862 + 1.03455 | —2.5517 + 0.62075 | —1.3443 4+ 1.2131y
Th. 4 4 3 4 3
Vgpred 2.0000 4 8.00007 10.00007 —4.8000 + 7.60007 | —3.5862 + 1.03455 | —2.5517 + 0.62075
Vronee 10.0000; 35862 + 1.0345) | —2.5517 + 0.6207; | —1.3443 + 1.2131; 9.3336;
o(A,) 210.97 174.29 174.29 261.87 261.87
C. ver. C4.1 C4.1 C3.3 C4.3 C3.4
Ny —0.6508 — 1.08465 | 0.1084 — 1.08475 0.1085 — 1.084675 0.1085 — 0.75925 0.1085 — 0.75923
d, —0.1085 + 0.05425 | —0.1085 + 0.05425 | —0.1085 + 0.27125 | —0.1085 4 0.27125 | —0.3254 4+ 0.27125
Ty 3 n3 Ty Ty
I i i i i

Tabla 4.2: Resultados del algoritmo para conjunto de valores a frecuencia w = 1.0.
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Conjunto de valores a frecuencia w = 1.1.

El arco completo de vértices v; = % = —2.8422+2.98305 y v = % = —0.9808+2.45995

1 2
se considera como elemento inicial. Entonces, se pueden aplicar los teoremas 4.3 y 4.4. Por
tanto se eligen los puntos vz = dﬂ = 3.04205: Vipreq = dﬁ = —3.8291 + 3.73857:

2 1

Aplicando la normalizacién para un arco, (lema 4.3) se obtienen los siguientes datos:

1 1
¢(n1) = 360°— arg (— - —) = 81.05°

(%) U1
ny = cos(¢(ny))+ jsin (¢ (n1)) = 0.1556 + 0.9878;
dy = 2101475 - 0.1927);  dy = 2L = 0.3247 — 0.1927]
(%1 (%)

Ngy) = dlvl;m"ed = (0.1556 -+ 12895], Noy = dgvgsuc = 0.5862 + 09878]

Entonces, todos los demas vértices son asignables:

1. Veértice v5 = v, = Mo .4996 + 3.0386G;. Entonces v preq = e
d:p d:ppred

los vértices de un arco, y puede aplicarse el teorema 4.3, con los valores de vypreq ¥

6 (A,) = arg (i - ) —3.95

T Uzpred

= 3.04207, siendo

Caso 1:

La condicién C3.1 no se satisface: arg (U—Z) = 31.08° # arg (nq) + ¢ (A,) = 301.08°
Vg

Caso 2:

La condicién C3.2 no se verifica:arg ( ) = 232.95° # arg (n1)+¢ (A,;)+90° = 52.95°
Caso 3:

1
La condicién C3.3 se verifica: tan <arg —) — )+ 90°> dop = 0.0022 > dy; =

—0.1927 y ademas n, = dagr [1 + Jj tan <arg (v ) —o(Ay) + 90°>] , Uy = 0.1555+

0.9878; satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 1, n, = n;):

(an = (0.1556 < noyr = 0.5862 y ni; = 0.9878 < ngny = 12895)
(nIR = N1Rr = 0.1556 Y Nger =Ny = 09878)

1

Entonces d, = ds = dar (1 + J tan (arg <—> — ¢ (Ay) + 90°>) = 0.3247 +
Uy

m

0.0022] y v = v, = —.
d3

Ty

2. Veértice vy = v, = Na 2.3317 + 3.0261;. Entonces v preq =
d:p dmpred

= 0.4996 +
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3.0386;. Estos son los vértices de un segmento, y se aplica el teorema 4.4 con los
1
valores de v,4,,=5.1859 + 6.61815, ¢ (A,) = arg — —) = 127.23°.
xrsuc /U$
Caso 1:
La condicién C4.1 no se satisface: arg <v_2> = 59.35° # ¢ (A,) + arg(ny) — 90° =
118.28°. :
Caso 2:
La condicién C4.2 no se verifica: arg <2> = 81.23° # ¢ (A,) + arg(ng) = 208.28°.
Uy
Caso 3:
1
La condicion C4.3 se satisface: tan <arg (—) —o(Ay) + 180°> dop = 0.0022 >
UCC
1
doy = —0.1927, y ademas n, = dapr {1 + jtan (arg (—) —o(Ay) + 180")] , Uy =
Uy
0.7505 + 0.98785 satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 1, n, = ns):
(an = 0.1556 < ngyr = 0.5862 y niy = 0.9878 < nay; = 12895)
(nyr =mniy = 0.9878 y nyg = 0.7505 > n1g = 0.1556)
1
Entonces d, = d3 = dap <1 + j tan (arg <—> —o(Ay) + 180°>) = 0.3247 +
Uy
0.0022) y v) = v, — 2.
d3
. Ny . Ny
3. Vértice v5 = v, = — = 5.1859 + 6.6181. Entonces v,p,eq = = 2.3317 +

dw d:cpred
3.0261. Estos son los vértices de un arco, y se aplica el teorema 4.3 con los valores de

¢ (A,) = arg <vi ! ) = 127.23°.

T Vzpred

Caso 1:
La condicién C3.1 no se satisface: arg (U—2) = 59.82° # arg (n1) + ¢ (A,) = 208.28°

Caso 2:

La condicion C3.2 no se satisface:arg <ﬂ> = 81.70° # arg(ny) + ¢ (A,) + 90 =
298.28°. ’

Caso 3:

1
La condicion (C3.3 no se satisface: tan (arg (—) — ¢ (Ay) + 90°> dyp =
—21.75<ds; = —0.20, '

Caso 4:
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1
La condicion C3.4 se satisface: tan (arg (—) — ¢ (Ay) + 180°> dig = 0.0022 >
v

xT

1
diy = —0.1927 y ademas n, = dir {1 + j tan (arg (v_) —o(Ay) + 1800)] , Up =

0.7505 + 0.98785 satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 1, n, = ns):

(an = 0.1556 < ngyr = 0.5862 y niy = 0.9878 < Naxy = 12895)
(ngr =niy = 0.9878 y ng = 0.7505 > nyg = 0.1556)

1
Entonces d, = dy = dip (1 + jtan (arg (U—> — ¢ (Ay) + 180°)> = 0.1475 +

xT

0.0022] y vs = v, = 2.
dy
e . n(E . nm
4. Veértice vg = v, = T = 5.2164 + 8.6623;. Entonces v;yreq = i = 5.1859 +
T xpre

6.6181;. Estos son los vértices de un segmento, y se aplica el teorema 4.4, con los

valores de v,succ = 8.74045 y ¢ (A,) = arg (Umlucc — %) = 210.20°.

Caso 1:

La condicion C4.1 no se satisface: arg <E> = 52.80° # ¢ (A,) + arg(ny) — 90° =
201.25°. -

Caso 2:

1

La condicién C4.2 no se satisface: arg (U—) = T74.68° # ¢ (A;) + arg(nq) = 291.25°.
v

xT

Caso 3:

1

La condicion C4.3 no se satisface: tan <arg (—) —o(Ay) + 1800) dep =
Vg

—21.6892<dyr = —0.1927.

Caso 4:

1
La condicion C4.4 se satisface: tan (arg (—) — ¢ (Ay) +270°> dig = 0.0022 >
v

xT

1
diy = —0.1927 y ademas n, = dir [1 + jtan (arg (v_) —o(Ay) + 2700)] , Up =

xT

0.7505 + 1.28957 satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 1, n, = n3):

(an = 0.1556 < ngyr = 0.5862 y niy = 0.9878 < nayyr = 12895)
(ngr = 0.7505 > nyg = 0.1556 y n,; = 1.2895 > ny; = 0.9878)

1
Entonces d, = dy = dip (1 + jtan (arg (—) — ¢ (Ay) + 270°)> = 0.1475 +

. ns ‘
0.00225 y vg = v = —.
dy
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5. Veértice v; = v, = Ne —3.8291 + 3.73857. Entonces vypeq = Mo _ 8.74047.

dm d:ppred
estos son los vértices de un arco, y se aplica el teorema 4.3, con los valores de v,,cq ¥
1 1
¢ (A,) = arg (— - ) = 186.88°.
Uy Uzpred

Caso 1:

2

La condicién C3.1 no se satisface: arg (U—> = 336.05° # arg (n1) + ¢ (A;) = 267.93°.
v

xT

Caso 2:

La condicién C3.2 es satisface: arg (Z—l) =arg (ny)+¢ (A,;)+90° = 357.93° y ademas

n, = dyv, = 0.1556 + 1.28957 satisface la condicién del numerador (lema 4.4, caso 1,

Ny = Ny):

(an = 0.1556 < naoyp = 0.5862 y nir = 0.9878 < ngyr = 12895)

n
Entonces d, = dy = 0.1475 — 0.1927j y v; = v, = d—4.
1
En resumen, los polinomios asignados son:
nq nq nq N9 Ny ns Ty
v — Uy = —: U3 = —: U — = = pg = Vp = —
1 d17 2 d27 3 d3’ 4 d37 5 d4’ 6 d y U7 d1

Los valores obtenidos a partir de la normalizacién son:

ny = 0.1556 4 0.9878j; d; = 0.1475 — 0.192775; dy = 0.3247 — 0.19275

Y a partir de los vértices, aplicando el algoritmo:

vz : np = 0.1555 4 0.98787; ds = 0.3247 + 0.00227
vy 1 ng = 0.7505 4 0.98787; ds = 0.3247 + 0.00227
vs 1 ng = 0.7505 4 0.98787; dy = 0.1475 + 0.00225
vg : ng = 0.7505 4 1.28957; dy = 0.1475 + 0.00225
vy 1 ng = 0.1556 4 1.28957; d; = 0.1475 — 0.19275
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Entonces:

K1 (jw) = 0.1555 + 0.98787; K, (jw) = 0.7505 + 0.9878;

) n2 (Jw)

Ky (jw) = 0.7505 + 1.28955; Koy (jw) = 0.1556 + 1.2895

Ka (jw) = 0.1475 — 0.19275; Ky (jw) = 0.3247 — 0.1927;
(jw) = (jw)

Ky (Jw) = 0.3247 + 0.00227; K44 (Jw) = 0.1475 + 0.00225

A partir de éstos rectangulos de Kharitonov, se obtienen directamente los 32 sistemas de la

figura 4.13(b), iguales a los obtenidos a partir de los rectangulos de Kharitonov originales

(figura 4.13(a)).

@]

Figura 4.13: Comparacion de los 32 sistemas para w = 1.1.

Las tablas 4.3 muestran los resultados del algoritmo para los valores de la frecuencia w =
1.1.

Conjunto de valores a frecuencia w = 1.2.

El segmento completo de vértices v; = % = 6.1015 4+ 5.2779] y vy = % = 6.5135 +
1 1
6.85737 se considera como el elemento inicial. Por tanto los teoremas 4.1y 4.2 puede aplicarse.

2 — 855605 Vipred = —— = 2.9550 + 3.2369;.

. T
Por tanto, se eligen los puntos vog,. = —
da dan
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V1 — Vg Rectangulos
arco Kharitonov calculados
vy —2.8422 + 2.9830] | Kpi(jw) = 0.1555 + 0.9878
Vg —0.9808 4+ 2.45995 | K,2(jw) = 0.7505 + 0.9878;
Vosuce 3.04207 Kns(jw) = 0.7505 + 1.28055
Vipred —9.8291 + 3.73857 Koy(jw) = 0.1556 + 1.2895j
d(ny) 81.05 K (jw) = 0.1475 — 0.1927;
ny  0.1556+0.9878j | Kap(jw) = 0.3247 — 0.1927;
di 0.1475—0.1927) | Kg(jw) = 0.3247 + 0.0022;
dy  0.3247—0.1927) | Ku(jw) = 0.1475 + 0.0022;
Ty 0.1556 + 1.28955
N9y 0.5862 + 0.98785
V3 Uy Vs Vg [ore
0.4996 + 3.03865 | 2.3317 + 3.02615 | 5.1859 + 6.61815 | 5.2164 + 8.6623; | —3.8291 + 3.7385;
Th. 3 4 3 4 3
Vapred 3.0420; 0.4996 + 3.03865 | 2.3317 + 3.0261; | 5.1859 + 6.6181; 8.7404;
Vgsuce | 2.3317 4 3.02615 | 5.1859 + 6.61815 | 5.2164 + 8.6623] 8.7404;] —2.8422 + 2.9830;
o(4,) 8.95 127.23 127.23 210.20 186.88
C. ver. C3.3 C4.3 C34 C4.4 C3.2
ne | —0.1555 + 0.9878; | 0.7505 + 0.9878; | 0.7505 + 0.98787 | 0.7505 + 1.2895; | 0.1556 + 1.2895;
d, 0.3247 + 0.0022] | 0.3247 + 0.0022] | 0.1475 + 0.0022j | 0.1475 + 0.0022j | 0.1475 — 0.1927;
1 No Mo n3 N
=] & R R A R i

Tabla 4.3: Resultados del algoritmo para conjunto de valores a frecuencia w = 1.1.

Aplicando la normalizacién para un segmento (lema 4.1) se obtienen los siguientes datos:

o (dy) = 360 —arg (vy — vy) = 284.62°
di = cos(p(dy))+jsin(¢(dy)) =0.2524 — 0.96767
ny = wdy = 6.6471 — A57T17j:  ny = vady = 8.2793 — 4.57175:
dyy = —2 — 05343 — 0.9677j: duy = —— = 0.2524 — 1.8230;
Vasuc Vipred

Entonces, todos los demas vértices son asignables:

. n n .

1. Vértice v3 = v, = — = = 8.55607.
d:c dxpred

Estos son los vértices de un arco, y puede aplicarse el teorema 4.2 con los valores de

Vesuce = —2.2110 + 5.10075 y ¢ (S;) = arg (Vpsuee — V) = 308.66°.

—3.0339 + 6.12945. Entonces vypreq =

Caso 1:

La condicién C2.1 no se satisface: arg (v_x) = 69.86° # arg (di) + ¢ (Sz) — 90° =
U2

143.28°.

Caso 2:

La condicién C2.2 no se satisface: arg (U—m) = 75.47° # arg (d1) + ¢ (S;) = 233.28°
0
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Caso 3:

La condicién C2.3 se satisface tan (arg (v.) — ¢ (S;) + 180°) nog = —1.8087 > nyy =

14 180°
45717 y ademas d, — "zrllTitan(a (0] = (5.) + 180) — _0.7740 —
Ve

0.9676; satisface la condicién del denominador (Iema 4.2, caso 3, d, = dy):

(digr = 0.2524 > doyg = —0.5343 y dy1; = —0.9676 > dyn; = —1.8230)
(dI[ = dl[ = —0.9676 y de = —0.7740 S le = 02524)

Entonces n, = n3 = nag [1 4 jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°)] = 8.2793 — 1.8087;5 y
P
V3 = Uy = d2.
. Ny . Ny
2. Veértice vy = v, = T = —2.211 + 5.10075. Entonces vy preq = 7 = —3.0339 +
T rpred
6.12947. Estos son los vértices de un segmento, y se aplica el teorema 4.1 con los valores

de Uzpred Y P (S:B) = arg (Um - 'U;ppred> = 308.66°

Caso 1:
La condicién C1.1 no se satisface: arg (Z—z) = 66.96° # arg (d1) + ¢ (S,) = 233.28°.
Caso 2:
La condicion C1.2 no se satisface: arg C]]l) = T72.57° # arg(dy) + ¢ (S.) +90° =
323.28°.
Caso 3:

La condicién C1.3 se satisface: tan (arg (v,) — ¢ (S;)
T

1 tan
—4.5717 pero el valor de d, = nar [1 4 j tan (arg E]

3.54317 no satisface la condicién del denominador (lema 4.2, caso 3):

+ 900) nop = 30.4258° > nyy =
o) =0 () 90y yogy

(digr = 0.2524 > doyr = —0.5343 y dq1; = —0.9676 > dyn; = —1.8230)
pero:

(dor = —3.5431 # dyy — 0.9676) = d, # ds
(dyp = 4.42925d, 5y = 0.2524 y dyy — —3.5431 < dyj = —0.9676) d, # ds

Caso 4:
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La condicién C1.4 se satisface tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°) njg = —1.8088 > ny; =
1+t 2) — @ (Sz) + 180° .
45717y 4, = Melltstan(arg %’ =9 G + 189 2241 — 0.9676
satisface la condicién del denominador (Igma 4.2, caso 3. d, = dy):
(digr = 0.2524 > doygr = —0.5343 y dy1; = —0.9676 > dyn; = —1.8230)
(dyr = diy = —0.9676 y dpgp = —0.7740 < d1p = 0.2524)
Entonces n, = ny = nig [l + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°)] = 6.6471 — 1.8088;5 y
Vg = Vp = Z—;l
. Ny . Ny
3. Veértice vs = v, = T = —0.47099 + 3.44627. Entonces vy preq = 7 = —2.2110 +
T xpred

5.10074. Estos son los vértices de un arco, y por tanto puede aplicarse el teorema 4.2,

con los valores de v,succ = 3.64637 y 0 (Sz) = arg (Vesuce — V) = 23.01°.
Caso 1:

La condicién C2.1 no se satisface: arg (v_x) = 51.31° # arg (dy) + ¢ (S;) — 90° =
V2
217.63°.
Caso 2:
La condicién C2.2 no se satisface: arg (U—m) = 56.92° # arg (d1) + ¢ (S;) = 307.63°
0

Caso 3:

La condicién C2.3 se satisface, tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°) nog = 30.4087 > noy =
1+t 2) — ¢ (Sz) + 180° .
45717 pero d, — "erllHitan(arg (ve) =9 (Se) + 1809)] ¢ ga0r 5 i00s o

Vg
satisface la condicién del denominador (lema 4.2, caso 3):

(le =0.2524 > dg)\R = —0.5343 y d1[ = —0.9676 > d4)\[ = —18230)

(don = 8.3397T>dip = 0.2524 y dyy = —3.5422 < dy; = —0.9676) = d, # ds
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La condicién C2.4 se satisface: tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 270°) n1g = —1.8098 > ny; =
1+t ) — «) +270° .
45717 y 4, — MamllEtan(arg (:j )=o)+ 2700 7743 — 189305

satisface la condicién del denominador (Igma 4.2, caso 3, d, = d3):

(digr = 0.2524 > doyg = —0.5343 y dy1; = —0.9676 > dyn; = —1.8230)
(dyr = —0.7743 < d1g = 0.2524 y d,; = —1.8230 < dy; = —0.9676)

Entonces n, = ny = nip[1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 270°)] = 6.6471 — 1.8098; y
Ny

d_3 .

Vg = Uy —

4. Veértice vg = v, = = 1.469 + 3.4428;. Entonces vypreq = = 3.64637. Estos
T rpred
son los vértices de un arco, y por tanto puede aplicarse el teorema 4.2, con los valores

de Vpguee = 2.9559 + 3.23695, ¢ (S;) = arg (Vesuee — V) = 352.12°.

Caso 1:

La condicién C2.1 no se satisface: arg (2—1) = 20.42° # arg (dy) + ¢ (S;) — 90° =
2

186.74°

Caso 2:

La condicién C2.2 no se satisface: arg (U—m) = 26.03° # arg (d1) + ¢ (S;) = 276.74°
0

Caso 3:

La condicion C2.3 se satisface: tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°) nop = 30.4240 > nyy =
1+t e) — @ (Sz) + 180° ‘
45717 pero d, = "erllHitan (arg (va) =9 (S) + 18O] o 000 g5 0o

UCC
satisface la condicion del denominador (lema 4.2, caso 3):

(le = 0.2524 > dg)\R = —0.5343 y dir = —0.9676 > d4)\[ = —18230)

(don = 8.3440>dip = 0.2524 y dyy = 1.1554>dy; = —0.9676) = d, # ds.



186 Identificacidén de sistemas de intervalos. Menos de cinco vértices.

La condicién C2.4 se satisface: tan (arg(v,) — ¢ (S;) +270°)n1g = —1.8089 >
145t ) — «) +270° .
nyy = 45717 y d, — Ml T tan (arg (Zj ) =9 S +2700] 9504 — 1.89305

satisface la condicion del denominador (Iemax4.2, caso 3, d, = dy):

(dip = 0.2524 > dyrp = —0.5343 y dyy = —0.9676 > dyp; = —1.8230)
(dyp = dip=0.25247y dy; = —1.8230 < dy; = —0.9676) [d, = d4

Entonces n, = ny = nig[1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 270°)] = 6.6471 — 1.8089;5 y
Uz

dy

UGZU;E:

5. Veértice v; = v, = % = 2.9559 + 3.2369;. Entonces vypreq = d& = 1.4690 +
T rpred
3.4428;j. Estos son los vértices de un segmento, y puede aplicarse el teorema 4.1, con

los valores de vyprea y ¢ (Sz) = arg (Ve — Vaprea) = 352.12
Caso 1:

La condicién C1.1 no se satisface: arg (U—m) = 1.13 # arg (dy) + ¢ (S,) = 276.74
U2

Caso 2:

La condicion C1.2 se satisface: arg <U—I> =arg(di)+¢(S:)+90=6.74y d, = o
(%1

Uy
0.2524 — 1.8230; satisface la condicién del denominador (lema 4.2, caso 3, d, = dy):
(le = 0.2524 > dg)\R = —0.5343 y dl[ = —0.9676 > d4)\[ = —18230)

(dop = dip=0.2524y dyy = —1.8230 < dy; = —0.9676) [d, = d]

. ni
Entonces n, = ny = 6.6471 — 4.5717j; v; = v, = T
4
En resumen, los polinomios asignados son:
nq ) n3 Ty ny Ty 1
'Ulz—"1)2:—”U3:—"1)4:—”(]5:—'1)6:—”(]7:—
dy’ dy’ dsy’ dsy’ ds’ dy’ dy

Los valores obtenidos a partir de la normalizacién son:

dy = 0.2524 — 0.96765;n; = 6.6471 — 4.57177; ny = 8.2793 — 4.5717;
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Y a partir de los vértices, aplicando el algoritmo

vy ng=82793 — 1.80877; dy = —0.7741 — 0.96767
vy ng =6.6471 — 1.80877; dy = —0.7741 — 0.96767
vs 1 ng = 6.6471 — 1.808775; d3 = —0.7743 — 1.8230)
vg : nyg=6.6471 — 1.80877; dy = 0.2524 — 1.8230j
vy ¢ ng =6.6471 —4.57175; dy = 0.2524 — 1.82305

Entonces

K1 (jw) = 6.6471 — 4.5717j; K, (jw) = 8.2793 — 4.5717}
K3 (jw) = 8.2793 — 1.8087j; K, (jw) = 6.6471 — 1.8087;
Ka (jw) = —0.7743 — 1.82305; Ky (jw) = 0.2524 — 1.8230;
Kgs (jw) = 0.2524 — 0.96765; Ka (jw) = —0.7743 — 0.9676

A partir de estos rectangulos de Kharitonov se obtienen directamente los 32 sistemas de
la figura 4.14(b), iguales a los obtenidos a partir de los rectangulos de Kharitonov originales

(figura 4.14(a)).

[l
il

Figura 4.14: Comparacion de los 32 sistemas para w = 1.2.

Las tablas 4.4 muestran los resultados del algoritmo para los valores de la frecuencia w =
1.2.
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V1 — Vg Rectangulos
segmento Kharitonov calculados
v 6.1015 + 5.2779; a1 (jw) = 6.6471 — 4.57175
Uy 6.5135 + 6.85737 Ko(jw) = 8.2793 — 4.57175
Vosuce 8.55607 K,3(jw) = 8.2793 — 1.8087j
Vipreda  2.9559 + 3.23697 Kpy(jw) = 6.6471 — 1.80875
w(dq) 284.62 Ky (jw) = —0.7743 — 1.82307
di 0.2524—0.9676] | Kgp(jw) = 0.2524 — 1.8230;
n 6.6471 — 4.57175 Ky3(jw) = 0.2524 — 0.96767
Ny 8.2793 — 4.57175 | Kyu(jw) = —0.7743 — 0.96767
dip 0.2524 — 1.82305
doy  —0.5343 — 0.9677j
U3 Vg Us Ve g
—3.0339 +6.12945 | —2.211 4 5.10075 | —0.4710 4 3.44625 | —1.469 + 3.4428; | 2.9559 + 3.23695
Th. 2 1 2 2 1
Vgpred 8.55607 —3.0339 4+ 6.12945 | —2.211 + 5.10075 —3.64637 1.4690 + 3.44285
Vpsuce —2.211 4 5.10077 | —0.4710 + 3.44625 3.64635 2.9559 4+ 3.23697 | 6.1015 + 5.27795
©(Sz) 308.66 308.66 23.01 352.12 352.12
C. ver C2.3 Cl4 C24 C2.4 C1.2
d, —0.7741 — 0.96765 | —0.7741 — 0.96765 | —0.7743 — 1.82307 | 0.2524 — 1.82305 | 0.2524 — 1.82305
Ny 8.2793 — 1.80885 6.6471 — 1.80885 6.6471 — 1.80985 6.6471 — 1.80895 | 6.6471 — 4.5717j
ng Ty Ny Ny n1
I 0 0 i i

Tabla 4.4: Resultados del algoritmo para conjunto de valores a frecuencia w = 1.2.

Figura 4.15: Conjunto de valores con los parametros solucion del sistema de ecuaciones.

Finalmente, resolviendo el sistema de ecuaciones 3.20, se determinan los parametros del
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intervalo de plantas:

[10, 11]s® + [7, 8]s* + [6, 6.5]s + [5, 7.5]
[0.75, 1.25]s3 + [2, 2.5]s% + [L.5, 2]s + [1, 1.5]

Gy (s) =

Aplicando G, (s = jw) enw = 1.0, w = 1.1 y w = 1.2 se obtienen los conjuntos de valores

de la figura 4.15.
¢
Para la resolucion del ejemplo, se ha implementado el algoritmo con diferentes

programas de Matlab (MathWorks (©)). En la figura 4.16 se muestra la dependencia entre

ellos, asi como la secuencia de ejecucion.
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ejemplo.m ]

Frecuencias

Primer elemento

Segmento/arco

Predecesor

Predecesor

arco-vx-segmento

segmento-vx-arco Sucesor

Sucesor

arco-vx-segmento segmento-vx-arco

edge vertex_predecessor.m arc_vertex_predecessor.m

Teorema 4.1 Teorema 4.3

edge_vertex_successor.m A 4

arc_vertex_successor.m
Teorema 4.2

\ Teorema 4.4

N,D

s

Kharitonov

4—__[ eq_system_solution.m

soluciones a,,b,

Figura 4.16: Diagrama resumen del proceso seguido en el ejemplo 4.1.



Capitulo 5

Casos particulares.

En el capitulo 4, para determinar los polinomios asignados a partir de un segmento o
de un arco completo de la frontera del conjunto de valores, y calcular los polinomios de
Kharitonov a partir éstos, se realizaba el proceso para el caso general en el que nyg # 0,
noy # 0, n1r # 0y nyy # 0, para los teoremas obtenidos a partir de un segmento completo.

Para el caso de disponer de un arco completo, se realizaba el proceso suponiendo que

ng;«éO,dgl;&O,le%Ode%O.

En este capitulo se enuncian y demuestran los teoremas Predecesor y Sucesor (para
segmento y para arco), contemplando la posibilidad de que, o bien la parte real, o bien la
parte imaginaria del polinomio asignado obtenido mediante la normalizacién, sea igual a

cero.

En primer lugar, se demostraran los teoremas que, a partir de un segmento completo
de la frontera del conjunto de valores, permiten obtener los valores de los polinomios
asignados del numerador y del denominador, a una frecuencia dada, en los casos en los
que la normalizacion determine el polinomio asignado del numerador con alguna de las

condiciones siguientes:
A) nor =0, nor # 0.
B) ngor =0, nag # 0.
C) nig =0, nqy; # 0.

Esta demostracion se realizara en los casos «predecesor», segmento S, de la frontera

precedido de un arco, y «sucesor» segmento S, de la frontera seguido de un arco.
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Después se realizara el mismo estudio, partiendo de un arco A,, y en los dos supuestos,
«Predecesory, arco A, de la frontera precedido de un segmento, y «Sucesor», arco A, de

la frontera seguido de un segmento..

5.1. A. an:O, 77/2]740.

La situaciéon se muestra en la figura 5.1.

Figura 5.1: Rectangulo con nyg = 0, noy # 0.

Teorema 5.1

. L. ny
[Predecesor.] Sean Sy un segmento completo de la frontera del conjunto con vértices v, = o
1
No L na na
y v = —, el arco de la frontera sucesor a S, de vértices v = —=, Ve = —, y €l
d1 dl d2)\
- ny n .
arco de la frontera predecesor a Sy, con vértices vy = — y v; = —, todos en sentido
dy nd1 N
. ) L d
antihorario. Sea S, un segmento de la frontera de vértices v,preq = Zm VR — d—x en
X X

sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la intersecciéon del segmento S,

con un arco de la frontera. Entonces

1. arg <U—I> = arg (dy) + ¢ (5:) (condicién C1.1) y el denominador d, de v, determinado
o)

N9 . L., . . .
como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y solo si n, = ng, y no
Vg

puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando n, # no, arg <U—I> = arg (dy)+¢ (5:)+90° (condicion C1.2) y el denominador
(%1

d, de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si 'y
Uy

s6lo si n, = n; y no puede ser otro polinomio asignado.
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3. Cuando n, # nq y n, # no, el denominador d, de v, determinado como satisface
Vzpred
la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = nz = ng——, y no puede
rpred

ser otro polinomio asignado.

4. Cuando n, # ny, ng # no, y ng, # ng, tan(arg(vy) — ¢ (S;) + 180°) nigp >
ny;  (condicion Cl.4), y el denominador d, de w, determinado como
nig [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (Sz) + 180°)]

Vg
(lema 4.2), si y sélo si n, = ny = nip [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°)].

satisface la condicién del denominador

Demostracion:

A partir del segmento completo Sy, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen
N9 ny

y dyy = . El valor de v, es

V2suc Vipred

los valores de dy, n1 = vidy, no = vady, doy =

conocido.

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C1.1 y la
condiciéon del denominador se satisfacen, entonces la soluciéon d, = ?, Ng = Na, €8
unica. Notese que la condicion C1.1 se puede cumplir también cuandoxa) Ny = ns, b)
Ny = N4 0 C) N, = nq, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicion del denominador.

. . no . ..,
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condiciéon C1.1 y
UCC

S,
la condiciéon del denominador. Ademas S, = d—2, donde S5 es parte del segmento de
vértices ny y ng, y arg (ng — ny) = 0°.

n S
a) Sea d el denominador de v, determinado como — . Entonces S, = d—3 donde
Uy -
S3 es parte del segmento de vértices ny y ng, arg(ns —ng) = 90° (por la
normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d%) = 90° — ¢ (S,). Como v, es

. , . ns To
el mismo vértice, entonces arg ) = arg 7 ) de donde se deduce que
X

arg (n3) = arg (n2) + 90°. n, = ng verifica la condicion C1.1, puesto que

arg (U_r) = arg (ng) +90° — arg (ng) + arg (di) — 90° + ¢ ()

= arg (di) + ¢ (5) -

Como arg (n3) = £arg(ny), d, es una solucion, d* no lo es y n, = n3 no es

una solucion.
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b) Véase el mismo caso en el teorema 4.1.
n S
¢) Sea d el denominador de v, determinado como —L. Entonces S, = d_l’ donde
Uy .
S1 es parte del segmento de vértices ny y nq, arg(n; —ny) = 270° (por la
normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 270° — ¢ (S,). Como v,
es el mismo vértice, entonces arg % = arg % , de donde se deduce que
arg (ny) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C1.1, puesto que
Vg
arg (v_> = arg (ny) + 270° — arg (ny) + arg (dy) — 270° + ¢ (S;)
2
= arg (di) + ¢ (5z) -
Como arg (ny) = £90°, segtn lo anterior arg(ny;) = 0° o arg(ny) = 180°, lo
cual no es posible. Por tanto, d, es una solucién, d; no lo es y n, = ny no es
una solucion.
2. Véase el mismo caso en el teorema 4.1.
: S3 _
3. «<| Sin, = nz entonces S, = T donde S5 es parte del segmento de vértices ny y ng,

xT

o . ., Uy
verificindose que arg (ng — ny) = 90° (por la normalizacion). Como ng = ngy y
Vzpred
ng . . N2
d, = —, sustituyendo se tiene que d, = )
Uy Vzpred

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si d, = y verifica la

Uzpred

.. . ., Ny Vg

condicion del denominador, entonces la solucion d, = —, n, = n3 = ng
v

)
T Vzpred

es unica. Notese que si n, # ny y n, # ny, la solucion se podria cumplir cuando

Ne = Ny.

S
Sea d el denominador de v, determinado como E. Entonces S, = d—4, donde S; es
Uy .
parte del segmento de vértices ng y ny, arg (ny — n3) = 180°, y por la proposicion
4.1 arg (d) = 180° — ¢ (S,) = arg (d,) + 90°.

Como v, es el mismo vértice, arg (%) = arg <%), de donde se deduce que
arg (ng) = arg (n3) + 90°. Por la norm;lizacién, cuangcﬂlo nap = 0 entonces nzp = 0.
Por tanto, el segmento de vértices ny y ngz esta en el eje imaginario, verificandose que
arg (ny) = targ (n3) = £90°, y segin lo anterior arg (ny) = 0° 0 arg (nys) = 180°, lo
cual no es posible pues n3; = nyr lo que implicaria que n3 = (0,0) y el denominador
asociado también, pero (0,0) ¢ D,(s,b) segin el planteamiento realizado en la

seccion 3.1. Por tanto, d, es una solucion, d;; no lo es y n, = ny no es una solucion.
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4. Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

5.2. B. Nor = O, noRr 7é 0.

La situaciéon se muestra en la figura 5.2.

Figura 5.2: Rectangulo con nyy = 0, nag # 0.

Teorema 5.2

[Predecesor.] Sean S; un segmento completo de la frontera del conjunto de valores con vértices

nq Mo L no No
v1 = — y vo = —, el arco de la frontera sucesor a S, de vértices vy = —= y Vogue = —, ¥
dl d1 dl d2)\
. ny nq .
el arco de la frontera predecesor a Sj, con vértices vyy,.q = — y v1 = —, todos en sentido
dy ndl n
antihorario. Sea S, un segmento de la frontera de vértices v,preq = ?rad y Uy = d—x en
X

X
sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccion del segmento S,

con un arco de la frontera (figura 4.7). Entonces:

1. arg (Zi) = arg (dy) + ¢ (S:z) (condicién C1.1) y el denominador d, de v, determinado
2

como — satisface la condicion del denominador (lema 4.2), si y s6lo si n, = ny y no
UCC
puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando n, # ng, arg <U—I> = arg (dy)+¢ (5:)+90° (condicion C1.2) y el denominador
v

1

d, de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y
Uy

s6lo si n, = ny y no puede ser otro polinomio asignado.
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3. Cuando n, # ny y n, # ne, tan (arg (v,) — ¢ (Sz) + 90°) nag > noy (condicién C1.3f
naor |1 + 7 tan (arg (v,) — ¢ (S,) + 90°)

Vg
satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y s6lo si n, = ng =

y el denominador d, de v, determinado como

nog [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 90°)] y no puede ser otro polinomio asignado.

4. Cuando n, # mny, Ny # n2, y n, # ng, tan(arg(v,) — ¢ (Sz) + 180°) nig >

ni;  (condicion Cl.4), y el denominador d, de w, determinado como

1 )t ) — @ (S, 180° ] .. )
nup |1+ g tan (arg (vz) — ¢ (S2) + ) satisface la condicién del denominador

UCC
(lema 4.2), si y sélo si n, = ny = nyp [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°)].

Demostracion:

A partir del segmento completo Sy, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen
No nq
y dyy =
V2suc Vlpred

los valores de dy, n1 = vidy, ny = vady, doy = . El valor de v, es

conocido.

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C1.1 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = ?, Ng = Na, €8
unica. Notese que la condicion C1.1 se puede cumplir también Cuandoxa) Ny = N3, b)
Ny = N4 0 ¢) N, = nq, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicion del denominador.

. . %) . -
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C1.1 y
UCC

S

7 donde S5 es parte del segmento de

la condicion del denominador. Ademés S, =

vértices ny y no, y arg (ng —ng) = 0°.

n S
a) Sea d el denominador de v, determinado como —2_ Entonces S, = d—f donde

Vg
S3 es parte del segmento de vértices ny y ng, arg(ng —ns) = 90°x(por la
normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d) = 90° — ¢ (S,). Como v, es
n n
el mismo vértice, entonces arg d—f) = arg d_2 , de donde se deduce que
€T x

arg (n3) = arg (n2) + 90°. n, = ng verifica la condicion C1.1, puesto que

arg <Z_z) = arg (n2) +90° — arg (n2) + arg (d1) — 90° + ¢ (S,)

= arg (di) + ¢ (Sa) -
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Sea a = arg (ny), a = 0° o @ = 180°. Entonces arg (n3) = 90° o arg (n3) = 270°,
lo que no es posible porque n3p = nog # 0. Por tanto, d, es una solucion, d,

no lo es y n, = n3 no es una solucion.

b) Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

S1
z dy’
Sy es parte del segmento de vértices ny y ng, arg(ny —ny) = 270° (por la

n
¢) Sea d; el denominador de v, determinado como —L. Entonces S, = donde
v

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (di) = 270° — ¢ (S,). Como v,
n

. L. N9
es el mismo vértice, entonces arg )= arg 7 ) de donde se deduce que
X

arg (n1) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C1.1, puesto que

arg <Z—:> = arg (ng) + 270° — arg (ng) + arg (dy) — 270° + ¢ (S;)

= arg (d1) + ¢ (5:) -

Sea o = arg (na), a = 0° 0 @ = 180°. Entonces arg (n,) = 270 o arg (ny) = 90°,
lo que no es posible porque ny; = nyy = 0. Por tanto, d, es una solucion, d no

lo es y n, = ny no es una solucion.

2. «| Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C1.2 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ng = Ny, €S
tnica. Notese que si n, # ng, la condicion C1.2 se puede cumplir taml:fién cuando a)
n, = ns 0 b) n, = ng, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicion del denominador.

n
Sea d, el denominador de v, determinado como —1, verificando la condicion C1.2 y
Uy
S
la condiciéon del denominador. Ademas S, = d—l, donde S; es parte del segmento de

vértices ny y ny, y arg (ny — ny) = 270°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

b) Sea d el denominador de v, determinado como %. Entonces S, = %, donde

Sy es parte del segmento de vértices ng y ny, alg"ﬂg (ng —ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (di) = 180° — ¢ (S,). Como v,

n

. L . 4 ny
es el mismo vértice entonces arg )= arg 7 ) de donde se deduce que
€T x
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arg (ny) = arg (ny) + 270°. n, = ny verifica la condicion C1.2, puesto que

arg (U—l) = arg (ny) + 270° — arg (ny) + arg (d;) — 180° + ¢ (S;)

(%1
= arg (dy) + ¢ (S,) +90°.

Sea a = arg (n1), a = 0° o @ = 180°. Entonces arg (ny) = 270° o arg (ny) = 90°.
Esto no es posible, porque nyr # 0 puesto que ni; = 0. Por tanto, d, es una

solucion, d no lo es y n, = n4 no es una solucion.
3. Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

4. Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

5.3. C. an:O, 7%1]7&0.

La situacion se muestra en la figura 5.3.

Figura 5.3: Rectangulo con nig =0, nyy # 0.

Teorema 5.3

[Predecesor] Sean S} un segmento completo de la frontera del conjunto de valores con vértices

ny ny L. N2 N2
v; = — y vy = —, el arco de la frontera sucesor a S, de vértices vy = — Y Uogye = —, ¥
d; d, d; dax
L ny ny .
el arco de la frontera predecesor a Sy, con vértices vipreq = I y U = n todos en sentido
4 1
Nzpred Ty

antihorario. Sea S, un segmento de la frontera de vértices v preq = y v, = — en

d, d,
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sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccion del segmento S,

con un arco de la frontera (figura 4.7). Entonces:

1. arg <Z—I> = arg (dy) + ¢ (S:z) (condicion C1.1) y el denominador d, de v, determinado
2

como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y s6lo si n, = ny y no

x
puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando n, # ng, arg C}]—I) = arg (dy)+¢ (5:)+90° (condicion C1.2) y el denominador
1

d, de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y
Vg

sé6lo si m, = ny y no puede ser otro polinomio asignado.

3. Cuando n, # ny y n, # na, tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 90°) nag > na; (condicion C1.3)
nar (1 + jtan (arg (v.) — ¢ (Sz) + 90°)]
Vg
satisface la condicion del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = ng =

y el denominador d, de v, determinado como

nog [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 90°)] y no puede ser otro polinomio asignado.

4. Si ng # ng, Ny # Ny y Ny # N3 entonces n, = ny.

Demostracion:

A partir del segmento completo Sy, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen
N9 ny

y dyy = . El valor de v, es

V2suc Vipred

los valores de dy, n1 = vidy, no = vaody, doy =

conocido.

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C1.1 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = ?, Ng = No, €s
unica. Notese que la condicion C1.1 se puede cumplir también cuandowa) Ny = ns, b)
Ny = N4 0 C) N, =ny, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicion del denominador.

. . No . -
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C1.1 y
UCC

%

7 donde S5 es parte del segmento de

la condiciéon del denominador. Ademas S, =

vértices ny y ng, y arg (ng — ny) = 0°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

b) Véase el mismo caso en el teorema 4.1.



200

Casos particulares.

2.

¢) Sea d el denominador de v, determinado como % Entonces S, = %, donde
Sp es parte del segmento de vértices ny y ng, a;g (ng —ny) = 270° (por la
normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 270° — ¢ (S,). Como v,
es el mismo vértice, entonces arg % = arg % , de donde se deduce que

- x

arg (ny) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C1.1, puesto que

arg (Z—:) = arg (ny) + 270° — arg (ny) + arg (dy) — 270° + ¢ (S,)

= arg (d1) + ¢ (52) -

Sea a = arg (n1), a = 90° 0 a = 270°. Entonces arg (ny) = 180° 0 arg (ny) = 0°,
lo que no es posible porque ny; = ny; # 0. Por tanto d, es una solucién, d; no

lo es, y n; = ny no es una solucion.

<| Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C1.2 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ny = Nq, €S
unica. Notese que si n, # na, la condicion C1.2 se puede cumplir tamlifién cuando a)
n, =ns 0 b) n, =ny, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicion del denominador.

. . m . <
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C1.2 y
UI‘

51

7 donde S; es parte del segmento de

la condicion del denominador. Ademés S, =

vértices ny y ny, y arg (ny — ny) = 270°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

n S
b) Sea d el denominador de v, determinado como —f. Entonces S, = d—f, donde
Sy es parte del segmento de vértices ng y ny, al?g (ng —ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d}) = 180° — ¢ (S,). Como v,
ny
dy
arg (ng) = arg (ny) + 270°. n, = ny verifica la condicion C1.2, puesto que

. L e Ty
es el mismo vértice entonces arg ) = arg , de donde se deduce que
x

arg (Z—T) = arg (ny) + 270° — arg (ny) + arg (dy) — 180° + ¢ (S;)

= arg (di) + ¢ (S,) + 90°.

Sea o = arg (n1), a = 90° 0 @ = 270°. Entonces arg (ny) = 0 o arg (n4) = 180°.
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Por tanto ny = (0,0) no puede ser una solucion, pues el vértice v, no es cero.
3. Véase el mismo caso en el teorema 4.1.

4. Sing # ng, Ny # Ny y ng # Ny entonces n, = ny.

|
Los teoremas siguientes son analogos al teorema 4.2 donde S, es un segmento de vértices
nfE anUCC . . . .
Vy = —— YV Ugsue = , en sentido antihorario, y v, perteneciente a un arco-segmento.

d, d,

5.4. A. Nor = O, Nnaor 7é 0.

Teorema 5.4

[Sucesor] Sean S; un segmento completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices

ny N2 L No No

v; = — y vy = —, el arco de la frontera sucesor a Sy, de vértices vo = — y Vogye = —, Y
dy dy " nd1 dax
- 1 1 .

el arco de la frontera predecesor a Sy con vértices viyeq = — y v1 = —, todos en sentido

d“n dy "
antihorario. Sea S, un segmento de la frontera de vértices v, = d_:E Y Vpsue = Zsuc en sentido
X X

antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccién de un arco de la frontera

con el segmento S,. Entonces:

1. arg <Z—I> = arg (dy) + ¢ (Sz) — 90° (condicion C2.1) y el denominador d, de v,
2

. ) . .o . . , .
determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si
Uy

n, = ng y no puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando n, # ny, arg (U—:B) = arg (dy) + ¢ (Sz) (condicién C2.2) y el denominador d,
U1

. nq . .. . . .
de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo
Vg

si n, = ny y no puede ser otro polinomio asignado.

3. Cuando n, # ny, n, # ng, y tan (arg (v,) — ¢ (S.) + 270°) ny1g > nqr (condicién C2.4f
nig [1 + j tan (arg (v,) — ¢ (S,) + 270°)
Uy
satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = n4 =

y el denominador d,, de v, determinado como

nigr [1+ jtan (arg (v,) — ¢ (S:) +270°)] y no puede ser otro polinomio asignado.

4. Si ng # ng, Ny # Ny y Ny # Ny entonces n, = ns.
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Demostracion:

A partir del segmento completo S, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen

na n
los valores de dy, n1 = vidy, ny = vady, doy = y dyy = . El valor de v, es
. Vasuc Vipred
conocido.
1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.1 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ny = No, €S
unica. Notese que la condicion C2.1 se puede cumplir también cuando za) Ny = ns, b)
Ny = N4 0 ¢) N, = nq, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicién del denominador.

. . %) . -
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C2.1 y
UI‘

.. . S,
la condicion del denominador. Ademéas S, = d_z’ donde S5 es parte del segmento de
X
vértices ny y ng, y arg (n3 — ny) = 90°.

n S,
a) Sea d el denominador de v, determinado como —>_ Entonces S, = d—f, donde
Vg
S3 es parte del segmento de vértices n3 y ng, arg(ng — ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 180° — ¢ (S,). Como v,

n

. - 3 U
es el mismo vértice, entonces arg )= arg 1) de donde se deduce que
X

arg (ng) = arg (n2) + 90°. n, = ng verifica la condicion C2.1, puesto que

arg <Z_:> = arg (nz) + 90° — arg (n2) + arg (di) — 180° + ¢ (S,)

= arg (di) + ¢ (S;) — 90°.

Sea a = arg (ng), a = 90° 0o @ = 270°. Entonces arg (n3) = 180° o arg (n3) = 0°,
lo que no es posible porque n3r = nog. Por tanto, d, es una solucién, d; no lo

es y ny = n3 no es una solucion.
b) Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

n S
¢) Sea d} el denominador de v, determinado como —L. Entonces S, = d—l,
Vg *
donde S es parte del segmento de vértices ny y ny, arg(ny —ny) = 0° (p(w)r

la normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d:) = —¢ (S,). Como v, es

. - ny N2
el mismo vértice, entonces arg ) = arg 1) de donde se deduce que
T x
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arg (n1) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C2.1, puesto que

arg (—) — arg (1) — arg (ny) + arg (dh) — arg(d:)

V2
= 270° + arg (dy) + ¢ (S;) = arg (d1) + ¢ (S) — 90°.

Sea o = arg (na), a = 90° 0 a = 270°. Entonces arg (ny) = 0 o arg (n;) = 180°,
lo que no es posible porque ny; = ny; # 0. Por tanto, d, es una solucion, d no

lo es y n, = ny no es una solucion.
2. Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

3. «<| Véase la misma implicacion del caso 4 en el teorema 4.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.4 y la
.. . . ., Ny

condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucién d, = —, n, = ny, €s
Uy

tnica. Notese que si n, # ny y n, # nq, la condicion C2.4 se puede verificar cuando

Ny = N3.

n

Sea d, el denominador de v, determinado como —4, verificando la condicion C2.4 y
UI‘

Sy

la condicién del denominador. Ademas S, = y

, donde Sy es parte del segmento de

vértices ny y ng, y arg (ny — ny) = 270°.

Sea d el denominador de v, determinado como %. Entonces S, = %, donde S5 es
parte del segmento de vértices ng y ny, arg (ny —vﬁg) = 180° (por la n:grmalizacién),
y por la proposicion 4.1 arg (di) = 270° + arg(d,). Por tanto di = pe’32d, =
pdzr — jpdzr.

n n
Como v, es el mismo vértice arg <d—f> = arg (d—4>, de donde se deduce que

arg(ng) = arg(ng) + 270°. Sea o = arg(ny), entonces a + 270° = arg(ns) =
arg (v,) +arg (d) = arg (v,) + 180° — ¢ (S,). Por tanto a = arg (v,) — ¢ (Sz) +270°,
y como el argumento de ny verifica ny; = nigtan (a) > nyy (por la normalizacion),

es decir, la condicion C2.3 se satisface.

Si m, = ng entonces n3 = nsg + jnz;r = jnigtan (arg (v,) + 180° — ¢ (S;)), v el

denominador d}puede calcularse mediante la expresion

P Jnig tan (arg (v,) — ¢ (S,) + 180°)

Vg Vg

Si n, = ns, entonces arg (nz) = arg(ny) + 270°. En este caso arg(ns) = 90° o
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arg (n3) = 270°, entonces arg(ny) = 0° o arg(ng) = 180°, lo que no es posible
porque ng; = nyy # 0. Por tanto, d, es una solucion, d; no lo es y n, = nz no es

una solucién.

4. Sing # ng, Ny # Ny y Ny # Ny entonces n, = ng.

5.5. B. Nor = 0, noRr 75 0.

Teorema 5.5

[Sucesor] Sean S; un segmento completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices

ny N2 L. N2 No

v; = — y vy = —, el arco de la frontera sucesor a S, de vértices vy = — Y Uogye = —, ¥
dy dy n nd1 da
P 1 1 .

el arco de la frontera predecesor a Sy con vértices vy,eq = — y v1 = —, todos en sentido

d4,\n d; n
antihorario. Sea .S, un segmento de la frontera de vértices v, = d_x Y Ugpsue = :;uc en sentido
T X

antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la intersecciéon de un arco de la frontera

con el segmento S,. Entonces:

1. arg (%) = arg(dy) + ¢ (S;) — 90° (condicién C2.1) y el denominador d, de v,
2

determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si
UCC

ng = ng y no puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando n, # no, arg (Z—x) = arg (dy) + ¢ (S;) (condicion C2.2) y el denominador d,
1

. nq . .. . . .
de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo
Vg

si n, = ny1 y no puede ser otro polinomio asignado.

3. Cuando n, # ny y n, # ne, tan (arg (v.) — ¢ (S.) + 180°) nar > ner (condicién C2.3f
nag [1 + jtan (arg (v.) — ¢ (S,) + 180°)
Uy
satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y s6lo si n, = ng =

y el denominador d,. de v, determinado como

nor [1 + j tan (arg (v,) — ¢ (S;) + 180°)], y no puede ser otro polinomio asignado.

4. Cuando n, # ny, ny # na, y ng, # na, tan(arg(vy) — ¢ (S) +270°) mig >

niy  (condicion C2.4) y el denominador d, de v, determinado como

1 ) 1 — 270°
mup L+ tan (arg (vr) — ¢ (S) + 270°)] satisface la condicion del denominador

UCC
(lema 4.2), si y sélo si n, = ny = nip [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S;) + 270°)].
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Demostracion:

A partir del segmento completo S, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen
o q

los valores de dy, n1 = vidy, no = vody, doy = . El valor de v, es

conocido.

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.1 y la
condiciéon del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ny = No, €S
tnica. Notese que la condicion C2.1 se puede cumplir también cuando xa) ng = ns, b)
Ny = N4 0 C) N, = nq, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicién del denominador.

. . %) . C
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C2.1 y
UI‘

- . S,
la condicion del denominador. Ademas S, = d_z’ donde S es parte del segmento de
X
vértices ny y ng, y arg (n3 — ng) = 90°.

n S,
a) Sea d el denominador de v, determinado como —>_ Entonces S, = d—f, donde
Vg
S3 es parte del segmento de vértices n3 y ng, arg(ng — ng) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = 180° — ¢ (S,). Como v,

n

. - 3 T2
es el mismo vértice, entonces arg )= arg 7 ) de donde se deduce que
X

arg (ng) = arg (n2) + 90°. n, = ng verifica la condicion C2.1, puesto que

arg <Z—:> = arg (ng) + 90° — arg (ng) + arg (dq) — 180° + ¢ (S;)

= arg (di) + ¢ (S;) — 90°.

Sea a = arg (ng), & = 0° 0o @ = 180°. Entonces arg (n3) = 90° o arg (ns) = 270°,
lo que no es posible porque n3p = nog # 0. Por tanto, d, es una solucion, d

no lo es y n, = ng no es una solucion.
b) Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

n S
¢) Sea di el denominador de v, determinado como —L. Entonces S, = d—l,
Vg *
donde S es parte del segmento de vértices ny y nq, arg (ny —ny) = 0° (pf)r

la normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (df) = —¢ (S,). Como v, es

. - ny N2
el mismo vértice, entonces arg ) = arg 1) de donde se deduce que
T T
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2.

arg (ny) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C2.1, puesto que

arg (—) — arg (1) — arg (ny) + arg (d) — arg(d)

V2
= 270° + arg (dy) + ¢ (Sz) = arg (dy) + ¢ (S) — 90°.

Sea a = arg (ns2), & = 0° 0o @ = 180°. Entonces arg (ny) = 270° o arg (ny) = 90°,
lo que no es posible porque ny; = nyy = 0. Por tanto, d, es una solucion, d no

lo es y n, = n; no es una solucion.

<| Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.2 y la
condiciéon del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ng = Nq, €S
unica. Notese que si n, # na, la condicion C2.2 se puede cumplir tamlifién cuando a)
n, =ns 0 b) n, =nyg, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condiciéon del denominador.

. . ny . ..,
Sea d, el denominador de v, determinado como —, verificando la condicion C2.2 y
Uy

il

T donde S; es parte del segmento de

la condicién del denominador. Ademas S, =

vértices ny y no, y arg (ng —nq) = 0°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

S
b) Sea d el denominador de v, determinado como %. Entonces S, = d—f, donde
Sy es parte del segmento de vértices ny y ng, aizcg (ng —ny) = 270° (por la
normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (d}) = 270° — ¢ (S,). Como v,

n

. . 4
es el mismo vértice, entonces arg )= arg , de donde se deduce que
X

ni
d
arg (ng) = arg (ny) + 270°. n, = ny verifica la condicion C2.2, puesto que

arg (%) = arg (ny) + 270° — arg (ny) + arg (dy) — 270° + ¢ (S;)
1
= arg (di) + ¢ (Sz).
Sea o = arg (n1), & = 0° o @ = 180°. Entonces arg (n4) = 270° o arg (n4) = 90°,

lo que no es posible porque nyp = n1g # 0. Por tanto, d, es una solucioén, d;

no lo es y n, = n4 no es una solucion.

3. Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

4. Véase el mismo caso en el teorema 4.2. [ |
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5.6. C. anIO, 711]750.

Teorema 5.6

[Sucesor] Sean S; un segmento completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices

ny N2 L No No

v; = — y vy = —, el arco de la frontera sucesor a Sy, de vértices vo = — y Vggye = —, Y
dl d1 n ndl d2)\
s 1 1 .

el arco de la frontera predecesor a Sy con vértices viyeq = — y v1 = —, todos en sentido

d4>\n d; .
antihorario. Sea S, un segmento de la frontera de vértices v, = d_x Y Upsue = :;uc en sentido
X X

antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la intersecciéon de un arco de la frontera

con el segmento S,. Entonces:

1. arg <Z—I> = arg(dy) + ¢ (Sz) — 90° (condicion C2.1) y el denominador d, de v,
2

determinado como — satisface la condicion del denominador (lema 4.2), si y sélo si

x
n, = ng y no puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando n, # ny, arg (U—:B) = arg (dy) + ¢ (Sz) (condicién C2.2) y el denominador d,
U1

) ny . .., . . L,
de v, determinado como — satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo
v

€T
si n, = ny y no puede ser otro polinomio asignado.

3. Cuando n, # ny y n, # ne, tan (arg (v,) — ¢ (Sz) + 180°) nar > nar (condicién C2.3f
nag [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S,) + 180°)

y el denominador d, de v, determinado como
Uy

satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = n3 =

nag [1 + jtan (arg (v,) — ¢ (S:) + 180°)], y no puede ser otro polinomio asignado.

4. Cuando n, # nq, ny # ny y n, # ns, el denominador d,, de v, determinado como

U:psuc
x

satisface la condicién del denominador (lema 4.2), si y sélo si n, = ny = ny
U"ESUC

Demostracion:

A partir del segmento completo S, aplicando la normalizacion (lema 4.1) se obtienen
Ty nq

los valores de dy, n1 = vidy, no = vaody, doy = . El valor de v, es

conocido.

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.1 y la
condicion del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = —, n, = no, es
v

x
tnica. Notese que la condicion C2.1 se puede cumplir también cuando a) n, = ns, b)



208

Casos particulares.

2.

Ny = N4 0 ¢) N, = ny, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condiciéon del denominador.

n
Sea d, el denominador de v, determinado como —2, verificando la condicion C2.1 y
x

S

la condicion del denominador. Ademas S, = R donde S5 es parte del segmento de

vértices ny y ng, y arg (n3 — ny) = 90°.
a) Véase el mismo caso en el teorema 4.2.
b) Véase el mismo caso en el teorema 4.2.
¢) Sea di el denominador de v, determinado como ™ Entonces Sy = 51

Uy d’
donde S; es parte del segmento de vértices ny y nq, arg(ng —ny) = 0° (pér

la normalizacién), y por la proposicion 4.1 arg (d%) = —¢ (S,). Como v, es
n n

el mismo vértice, entonces arg d—i = arg d_2 , de donde se deduce que
x xX

arg (ny) = arg (ng) + 270°. n, = n, verifica la condicion C2.1, puesto que

arg (—) — arg (1) — arg (na) + arg (dy) — arg(d2)

()
= 270° 4 arg (dy) + ¢ (S.) = arg (d1) + ¢ (Sz) — 90°.

Sea a = arg (n1), a = 90° 0 a = 270°. Entonces arg (ny) = 180° 0 arg (ny) = 0°,
lo que no es posible porque no; = ny; # 0. Por tanto d, es una solucion, d% no

lo es, y n; = ny no es una solucion.

<| Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C2.2 y la
condiciéon del denominador se satisfacen, entonces la solucion d, = %, Ny = Nq, €S
unica. Notese que si n, # no, la condicion C2.2 se puede cumplir tamgién cuando a)
n, =ns 0 b) n, =ny, y que en cada caso, el valor del denominador d, determinado

verifica la condicién del denominador.

n
Sea d, el denominador de v, determinado como —1, verificando la condicion C2.2 y
x

la condicion del denominador. Ademéas S, = d—l, donde S; es parte del segmento de

vértices ny y no, y arg (ng —ng) = 0°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

n S
b) Sea d el denominador de v, determinado como d—f. Entonces S, = d—f, donde
Sy es parte del segmento de vértices ny y ng, aizcg (ng —ny) = 270° (por la
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normalizacion), y por la proposicion 4.1 arg (di) = 270° — ¢ (S,). Como v,

n n
es el mismo vértice, entonces arg <d_j) = arg <d—1 , de donde se deduce que
xX

arg (ng) = arg (ny) + 270°. n, = ny verifica la condicion C2.2, puesto que

arg <U—$> = arg (ny) + 270° — arg (n1) + arg (dy) — 270° + ¢ (S;)

= arg (d1) + ¢ (5a) -

Sea a = arg (n1), a = 90° 0 a« = 270°. Entonces arg (ny) = 0° o arg (n3) = 180°,
lo que no es posible porque n4gr = n1p = 0 . Por tanto, d, es una solucion, d}

no lo es y n, = n4 no es una solucion.

3. Véase el mismo caso en el teorema 4.2.

Sy
d,’
verificandose que arg (n; — ny) = 270° (por la normalizacion). Como ny = ny

4. «<| Si n, = n4 entonces S, = donde S; es parte del segmento de vértices ny y ny,

Uy

'Uzsuc
ni

Ny . .
y d, = —, sustituyendo se tiene que d, =
,UZ’ UI‘SUC

verifica la

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si d, =
,UZ’SUC

Uy i
, lo cual es evidente.

condicion del denominador, entonces n, = ny = ny
xrsuc

Los teoremas hasta aqui demostrados tratan el caso de un segmento completo en un
cuadrante. En adelante, se considerara la situacion de un arco completo en un cuadrante,

y los casos en los que la normalizacién aplicada sea tal que:
A) ng = 0, d2[ 7£ 0.
B) dg[ - 0, ng # 0

C) le = 0, dl[ 7é 0

5.7. A. dop =0, doy #0.

La situacion se muestra en la figura 5.4.
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T
o — - — — - - — - — =
1

Figura 5.4: Rectangulo con dyr = 0, dyy # 0.

Teorema 5.7

[Predecesor] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores con vértices
U_myv_m nlyv L)
1=y = — Y V2sue = 5,
d; ds dy 7 M dy
TN

- ny
y el segmento de la frontera predecesor a A;, con vértices vipeq = N y v = n todos en
1 1

sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices vypreq = y U, = d_x en
X

es un vértice perteneciente a la interseccién del arco A,

, el segmento de la frontera sucesor a Ay, de vértices vy, =

€T

dmpred
nCC
dy
con un segmento de la frontera. Entonces:

sentido antihorario, donde v, =

1. arg (2—2) = arg (n1) + ¢ (A;) (condicién C3.1) y el numerador n, de v, determinado

como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si d, = dy y no
puede ser otro polinomio asignado.
2. Cuando d, # ds, arg (U—l) =arg (ny) + ¢ (A,) +90" (condicién C3.2) y el numerador
Vg

n, de v, determinado como d;v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y

solo si d, = d; y no puede ser otro polinomio asignado.

3. Cuando d, # dy y d, # do, el numerador n, de v, determinado como dyv,,,eq satisface
Vzpred

la condicién del numerador (lema 4.4), si y sélo si d, = d3 = dy , Yy no puede ser

xT

otro polinomio asignado.

4. Cuando d, # dy, d, # ds, y d, # ds, tan (arg <i) —gb(Am)—l—lSOO) dip >
v

di;  (condicion C3.4), y el numerador n, de w, determinado como

1
dig |1+ jtan (arg | — ) — ¢ (A,) + 180° | | v, satisface la condicién del numerador
v

xT

1
(lema 4.4), si y solo si d, = dy = dir (1 + jtan (arg (v_) — ¢ (Ay) + 180")).

xT
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Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

1

1 n .
valores de ny, di = —, doy = —, Ny = d1Vipred ¥ N2 = daVagye. El valor de v, es conocido.
U1

%

1. «<| Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.1 y la

condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dyv,, d, = do, es

tnica. Notese que la condicion C3.1 se puede cumplir también cuando a) d, = dj,

b) d, = ds o ¢) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verifica la condicion del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C3.1 y

nl’
la condicion del numerador. Ademéas A, = R donde S5 es parte del segmento de

2

vértices dy y dy, y arg (dy — dy) = 0°.

a)

b)
c)

*

. n
Sea n} el numerador de v, determinado como dsv,. Entonces A, = ==, donde

S3
S3 es parte del segmento de vértices dy y ds, arg(ds —ds) = 90° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 90° — ¢ (A,). Como v,

*

es el mismo vértice, entonces arg e arg ltz
ds ds
arg (ds) = arg (dy) + 90°. d, = d verifica la condicion C3.1, puesto que

, de donde se deduce que

arg (0_2) = arg (n1) + ¢ (A;) — 90° + arg (da) + 90° — arg (d»)

= arg (n1) + ¢ (Aa) -

Como arg (d3) = +arg (ds), n, es una solucion, n no lo es y d, = d3 no es una

solucion.

Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

*

n

Sea n} el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = S_z’ donde
1

S1 es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg (nk) = 270° — ¢ (A,). Como v,

es el mismo vértice, entonces arg (—‘”) = arg =) de donde se deduce que
2

dy
arg (dy) = arg (dy) 4+ 270°. d,, = d, verifica la condicion C3.1, puesto que

arg (Z—2> = arg(ny) — 270° + ¢(A,) + arg(ds) + 270° — arg(ds)

= arg(n) + ¢(Az).
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2.

3.

4.

2.8.

Como arg (ds) = +90°, segin lo anterior arg(dy) = 0° o arg(d;) = 180°, lo
cual no es posible. Por tanto, n, es una solucion, n) no lo es y d, = d; no es

una solucion.

Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

n:c
S3
verificandose que arg (ds — da) = 90° (por la normalizacion). Como d3 = d

<| Si d, = d3 entonces A, = —, donde S3 es parte del segmento de vértices ds y ds,

Vzpred

xr
ng = ng = dsv,, sustituyendo se tiene que ng, = doVgpred-

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si n, = dovUspreq v verifica

.., ., Vzpred
la condicion del numerador, entonces la solucion n, = dyv,, d, = ds = dy—2<=,

€T
es dnica. Notese que si d, # do y d, # dy, la solucion se podria cumplir cuando

dm - d4.

*

n

Sea n’ el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = S—m, donde S,
4

es parte del segmento de vértices ds y dy, arg (dy — d3) = 180°, y por la proposicion

4.2 arg (n}) = 180° — ¢ (A,) = arg (n,) + 90°.

Como v, es el mismo vértice, arg (%) = arg (Z—;>, de donde se deduce que
arg (dy) = arg(ds) + 90°. Por la norma?lizaci(’)n, cuanélo dop = 0 entonces dsp = 0.
Por tanto, el segmento de vértices dy y ds esta en el eje imaginario, verificAndose
que arg (de) = Farg(ds) = £90°, y segun lo anterior arg (ds) = 0° o arg(ds) =
180°, lo cual no es posible pues d3; = dys, lo que implicaria que d3 = (0,0), pero

(0,0) ¢ D,(s,b) segin el planteamiento realizado en la seccion 3.1. Por tanto, n, es

una solucion, n} no lo es y d, = d; no es una solucion.

Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

B. do; = 0, dop # 0.

La situacion se muestra en la figura 5.5.

Teorema 5.8

[Predecesor] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores con vértices

V1 =

L - ny UDHN
, el segmento de la frontera sucesor a Ay, de vértices vy = o Y Vosuec = R
2 2

ny ny
J— Vo = —
AR
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=)
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o - - - —— - -

Figura 5.5: Rectangulo con dyy = 0, dag # 0.

L. Tiax ny
y el segmento de la frontera predecesor a A;, con vértices vipyeq = N y U1 = n todos en
1 1
T

sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices v preqg = —— y v, = — en
dmpred d:p
n.l’

sentido antihorario, donde v, = S esun vértice perteneciente a la interseccion del arco A,

xr
con un segmento de la frontera. Entonces:

X
como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si d, = ds y no

1. arg <z—2> = arg (n1) + ¢ (A;) (condicién C3.1) y el numerador n, de v, determinado

puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando d, # dy, arg (v—l) =arg (n1) + ¢ (A,) +90° (condicién C3.2) y el numerador
v

xT
n, de v, determinado como d;v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y

solo si d, = d; y no puede ser otro polinomio asignado.

1
3. Cuando d, # dy y d, # d, tan(arg(v—)—gb(Am)—i—%o)ng >

dy;  (condicion  C3.3), y el numerador n, de w, determinado como

1
dor {1 + j tan (arg (—) —o(Ay) + 90")} v, satisface la condicién del numerador

xT

1
(lema 4.4), si y solo si d, = ds = dag <1 + j tan (arg (—) — ¢ (Ay) + 90°)> y no

T

puede ser otro polinomio asignado.

di;  (condicion C3.4), y el numerador n, de w, determinado como

1
dir [1 + jtan <arg (—) — ¢ (Ay) + 180°>] v, satisface la condicién del numerador

xT

1
4. Cuando d, # dy, d, # dy, y d, # ds3, tan <arg (v_) —¢(Ax)+180°) dig >

1
(lema 4.4), si y solo si d, = dy = dir (1 + jtan (arg (—) —o(Ay) + 1800)).

xT
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Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

ni

T .
valores de ny, di = —, dy = —, Nun = d1Vipred Y N2 = daVagye. El valor de v, es conocido.
(%1

1.

%

<| Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.1 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dsv,, d, = ds, es
tinica. Notese que la condicion C3.1 se puede cumplir también cuando a) d, = ds,
b) d, = d4 o ¢) d, = di, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verifica la condicién del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsyv,, verificando la condicion C3.1 y
Ny

So

la condicién del numerador. Ademés A, = —, donde S5 es parte del segmento de

vértices dy y da, y arg (dy — dy) = 0°.

*

_ n
a) Sea n} el numerador de v, determinado como dsv,. Entonces A, = —=, donde

S3
S3 es parte del segmento de vértices dy y ds, arg(ds —dz) = 90° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nf) = 90° — ¢ (A,). Como v,

*

n

es el mismo vértice, entonces arg [ =% | = arg Nt
ds da
arg (ds) = arg (dy) + 90°. d, = dj verifica la condicion C3.1, puesto que

, de donde se deduce que

arg <U_2) = arg (n1) + ¢ (A;) — 90° + arg (dz) + 90° — arg (d»)

= arg (m) + ¢ (A) .

Sea a = arg (ds), @ = 0° 0 a = 180°. Entonces arg (d3) = 90° o arg (d3) = 270°,
lo que no es posible porque dsg = dar # 0. Por tanto, n, es una solucion, n}

no lo es y d, = ds no es una solucion.

b) Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

*

. n
¢) Sea n’ el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = S_z’ donde
1

S1 es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 270° — ¢ (A,). Como v,

*

es el mismo vértice, entonces arg (d_z = arg 7 ) de donde se deduce que
1 2
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arg (dy) = arg (dy) + 270°. d, = d; verifica la condicion C3.1, puesto que

arg (U—2> = arg(ny) — 270° + ¢(A,) + arg(dz) + 270° — arg(ds)

= arg(n) + ¢(Az).

Sea a = arg (ds), @ = 0° 0 a = 180°. Entonces arg (d;) = 270° o arg (d;) = 90°,
lo que no es posible porque dy; = do; = 0. Por tanto, n, es una solucién, n} no

lo es y d, = dy no es una solucion.

2. «| Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.2 y la
condicién del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dyv,, d, = dy, es
tnica. Notese que si d, # ds, la condicion C3.2 se puede cumplir también cuando
a) d, = ds o b) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verifica la condiciéon del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dyv,, verificando la condicion C3.2 y
n
la condicion del numerador. Ademéas A, = S_x’ donde S; es parte del segmento de

vértices dy y dy, y arg (dy) = arg (dy) + 270°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

*

Ny

b) Sea n’ el denominador de v, determinado como djv,. Entonces A, = R
4
donde S es parte del segmento de vértices ds y dy, arg (dy — d3) = 180° por

la normalizacion, y por la proposicion 4.2, arg (n) = 180° — ¢ (A, ). Como v,

Ny

es el mismo vértice, entonces arg (| — | = arg fla
dy d
arg (dy) = arg (dy) 4+ 270°. d,, = dy verifica la condicion C3.2, puesto que

, de donde se deduce que

arg <U_1) = arg (n1) — 180° + ¢ (Ay) + arg () + 270° — arg(dy)

xT

= ¢ (A;) +90 + arg (ny).

Sea o = arg(d;), o = 0° o o = 180°. Entonces arg (dy) = 270° o arg (d4) = 90°.
Esto no es posible porque dy; # 0 puesto que di; = 0. Por tanto, n, es una

solucion, n) no lo es y d, = d4 no es una solucion.
3. Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

4. Véase el mismo caso en el teorema 4.3. [ |
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5.9. C.digp=0, dy #0.

La situacién se muestra en la figura 5.6.

Figura 5.6: Rectangulo con dig =0, di; # 0.

Teorema 5.9

[Predecesor] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores con vértices

=My = delaf Ay, de verti - =
V1 = — Yy U2 = —, el segmento de la frontera sucesor a Aj, de vertices vg = — Y VUogye = d_
2

dy ds do
| de la f d A erti =0 = tod

y el segmento de la frontera predecesor a Ay, con vertices vipreq = y v = d_ todos en

1

xX

dy
sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices vypreq = —— y U, = N en
X
Ty

d:cpred
sentido antihorario, donde v, = S esun vértice perteneciente a la interseccién del arco A,
xr

con un segmento de la frontera. Entonces:

1. arg (Z—Z) = arg (n1) + ¢ (A,) (condicién C3.1) y el numerador n, de v, determinado

xT

como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si d, = ds y no

puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando d, # dy, arg (Z—l) =arg (ny) + ¢ (A,) +90" (condicién C3.2) y el numerador

xT

n, de v, determinado como d;v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y

solo si d, = dy y no puede ser otro polinomio asignado.

1
3. Cuando d, # dy y d, # d, tan(arg(v—)—gb(/lx)+90°>d23 >

do;  (condicion  C3.3), y el numerador n, de w, determinado como

1
dor [1 + jtan <arg (v_) — ¢ (Ay) + 900)} v, satisface la condiciéon del numerador

xT

1
(lema 4.4), si y solo si d, = d3 = dag (1 + j tan (arg (—) — ¢ (Ay) + 90°)> y no

x
puede ser otro polinomio asignado.
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4. Sid, # dy, d, # dy y d, # ds, entonces d, = dy.

Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

1 nq .
valores de ny, di = —, doy = —, Ny = d1Vipred Y N2 = daVagye. El valor de v, es conocido.
U1 (%

2

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.1 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucién n, = dyv,, d, = ds, €s
tinica. Notese que la condicion C3.1 se puede cumplir también cuando a) d, = ds,
b) d, = ds o ¢) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado
verifica la condicion del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C3.1 y

Ty

So

la condiciéon del numerador. Ademéas A, = —, donde S, es parte del segmento de

vértices dy y da, y arg (dy — dy) = 0°

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

b) Véase el mismo caso en el teorema 4.3.
*

¢) Sea n’ el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = %, donde
1
S1 es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 270° — ¢ (A,). Como v,

*

es el mismo vértice, entonces arg a7 = arg 7
1 2

arg (dy) = arg (dy) + 270°. d, = d; verifica la condicion C3.1, puesto que

, de donde se deduce que

arg (z—2> = arg(ny) — 270° + ¢(A,) + arg(dz) + 270° — arg(ds)

= arg(n1) + ¢(Az).

Sea a = arg (dy), @ = 90° o o« = 270°. Entonces arg (dy) = 180° 0 arg (dy) = 0°,
lo que no es posible porque dy; = dy; # 0. Por tanto n, es una soluciéon, n no

lo es, y d, = dy no es una solucion.

2. «| Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C3.2 y la

condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucién n, = div,, d, = dq, es
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unica. Notese que si d, # ds, la condiciéon C3.2 se puede cumplir también cuando
a) d, = ds o b) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado
verifica la condicién del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como djv,, verificando la condicion C3.2 y
Ny

S
vértices dy y dy, y arg (dyq) = arg (dy) + 270°.

la condicién del numerador. Ademés A, = —, donde S; es parte del segmento de

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

*

Ny

5_47
donde S es parte del segmento de vértices ds y dy, arg (dy — d3) = 180° por

b) Sea n! el denominador de v, determinado como dyv,. Entonces A, =

la normalizacion, y por la proposicion 4.2, arg (nk) = 180° — ¢ (A,). Como v,

nt Ny

es el mismo vértice, entonces arg d—"” = arg T
4 1

arg (dy) = arg (dy) 4+ 270°. d, = d, verifica la condicion C3.2, puesto que

, de donde se deduce que

arg <ﬂ> = arg (n1) — 180° + ¢ (A,) + arg (dy) + 270° — arg(d;)

T

= ¢ (A;) + 90 + arg (nq) .

Sea a = arg (dy), @ = 90° 0o v = 270°. Entonces arg (dy) = 0° 0 arg (dy) = 180°.

Por tanto dy = (0,0) no puede ser una soluciéon, pues el vértice v, no es cero.
3. Véase el mismo caso en el teorema 4.3.

4. Sid, #do, dy #dy v dy # dy debe ser d, = di.

Los siguientes teoremas son anélogos al teorema 4.3, donde A, es un arco de la frontera

, . nl’ . . . . .
de vértices v, = T Y Uzsuce = T elegidos en sentido antihorario, y pertenecientes a
xX xrsucc

un segmento—arco.

5.10. A. dop =0, doy # 0.

Teorema 5.10

. o ny
[Sucesor] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices v, = o
1
nq L. ni SN
el segmento de la frontera sucesor a A;, de vértices vo = — y Ve

ey By e
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L UZHN nq

el segmento de la frontera predecesor a A, con vértices vypeq = N y v = n todos en
1 1

sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices V500 = —— y v, = —, en

. - . . - - - dmsuc dm
sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccion de un segmento de

la frontera y el arco A,. Entonces:

€T
determinado como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

1. arg <z—2 = ¢(A;) + arg(ny) — 90° (condicion C4.1) y el numerador n, de v,

d, = ds, y no puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando d, # ds, arg <ﬂ> = ¢ (A,) + arg(n1) (condicién C4.2) y el numerador n, de
v

X
v, determinado como d;v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

d, = dy, y no puede ser otro polinomio asignado.

1
3. Cuando d, # dy, d, # dy vy tan(arg(v—)—¢(Ax)+270>le >

di;  (condicion C4.4) 'y el numerador n, de v, determinado como

1
dir {1 + 7 tan <arg (v_> —o(Ay) + 270)} v, satisface la condicién del numerador

xT

1
(lema 4.4) , siy sélosid, =dy =dir {1 + jtan (arg <v_> — ¢ (Ay) + 270)} y no

X
puede ser otro polinomio asignado.

4. Sid, #dy, d, # dy y d, # dy debe ser d, = ds.

Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

1 Tq .

o dy = o Nax = d1Vipred Y Moy = daVagyce. El valor de v, es conocido.
1 2

valores de nq, d; =

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.1 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucién n, = dyv,, d, = ds, €s
tnica. Notese que la condicion C4.1 se puede cumplir cuando a) d, = ds, b) d, = d,4
0 c¢) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado, verifica la
condicion del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C4.1 y

Ty

So

la condiciéon del numerador. Ademéas A, = —, donde S, es parte del segmento de

vértices dy y ds, vy arg (dz — dy) = 90°.



220

Casos particulares.

a)

*

. n
Sea n} el numerador de v, determinado como d3v,. Entonces A, = ==, donde

S3
S3 es parte del segmento de vértices dy y ds, arg(dy —ds) = 180° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 180° — ¢ (A,). Como v,

*

n

es el mismo vértice, entonces arg [ == | = arg ll
d3 d
arg (ds) = arg (dy) + 90°. d, = dj verifica la condicion C4.1, puesto que

, de donde se deduce que

arg <E> = arg (dz) + 90° — arg (dy) + arg (n1) — 180° + ¢ (4;)

= arg (n1) + ¢ (A;) —90°.

Como arg (d3) = £ arg (ds), n, es una solucion, n} no lo es y d, = d3 no es una

solucion.

Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

*

Ny

8_1’
donde S; es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 0° (por

Sea n! el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, =

la normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg (nk) = —¢ (A,). Como v, es
n; n

el mismo vértice, entonces arg d_z = arg d_x , de donde se deduce que
1 2

arg (dy) = arg (dy) + 270°. d, = d; verifica la condicién C4.1, puesto que

arg <z—2> =270°4 ¢ (A,) +arg (ny) = ¢ (A,) + arg (ny) — 90°.

xT

Como arg (ds) = +90°, segin lo anterior arg (d;) = 0° o arg(d;) = 180°, lo
cual no es posible. Por tanto, n, es una solucioén, n} no lo es y d, = d; no es

una solucion.

2. Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

3. «<| Véase las misma implicacion del caso 4 en el teorema 4.4.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.4 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = v,d,, d, = dy, es

unica. Notese que si d, # ds y d, # di, la condicion C4.4 se puede verificar cuando

dm - dg.
Sea n, el numerador de v, determinado como v,dy, verificando la condicion C4.4 y
n
la condiciéon del numerador. Ademés A, = S_x’ donde Sy es parte del segmento de
4

vértices dy y dy, y arg (dy — dg) = 270°.



5.11 B. dy; =0, dog # 0. 221

*
Ny

S, donde S; es

parte del segmento de vértices ds y dy, arg (dy — d3) = 180° (por la normalizacion),

Sea n el denominador de v, determinado como dsv,. Entonces A, =

y por la proposicién 4.2 arg (n’) = 270° + arg(n,). Por tanto n = pe’®2n, =
Plgr — .]pnmR

*

n n
Como v, es el mismo vértice arg d_x) = arg <d—x , de donde se deduce que
3

4
arg(ds) = arg(dy) + 270°. Sea a = arg(dy), entonces o + 270° = arg(d3z) =
arg (v,) +arg (n}) = arg (v,) +180° — ¢ (A,). Por tanto a = arg (v,) — ¢ (A,) +270°,
y como el argumento de dy verifica dyy = digtan () > dy; (por la normalizacion),

es decir, la condicion C4.4 se satisface.
Si d, = dsz entonces d3 = d3g + jds; = jdigtan (arg (v,) + 180° — ¢ (A,)), y el

numerador npuede calcularse mediante la expresion

ny = dsv, = jnigtan (arg (v,) — ¢ (Sz) + 180°) v,.

Si d, = ds, entonces arg(ds) = arg(dy) + 270°. En este caso arg(ds) = 90° o
arg (d3) = 270°, entonces arg(ds) = 0° o arg(dy) = 180°, lo que no es posible
porque dy; = ds; # 0. Por tanto, n, es una soluciéon, n} no lo es y d, = ds no es una

solucion.

4. Sid, # dy, d, # dy y d, # dy entonces debe ser d, = ds.

5.11. B. dyy =0, dop # 0.

Teorema 5.11

. L. ny
[Sucesor] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices v, = =
1

1 L. 1 Mo
y v3 = —, el segmento de la frontera sucesor a A;, de vértices v = — y Vogue = ——, ¥
do do do
L. Ma) n1
el segmento de la frontera predecesor a A, con vértices vipreq = oo yu= o todos en
1 1
sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices v, = —— y v, = —, €en

. - . . - - - dxsuc dx
sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccién de un segmento de

la frontera y el arco A,. Entonces:
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1. arg <U—2> = ¢ (A;) + arg(ny) — 90° (condicion C4.1) y el numerador n, de v,
Vg
determinado como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

d, = ds, y no puede ser otro polinomio asignado.

2. Cuando d, # ds, arg ) = ¢ (A,) + arg(ny) (condicion C4.2) y el numerador n, de
v

xT

v, determinado como d,v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

d, = dy, y no puede ser otro polinomio asignado.

1
3. Cuando d, # dy y d, # d, tan(arg(v—)—gb(/lx)+180°) dop >

xT
dor (condicion C4.3), y el numerador n, de v, determinado como n, =

1
dar {1 + Jtan <arg (v_) —¢(Ay) + 1800)] v, satisface la condicién del numerador

xT

1
(lema 4.4), si y solo si d, = d3 = dagr [1 + jtan <arg (v_) — ¢ (Ay) + 1800)} y no

x
puede ser otro polinomio asignado.

1
4. Cuando d, # dy, d, # dy y d, # ds, tan (arg <U—> —¢(AI)+270°> digp >

T

dir (condicion C4.4), y el numerador n, de v, determinado como n, =

1
dir {1 + jtan <arg (—) —¢(Ay) + 2700)] v, satisface la condicién del numerador
v

xT

1
(lema 4.4), si y solo si d, = dy = dir [1 + j tan (arg <v_> — ¢ (Ay) + 270")} .

xT

Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

1 ny .
valores de ny, di = —, dy = —, nuy = d1V1preqd ¥ N2x = daV2gyc. El valor de v, es conocido.
U1 (%

2
1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.1 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dsv,, d, = ds, es
tnica. Notese que la condicion C4.1 se puede cumplir cuando a) d, = ds, b) d, = d4
o ¢) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado, verifica la

condicion del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dyv,., verificando la condicion C4.1 y
Ny

So

la condicion del numerador. Ademés A, = —, donde S, es parte del segmento de

vértices do y ds, y arg (dz — dy) = 90°.

) n
a) Sea n} el numerador de v, determinado como dzv,. Entonces A, = —=, donde

S3
S3 es parte del segmento de vértices dy y ds, arg(dy —ds) = 180° (por la
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b)

¢)

2. <|

=]

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 180° — ¢ (A,). Como v,

n*

es el mismo vértice, entonces arg [ — | = arg fla
d3 d
arg (ds) = arg (dy) + 90°. d, = d3 verifica la condicion C4.1, puesto que

, de donde se deduce que

arg <U_2) = arg (da) +90° — arg (dz) + arg (n1) — 180° + ¢ (A,)
= arg (n1) + ¢ (A,) —90°.

Sea a = arg (ds), @ = 0° 0 a = 180°. Entonces arg (d3) = 90° o arg (d3) = 270°,
lo que no es posible porque dsp = dop # 0. Por tanto, n, es una solucion, n}

no lo es y d, = ds no es una solucion.

Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

*

Ny

8_1’
donde S; es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 0° (por

Sea n! el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, =

la normalizaciéon), y por la proposicion 4.2 arg (nk) = —¢ (A,). Como v, es

*

el mismo vértice, entonces arg (d_z = arg d_x , de donde se deduce que
1 2

arg (dy) = arg (dy) + 270°. d, = d; verifica la condicion C4.1, puesto que

arg <%> = 270° + ¢ (A,) + arg (1) = ¢ (A,) + arg (1) — 90°.

xT

Sea a = arg (ds), @ = 0° 0 a = 180°. Entonces arg (d;) = 270° o arg (d;) = 90°,
lo que no es posible porque dy; = do; = 0. Por tanto, n, es una solucién, n} no
lo es y d, = dy no es una solucion.

Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.2 y la

condicién del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dyv,, d, = dy, es

tnica. Notese que si d, # ds, la condicion C4.2 se puede cumplir también cuando

a) d, = d3 o b) d, = dy, y en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verl

Sea

la ¢

fica la condicién del numerador.
n, el numerador de v, determinado como dyv,, verificando la condicion C4.2 y
n
ondicion del numerador. Ademéas A, = S—z, donde S; es parte del segmento de
1

vértices dy y dy, y arg (dy — dy) = 0°.

a)

Véase el mismo caso en el teorema 4.4.
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b) Sea n’ el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = S—i, donde
S, es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(d; —dy) = 270° (por la
normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 270° — ¢ (A,). Como v,
es el mismo vértice, entonces arg Z—j = arg (Z—i , de donde se deduce que
arg (dy) = arg (dy) 4+ 270°. d, = dyverifica la condicion C4.2, puesto que

arg <ﬂ> = arg (dy) + 270° — arg (dy) + arg (ny) — 270° + ¢ (A,)

= arg (m) + ¢ (A) .

Sea o = arg(d;), o = 0° o o = 180°. Entonces arg (dy) = 270° o arg (d4) = 90°.
Esto no es posible porque dy; # 0 puesto que di; = 0. Por tanto, n, es una

solucion, n no lo es y d, = d4 no es una solucion.
3. Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

4. Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

[ |
5.12. C.dyp =0, dy; #0.
Teorema 5.12
[Sucesor] Sean A; un arco completo de la frontera del conjunto de valores, con vértices v, = %
1
y Uy = Z—; el segmento de la frontera sucesor a A;, de vértices vy = Z—; Y Uogue = 72—2;‘ y
el segmento de la frontera predecesor a A, con vértices vypeq = Zl—? y v = Z—i todos en
sentido antihorario. Sea A, un arco de la frontera de vértices v 4, = M y Uy = N en

- . - . - . . dmsuc dw
sentido antihorario, donde v, es un vértice perteneciente a la interseccién de un segmento de

la frontera y el arco A,. Entonces:
1. arg %> = ¢ (A;) + arg(ny) — 90° (condicion C4.1) y el numerador n, de v,
Uy

determinado como dyv, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

d, = ds, y no puede ser otro polinomio asignado.

xT

2. Cuando d, # dy, arg (ﬂ> = ¢ (A,) +arg(ny) (condicién C4.2) y el numerador n, de
v
v, determinado como d,v, satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y solo si

d, = dy, y no puede ser otro polinomio asignado.
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3. Cuando d, # dy y d, # ds, tan(arg(vi)—gb(Am)—i—lSOO) dop >

X
dyr (condicion C4.3), y el numerador n, de v, determinado como n, =

1
dor {1 + jtan <arg (—) —o(Ay) + 180°>] v, satisface la condicién del numerador
v

xT

1
(lema 4.4), si y solo si d, = d3 = dagr {1 + jtan <arg (—) —o(Ay) + 1800)}, y no

xT

puede ser otro polinomio asignado.

4. Cuando d, # dy, d, # dy y d, # d3, el numerador n, de v, determinado como div,yc

. .., . . . (¥
satisface la condicién del numerador (lema 4.4), si y sélo si d, = dy = d;——.

xT

Demostracion:

A partir del arco completo A;, aplicando la normalizacion (lema 4.3) se obtienen los

1 ny .
valores de ny, di = —, doy = —, Ny = d1Vipred Y N2 = daVagye. El valor de v, es conocido.
1 V2

1. <] Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.1 y la
condicion del numerador se satisfacen, entonces la solucién n, = dyv,, d, = ds, €s
tnica. Notese que la condicion C4.1 se puede cumplir cuando a) d, = ds, b) d, = d,
0 c¢) d, = dy, y que en cada caso, el valor del numerador n, determinado, verifica la

condicion del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como dsv,, verificando la condicion C4.1 y
Ny

So

la condicion del numerador. Ademéas A, = —, donde S, es parte del segmento de

vértices dy y ds, vy arg (dz — dy) = 90°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

b) Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

*

Ny

S_la
donde S; es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(dy —dy) = 0° (por

¢) Sea n! el numerador de v, determinado como djv,. Entonces A, =

la normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg (nk) = —¢ (A,). Como v, es
n: n

el mismo vértice, entonces arg d_x = arg d_x , de donde se deduce que
1 2

arg (dy) = arg (dy) 4+ 270°. d,, = d, verifica la condicion C4.1, puesto que

ate (‘) = 270° + 6 (A,) + arg (m1) = 6 (A,) + arg () — 90°.

xT
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Sea a = arg (dy), @ = 90° o o« = 270°. Entonces arg (dy) = 180° 0 arg (dy) = 0°,
lo que no es posible porque do; = di; # 0. Por tanto n, es una solucion, n} no
lo es, y d, = d; no es una solucion.

2. «<| Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si la condicion C4.2 y la
condicién del numerador se satisfacen, entonces la solucion n, = dyv,, d, = di, es
unica. Notese que si d, # ds, la condicién C4.2 se puede cumplir también cuando
a) d, = d3 o b) d, = dy, y en cada caso, el valor del numerador n, determinado

verifica la condicion del numerador.

Sea n, el numerador de v, determinado como djv,, verificando la condicion C4.2 y
Ny

Si

la condicion del numerador. Ademés A, = —, donde S; es parte del segmento de

vértices dy y da, y arg (dy — dy) = 0°.

a) Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

*

n

b) Sea n} el numerador de v, determinado como dyv,. Entonces A, = S_z’ donde
4

Sy es parte del segmento de vértices dy y dy, arg(d; —dy) = 270° (por la

normalizacion), y por la proposicion 4.2 arg(nk) = 270° — ¢ (A,). Como v,

es el mismo vértice, entonces arg —) = arg (— , de donde se deduce que

dy dy
arg (dy) = arg (dy) + 270°. d, = dyverifica la condicion C4.2, puesto que

arg <ﬂ> = arg (dy) + 270° — arg (dy) + arg (n1) — 270° + ¢ (A,)

= arg (n1) + ¢ (A) .

Sea av = arg (dy), a = 90° 0 a = 270°. Entonces arg (ds) = 0° o arg (d4) = 180°.

Por tanto dy = (0,0) no puede ser una solucion, pues el vértice v, no es cero.

3. Véase el mismo caso en el teorema 4.4.

Ny e
4. <| Sid, = dy entonces A, = R donde Sy es parte del segmento de vértices dy y dy,

4

verificindose que arg (d; — dy) = 270° (por la normalizacion). Como dy = d; Uzsuc

xr
n, = d4v,, sustituyendo se tiene que 1, = diVzsue-

=| Para demostrar esta implicacion, basta probar que si n, = djV;sy., verifica la

,UZ‘S’LLC

condicion del numerador, entonces d, = dy = d; , lo cual es evidente.

T



Conclusiones y futuros desarrollos.

Se ha conseguido el objetivo inicial de la tesis que aborda la identificacion de intervalos

de planta mediante el desarrollo de algoritmos de identificacion eficaces, utilizando

inicialmente cinco vértices de la frontera del conjunto de valores en un cuadrante, y

mejorando dicho algoritmo al establecer como condiciéon necesaria para la identificacion,

la existencia de un elemento de la frontera (arco o segmento) completo en un cuadrante.

Se han evitando mallados en los parametros de perturbacion y se ha disminuido el coste

computacional, pues los algoritmos estan construidos utilizando operaciones matemaéticas

elementales.

A continuacion, se enumeran los diferentes resultados conducentes al objetivo

propuesto, todos ellos aportaciones originales de esta tesis.

Se ha caracterizado la frontera de un conjunto de valores de una familia de intervalos,

obtenida en lazo abierto, para una frecuencia particular (teorema 3.1 y lema 3.3).

Se ha determinado la propiedad de «continuidad» segmento-arco-segmento de la
frontera del conjunto de valores (teorema 3.4), demostrando que dos elementos de
la frontera del conjunto de valores se cortan (salvo vértices) si y solo si el punto de

interseccion esta en un eje (teorema 3.3),|Hernandez et al., 2011].

A partir del concepto «conjunto ordenado de vérticesy» (definicion 3.3), se han
caracterizado los vértices de la frontera de un conjunto de valores de un intervalo

de plantas, en el mismo cuadrante (teorema 3.5),[Hernandez et al., 2011].

Se ha establecido una condicion suficiente para determinar los valores de los
polinomios de Kharitonov asociados a un conjunto de valores de un intervalo
de plantas (corolario 3.1),|Hernandez et al., 2011]. Esta condicion suficiente ha
permitido asignar los polinomios numerador y denominador de los vértices del

conjunto de valores, de modo que forman un «conjunto ordenado de vértices».
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= Se ha determinado el valor de uno de los polinomios asignados, de modo que satisface

la condicion suficiente establecida para obtener los valores de los polinomios de
Kharitonov asociados al conjunto de valores. El teorema 3.6 determina el valor de
un polinomio asignado del numerador, y el teorema 3.7 determina el valor de un

polinomio asignado del denominador [Hernandez et al., 2011].

Se ha establecido un algoritmo para la identificacién, obteniendo los valores de
los polinomios de Kharitonov asociados a partir de un conjunto de valores con
al menos 5 vértices en un mismo cuadrante. Este algoritmo es de bajo coste
computacional, ya que consiste de multiplicaciones y/o divisiones para cada conjunto

de valores. (seccion 3.4, pag. 108), [Hernandez et al., 2011].

Se ha construido un sistema de ecuaciones que relaciona los polinomios de
Kharitonov obtenidos segin el algoritmo propuesto para cada conjunto de valores, a
diferentes frecuencias (seccion 3.5). Las soluciones del sistema de ecuaciones son los
valores de los parametros de los polinomios numerador y denominador de la familia
de funciones de transferencia que originé los conjuntos de valores a las distintas
frecuencias ([Hernandez et al., 2011]). En el caso tedrico en el que la frontera sea
conocida, el algoritmo y el sistema de ecuaciones proporcionan exactamente el

intervalo de plantas.

Se ha establecido una condicion necesaria y suficiente para determinar los polinomios
asignados de los vértices de la frontera de un conjunto de valores (teorema 4.5): la
existencia de al menos un arco o un segmento completo de la frontera del conjunto
de valores en un cuadrante. Se logra asi mejorar los resultados anteriores, de modo
que es posible identificar un polinomio asignado del conjunto de valores a partir de
dos vértices en un cuadrante. El lema 4.1 determina el valor del polinomio asignado

en el caso de existir un segmento completo, y el lema 4.3 para el caso de un arco.

Se ha demostrado como caracterizar y calcular los polinomios numerador y
denominador de cualquier vértice de la frontera de un conjunto de valores,
en cualquier cuadrante, a partir de la informaciéon obtenida de un segmento
(respectivamente arco) de la frontera que contenga dicho vértice, y del segmento
(respectivamente arco) inicial completo utilizado para determinar un polinomio

asignado (teoremas 4.1 al 4.4).

= Se ha establecido un algoritmo para la identificacién, de modo que, dado un
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conjunto de valores con al menos un segmento o un arco de la frontera
en un cuadrante, obtiene los valores de los polinomios de Kharitonov asociados

(seccion 4.3, pag. 170).

= Se han generalizado (capitulo 5) los resultados establecidos en el capitulo 4, en
cuanto a la identificacién de un polinomio asignado, contemplando la posibilidad de
que, o bien la parte real, o bien la parte imaginaria del polinomio asignado obtenido

mediante la normalizacion, sea igual a cero.

Futuras investigaciones.

Como todo trabajo de investigacion, las principales conclusiones y aportaciones
originales abren la puerta a nuevos trabajos y desarrollos, que se pueden concretar en

las siguientes futuras lineas de investigacion:

= Una forma de estudiar la estabilidad robusta de una familia parametrizada de
polinomios es verificar que su conjunto de valores excluye al origen. El Teorema de
la Aplicacion demuestra que el conjunto de valores de una familia de intervalos de
polinomios multilineales esta contenido en el recubrimiento convexo de sus vértices.
Una condicion suficiente para que el conjunto de valores excluya al cero es que el
recubrimiento convexo lo haga. Ahora bien, el conjunto de valores puede no ser

convexo, por lo que esta aproximacion introduce cierto conservadurismo.

El Algoritmo AAS [Willson et al., 1999| proporciona un método para determinar
el recubrimiento convexo del conjunto de valores de una familia de funciones de
transferencia con incertidumbres paramétricas. Este método supone menor coste
computacional que otros anteriores, como puede ser el Teorema de la Aplicacion
Generalizado. El conjunto de valores de una familia de funciones de transferencia con
incertidumbres paramétricas puede no ser convexo, por lo que dicha aproximacion

resultara, en algunos casos, poco optimizada.

Es de interés un método para aproximar la frontera del conjunto de valores, tanto de
familia de polinomios como de familia de funciones de transferencia, con menor coste
computacional y menos conservadurismo que los anteriores, ya que la convexidad,

que tanto constrine a estos métodos, no va a ser exigible.
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En esta linea, se puede aportar una aproximacion nueva a las diferentes aplicaciones
obtenidas a partir del Teorema de la Aplicacion Generalizado, principalmente para
el estudio de la estabilidad robusta de familia de funciones de transferencia con
incertidumbres, considerando no el recubrimiento convexo, sino un conjunto mas

aproximado a la frontera del conjunto de valores de la familia.

En |Nusret, 2002] se introduce un método para el calculo de la respuesta en
frecuencia de funciones de transferencia cuyo numerador y denominador son
polinomios con incertidumbres polinomiales e independientes. Tomando como base
este método, se pretende extraer propiedades de la frontera de los conjuntos de
valores asociados para extender el trabajo realizado en esta tesis a incertidumbres

mas complejas.
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